ELEKTROMAGNETIK TEORI

BOLUM 3

OZEL TEKNIKLER

3.1 Laplace Denklemi

3.1.1 Giris

Durgun elektrigin esas amaci, verilen bir durgun yiikk dagiliminin elektrik

alaninin bulunmasidir. ilke olarak, bu amac¢ Denklem 2.8'deki

E(r)= Iez p(r')dz’ 3.1)

Coulomb yasasiyla gercgeklestirilir. Bu tip integrallerin hesabi, en basit

yiuk dagilimlar1 disinda, zor olabilir. Simetriden faydalanarak ve Gauss
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yasasin1 kullanarak bunun istesinde gelebiliriz, fakat genellikle en 1y1

strateji ilk once, daha ¢oOziilebilir olan Denk. 2.29 ile verilen

Ao Lo pr),
V( )_47[80 [ ) dr (3.2)

V' potansiyelini hesaplamaktir. Bu integral bile hala analitik olarak
alinmas1 ¢ok zordur. Bu gibi durumlarda, iletkenleri ilgilendiren
problemlerde p'mun kendisi onceden bilinmeyebilir: ¢linkii yiik etrafa
hareket etmekte serbesttir, dogrudan kontrol edebildigimiz tek sey her bir
iletkenin toplam yiikiidiir (veya belki potansiyelidir). Boyle hallerde

Poisson denklemini (2.24) kullanarak
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vy =—F (3.3)
€

problemi diferansiyel sekle sokmak verimlidir, bu ise uygun sinir
kosullariyla birlikte Denk. 3.2'ye esdegerdir. Ger¢ekten, cogunlukla p=0
olan bir bolgedeki potansiyeli bulmakla ilgileniriz. (Her yerde p=0 ise, o
zaman }J =0'dir ve daha fazla sOyleyecek bir sey yoktur. Baska yerlerde
bol miktarda yiik olabilir, fakat biz dikkatimizi herhangi bir yiikiin

olmadig1 bolgelere veriyoruz.) Bu durumda Poisson denklemi Laplace

denklemine indirgenir:

V2 =0 (3.4)
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veya kartezyen koordinatlarda yazdigimizda,
2 2 2

0 12/ +8 I; +8 12/
ox° oy~ Oz

=0 (3.5)

Bu formiil, durgun elektrik hemen hemen Laplace denkleminin
incelenmesinden 1barettir denebilecek kadar temeldir. Ayni1 zamanda
fizigin kiitle ¢gekimi ve magnetizma, 1s1 teorisi ve sabun kabarciklarinin
incelenmesi gibi ¢ok farkli dallarinda goziiken, her yerde karsimiza ¢ikan
tirden bir denklemdir. Matematikte analitik fonksiyon teorisinde ¢ok
onemli bir rol oynar. Laplace denklemi ve ¢oziimleri (bunlara harmonik

fonksiyonlar denir) hakkinda bir fikir edinmek iizere, resmetmesi daha
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kolay olmalar1 ve ii¢ boyutlu halin tiim esas oOzelliklerini gostermeleri
nedeniyle, biz bir ve iki boyutlu halleri ele alarak baslayacagiz.
3.1.2 Bir Boyutta Laplace Denklemi
V'nin yalmzca bir degiskene, x, bagli oldugunu varsayalim. Laplace
denklemi

dx2:0

haline gelir. Genel ¢oziim

V(x)zmx+b (3.6)

ile verilen diiz bir dogru denklemidir. Coziim, ikinci dereceden bir
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diferansiyel denklem i¢in uygun oldugu iizere, belirlenmemis iki sabit (m
ve b) igerir. Herhangi bir 6zel halde, bunlar o problemin sinir kosullan
tarafindan belirlenir. Ornegin, x=1'de V=4 ve x=5'de V=0 oldugu
belirtilebilir. Bu durumda m=-1 ve b=5'dir, boylece V' =—x+5 olur
(Sek. 3.1).

Dikkatinizi bu sonucun iki o6zelligine ¢ekmek istiyorum; genel
coziimii tam olarak yazabildigim bir boyutta bu Ozellikler agikca
gozikebilir, fakat iki ve li¢ boyutlu benzerleri glicliidiir ve hig¢ bir sekilde
asikar degildirler:
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b bW

1 2 3 4 5 6 x
Sekil 3.1

1. V(x) her g icin V(x+a) ve V(x—a)'nm ortalamasidir:

V(x)zi[V(x+a)+V(x—a)]
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Laplace denklemi bir cesit ortalama alma talimatidir; x noktasina, x'in
solundaki ve sagindaki degerlerin ortalamasimi almamizi soyler. Bu
anlamda, Laplace denkleminin ¢oziimleri, olabildikleri kadar sikicidir ve
buna ragmen u¢ noktalara gerektigi gibi uyarlar.

2. Laplace denklemi hi¢bir yerel maksimuma ve minimuma izin vermez;
V'nin u¢ degerleri u¢ noktalarinda goziikkmelidir. Gergekte, bu (I)'in bir
sonucudur, ¢iinkli yerel bir maksimum bulunsaydi bu noktadaki V' her iki
yandaki }J"'den daha biiylik olurdu ve bu ylizden bu iki degerin ortalamasi
olamazdi. (Genellikle, ikinci tiirevin bir maksimumda negatif ve

minimumda da pozitif olmasin1 beklersiniz. Buna zit olarak Laplace
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denklemi ikinci tiirevin sifir olmasini gerektirdiginden, ¢oziimlerin bir ug
deger gostermemesi akla yakin goziikmektedir. Bununla beraber, ikinci
tirevin yok oldugu noktalarda maksimumlar ve minimumlar gosteren
fonksiyonlar bulundugu ic¢in, bu bir ispat degildir: O6rnegin, x*, x=0
noktasinda boyle bir maksimuma sahiptir.)
3.1.3 Iki Boyutta Laplace Denklemi
V' iki degiskene bagli olursa, Laplace denklemi soyle olur,
o’V oV
o " dy?

Bu artik adi bir diferansiyel denklem (yani, yalnizca siradan tiirevleri

=0
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iceren bir denklem) degildir; bu bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.
Sonug olarak, alisik oldugunuz basit kurallardan bazilar1 gecerli degildir.
Ornegin bu denklemin genel ¢dziimii yalnizca iki keyfi sabit icermez
veya, bu anlamda, ikinci dereceden bir denklem oldugu halde- sonlu bir
sayidaki sabitleri icermez. Gergekten, bir "genel ¢oziim" yazamayiz (en
azindan, Denk. 3.6 gibi kapali bicimde). Yine de, tiim c¢oOziimler igin
ortak baz1 6zellikler elde etme olanagimiz vardir.

Fiziksel bir 6rnegi aklimiza getirmek faydali olabilir. Bir destege
gerili durumdaki ince bir lastik yapragi (veya bir sabun filmini)

diistinliniiz. Kesinlik i¢in, bir karton kutu aldiginizi varsayiniz, tim
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etrafindan dalgali ¢izgi seklinde kesiniz ve {ist par¢asini atiniz (Sek. 3.2).

Sonra kutunun lizerine iyice gerilmis lastik zari, bir davul derisi gibi

oturacak sekilde, yapistirici ile yapistirmiz. Simdi, kutunun dibine (x, y)
koordinatlarin1  yazarsaniz, (x, y) noktasinin  yukarisindaki  zarin

yiiksekligi V(x, y) Laplace denklemini saglayacaktir. (Bir boyutlu

benzesme iki nokta arasina gerilmis bir lastik serit olacakti. Elbette, o diiz

bir dogru olustururdu.)
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Sekil 3.2

Iki boyuttaki harmonik fonksiyonlar bir boyutta belirttigimiz ayni

ozelliklere sahiptirler:

1.Bir (x, y) noktasindaki ¥ 'nin degeri etrafindaki V'lerin ortalamasidir.
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Daha kesin olarak, (x, y) noktas1 etrafinda herhangi bir R yarigaplh daire
cizerseniz, daire tizerindeki V 'nin ortalama degeri merkezdeki degere

esittir:

v (x, y)zzjiRdiele

(bu arada, bu bize Laplace denkleminin bilgisayar c¢oziimlerinin
dayandigr gevseme yontemini Onerir: V'nin smirindaki  verilen
degerlerden ve igerdeki noktalardan olusturulan bir 1zgara ilizerindeki
V''lerin makul tahminlerinden baslayarak, ilk aktarim her bir noktaya o

noktanin en yakin komsularinin ortalamasimi deger olarak yeniden atar.
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Ikinci aktarim, diizeltilmis degerleri kullanarak islemi yineler ve bdyle
devam eder. Birka¢ tekrarlamadan sonra, sayilar oturusmaya baslar,
boylece daha sonraki aktarimlar goz ardi edilebilir degisiklikler dogurur
ve verilen smir kosullariyla birlikte Laplace denkleminin sayisal bir
cozimii gergeklestirilmistir.).

2.V bir yerel maksimum ve minimuma sahip degildir; biitiin u¢ degerler
sinirlarda ortaya cikar. (Onceki gibi, bu (1)'in bir sonucudur.) Yine,
Laplace denklemi, smir kosullariyla uyumlu en o6zelliksiz fonksiyonu
cozim olarak alir: tepeler yok, vadiler yok yalnizca hazirdaki en diizgiin

yiizey. Ornegin, Sek. 3.2'deki gerilmis lastik yaprak iizerine bir pin pon
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topunu koyarsaniz, top bir tarafa dogru yuvarlanarak diisecektir-igine
girip yerlesecegi bir "cep" bulamayacaktir, ¢iinkii Laplace denklemi
ylizeyde boyle ¢ukurlara izin vermez. Geometrik bakis acis1 bakimindan,
aynen iki nokta arasindaki en kisa uzakligin diiz bir dogru olmasi gibi, iki
boyuttaki bir harmonik fonksiyon verilen sinir ¢izgisine gerilen ylizey
alanin1 en kiigiik yapar.

3.1.4 Ug Boyutta Laplace Denklemi

Uc boyutta ne net bir ¢dziim saglayabiliriz (bir boyuttaki gibi) ne de
sezginizi yOnlendirecek fikir verici fiziksel bir ornek verebiliriz (iki

boyutta yaptigimiz gibi.). Yine de ayni1 6zellikler dogru kalmakta devam
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eder ve bu kez bir ispatin ana hatlarini gosterelim.
1.Bir » noktasindaki V' 'nin degeri r'de merkezlenmis R yaricapl bir

kiiresel ylizey lizerinden alinan J 'nin ortalama degeridir:

V(r) r R kieVda

2.Sonug olarak, bir yerel maksimum veya minimuma sahip olamayiz;
V'nin ug¢ degerleri simirlarda goziikkmelidir. (V'nin r'de bir yerel
maksimumu olsaydi, o zaman, maksimumun kendi 6zelliginden dolay1
r'nin etrafina, lizerinde J 'nin biitiin degerlerinin (sonu¢ olarak da

ortalamanin) r'dekinden daha az oldugu, bir kiire ¢izebilirdik.
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Ispat: R yaricapli bir kiiresel yiizey iizerinden, kiire disinda yerlesmis bir
tek g nokta yiikiinden kaynaklanan ortalama potansiyeli hesaplayarak
baslayalim. Kiireyi baslangi¢ noktasinda da ¢izebiliriz ve ¢nun

koordinatlarini z-ekseni iizerinde olacak sekilde seg¢ebiliriz (Sek. 3.3).

Yiizey tizerindeki bir noktada potansiyel

e, #

y= 14

dir, burada

72 =z24+R?>-2zRcosf

dir, boylece
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L i
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—1/2
= 12 T {| 22 +R*~22Rcos0 | ”R2sin0d0dp
" AnR® 4re,

I \/ 2y R - ZZRCOSH

47&90 2zR 0
B A U OO S T S
e, 2zR [(Z+ ) (Z )] dre, z

olur. Fakat bu tam olarak kiirenin merkezindeki ¢'dan kaynaklanan
potansiyeldir. Toplanabilirlik ilkesiyle, ayni ispat kiire disinda herhangi
bir ylik topluluguna da uygulanabilir: bu yiiklerin kiire yiizeyindeki
ortalama potansiyeli kiire merkezinde olusturduklar1 net potansiyele

esittir. Ispat1 yapilmasi gereken bu idi.
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3.1.5 Sinir Kosullar1 ve Tek Coziim Teoremleri

Laplace denklemi tek basma V''yi belirlemez; ek olarak, uygun bir takim
sinir kosullarmin verilmesi gerekir. Bu ise bir soruyu ortaya cikarir:
uygun sinir kosullar1 nedir? Bir boyutlu hal basittir, ¢iinkii burada genel
coziim V' =mx+b iki keyfi sabit icerir ve bu yiizden iki sinir kosulu ister.
Ornegin, iki ucta fonksiyonun degerini verebilirdik veya bir ugta
fonksiyonun ve tiirevinin degerini verebilirdik ya da bir u¢ta fonksiyonun
degerini ve diger ugta tiirevini verebilirdik ve boyle giderdik. Fakat bir
ucta yalmizca fonksiyonun degeri veya tiirevi ile yetinemezdik-bu

yetersiz bilgi olurdu. Her iki ucta tiirevleri vermek de yetmezdi-bu ya
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fazlalik olurdu (iki deger esitse) ya da tutarsiz (esit degillerse).

Iki veya ii¢ boyutta kismi tiirevli bir diferansiyel denklemle kars1
karsiya kalinz ve kabul edilebilir smir kosullarinin ne oldugunu
kestirmek o kadar kolay degildir. Ornegin, gerili bir lastik zarmn sekli,
lizerine gerildigi ¢erceve tarafindan belirlenir mi yoksa bir konserve
kavanozu kapagi gibi, bir kapali sekillenimden diger birine saklayarak
gecis yapar mi1? Bunun yaniti, J 'nin sinirdaki degeri tarafindan tek olarak
belirlendigidir. Bunula beraber, baska sinir kosullar1 da kullanilabilir
(bakiniz Problem 3.4). Teklif edilen bir sinir kosullan takiminin yeterli

oldugunun ispati genellikle bir tek ¢oziim teoremi seklinde sunulur.
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Durgun elektrikte, hepsi de ayni temel bicimi paylasan, buna benzer ¢cok
sayida teoremler vardir. Biz en faydali olan ikisini inceleyelim.

Birinci tek ¢oziim teoremi: Simir ylizeyil S tizerinde V' verilirse, Laplace

denkleminin bir ) hacmi i¢indeki ¢oziimii tek olarak belirlenir.

Ispati: Sekil 3.5'de boyle bir bolge ve smuri ¢izilmistir. (Yiizeylerinin
hepsi lizerinde V verildigi siirece, iceride "adalar" da olabilir; ayni
zamanda en dis ylizey V 'nin genellikle sifir olarak alindig1 sonsuzda da
olabilir). Laplace denkleminin iki ¢oziimii oldugunu varsayiniz:

Vle =0 ve V2V2 =0
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bunlarin her ikisi de yiizeyde verilen degeri almaktadir. Bu iki
fonksiyonun esit olmak zorunda oldugunu ispat etmek istiyoruz. Hile
yapalim ve bunlarin farkina bakalim:

Vi=h-V,
Bu Laplace denklemine uyar,

V2V, =V -V, =0,
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bu ytizey (s)
izerinde
V veriliyor

Sekil 3.5

ve tim smirlarin tizerinde sifir degerini alir (¢iinkii orada V, ve V|

esittirler.) Fakat Laplace denklemi bir yerel maksimum veya minimuma

1zin vermez -tim ug¢ degerler sinirlarin tizerinde olusur. Bu yiizden V; 'in
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maksimumu ve minimumunun ikisi de sifirdir. Bu sebeple V; her yerde

sifir olmalidir ve buradan V, =V,. Ispat1 gereken budur.

Ornek 3.1
Icinde hi¢ bir yilk olmamak kaydiyla, tamamen iletken malzeme ile
cevrilmis bir mahfaza i¢inde potansiyelin sabit oldugunu gosteriniz.

Coziim: Kavite (mahfaza) duvari lzerinde potansiyel sabit bir V

degerindedir (bu kisim 2.5.1'deki sik (iv)'dir), boylece igerideki

potansiyel Laplace denklemini saglayan ve sinirda V, sabit degerini alan

bir fonksiyondur. Her yerde V=V 'dir. Tek ¢6zim teoremi bunun tek
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¢oziim oldugunu garantiler. (Bos bir kavite i¢cinde alanin sifir oldugu
anlasilir -Kisim 2.5.2'de tamamen degisik yollardan buldugumuz sonucla

aynidir.).

Tek ¢oOziim teoremi hayal giiciinliz i¢in verilmis bir ruhsattir.
Cozime nasil ulastiginiz 6nemli degildir; onemli olan (a) Laplace
denklemi saglamasi ve (b) smir lizerinde dogru degerleri almasidir, o
zaman ¢Ozim dogrudur. Goriintii yontemine geldigimizde bu fikrin
giiclinli goreceksiniz.

Bu arada, birinci tek ¢Oziim teoremi lizerinde ilerleme yapmak
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kolaydir. Ele aldigimiz bolge i¢cinde bir ylik olmadigimi kabul etmistik,
boylece potansiyel Laplace denklemine uymustu, fakat iceriye bir miktar
yik de koyabiliriz (bu durumda V' Poisson denklemine uyar.) Tartisma
aynmidir, fakat bu kez

vy =P, vy =_F
1 80 2 80

Boylece

VI, =V -V, =-F + P =0
€ o

Bir kez daha fark (V,=V,-V,] Laplace denklemini saglar ve tiim
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sinirlarda sifir degerine sahiptir, bu yizden V,=0 ve buradan V =V,

cikar.

Sonu¢: Bir ¥ hacmi i¢indeki potansiyel (a) bolgenin her yerindeki yiik
yogunlugu ve (b) tiim sinirlar lizerinde V 'nin degeri belirtilirse, tek
olarak belirlenir.

3.1.6 Iletkenler ve Ikinci Tek Coziim Teoremi

Bir durgun elektrik problemi i¢in sinir kosullarini ortaya koymanin en
basit yolu ilgilenilen bolgeyi saran tiim yiizeyler lizerinde ¥ 'nin degerini
belirtmektir. Ve uygulamada genellikle sOyle bir durum meydana gelir:

Laboratuvarda bataryalara bagli iletkenler vardir ve bunlar iletkenleri
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verilen bir potansiyelde tutar veya iletkenler topraga baglidir, deneycinin
diline ise bu V=0 demektir. Ancak, sinirda potansiyeli bilmedigimiz,
onun yerine ¢esitli iletken yiizeyler iizerindeki yiikleri bildigimiz baska
durumlar da vardir. Birinci iletkenin tizerine @, nin yikind, ikinciye O,
ve bunun gibi devam eden ylikleri koydugumu varsayalim. Ve daha da
zor olmak tizere, iletkenler arasindaki bolgede verilen bir p yik
yogunlugu bulunsun. Simdi elektrik alan tek olarak belirlenmis midir?
Veya belki de yiiklerin kendilerini ait olduklari iletkenlerin lizerinde
diizenleyebilecegi belirli sayida farkli yollar var midir ve bu yollar farkl

alanlar verebilir mi?
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Ikinci tek ¢coziim teoremi: Iletkenlerle ¢evrilmis olan ve verilen bir p yiik

yogunlugu iceren bir )V hacmi ig¢indeki elektrik alan, her bir iletken

lizerindeki toplam yiik verildigi takdirde (Sekil 3.6) tek olarak belirlidir.
(Bolge bir biitiin olarak baska bir iletken tarafindan c¢evrilmis veya
sinirsiz olabilir.)

Ispat: Problemin kosullarmi saglayan iki alan bulundugunu varsayalim.
Her ikisi de iletkenlerin arasindaki uzayda diferansiyel sekildeki Gauss

yasasina uyarlar:



Integral alinacak
yizeyler

AN

En dig siur
sonsuzda olabilir

Sekil 3.6
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G.E=P, V.E=P
€0 €0
Alanlarin her ikisi, her bir iletkeni kapsayan bir Gauss yiizeyi i¢in

integral seklindeki Gauss yasasina da uyarlar:

§ Edi=% § Eyda=2

i.iletken yiizeyi 8 0 i.iletken yiizeyi 8 O
Bunun gibi, en dis smir i¢in (bu bir kapsayici iletkenin hemen icinde

veya sonsuzda olduguna bakilmaksizin),

§ E -di=Z § Ey-di=2
en iy s & en iy s &
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onceden oldugu gibi, farka bakariz
E =E —-E
bu fark iletkenler arasindaki bolgede
V-E,=0 (3.7)
denklemine uyar ve her bir sinir ylizeyinde de
[E,dd=0 (3.8)

denklemine uyar.
Simdi kendisinden faydalanacagimiz bir bilgi pargasi daha kaldi:

Her ne kadar Q. yikiinin kendisini i'nci iletken ytizey tizerinde nasil
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dagitacagini bilmiyorsak da, her bir iletkenin bir es potansiyel oldugunu

ve buradan V'tn her bir iletken ylizeyde bir sabit (hepsinde ayni sabit

olmak zorunda degil) oldugunu biliyoruz. (¥, ve ¥, esit olmayabilecegi

icin bu sabitin sifir olmas1 gerekmez-emin oldugumuz tek sey bu iki
degerin verilen her iletken boyunca sabit oldugudur) Bundan sonra bir
doniisiim yapiyoruz. Carpim kurali no (5)'den faydalanarak, sunu elde

ederiz.

—

)

~
<l

(5) V[f/]: (

|

V(I@EJ:V{V 3)*573 '(61/3):_(}?3)2
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Burada Denk. 3.7'yi U E3 -dﬁszve E3=—§V3'ii kullandik. Iletkenler

arasindaki tim bolge tizerinden bunun integralini alarak ve sol tarafa

diverjans teoremini uygulayarak

[V-(V,E, e =¢VsEydi=—[(E,} dr
4 S

v

Yiizey integrali g6z Oniine aliman bolgenin tiim smrlarim

kapsar(iletkenler ve en dig sinir). Simdi V; her bir yiizey boyunca sabittir
(en dig smir sonsuz ise, orada V, =0'dir), boylece V, her integralin disina

cikar ve geriye kalan Denk. 3.8'e gore sifirdir. Bu ylizden
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J(E,)dr=0

”
dir. Fakat, bu integralin i¢1 asla negatif degildir; sonucun sifir

olabilmesinin tek yolu her yerde V;, =0 olmasidir.

Sonug olarak, El =Ezve teorem ispatlanmistir.

Bu ispat kolay degildi ve teoremin kendisinin ispattan daha akla
yatkin gelmesi gibi gercek bir tehlike vardir. Ikinci tek ¢éziim teoreminin
"asikar" oldugunu diistinmeniz halinde Purcell'in su ornegine bakiniz:

Sek. 3.7 art1 yiiklerin eksilerin yakininda yer aldigr +Q yiikli dort
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iletkenden olusan sakin bir durgun elektrik sekillenimini gostermektedir.
Sistem ¢ok kararli goriinmektedir. Simdi, onlari, Sekil 3.8'de gosterildigi
gibi ciftler halinde ince tellerle birlestirirsek ne olur? Pozitif yiikler (¢ok
sevdikleri yer olan) negatif yiiklerin ¢ok yakininda olduklarindan pekala
hi¢bir sey olmaz diye tahminde bulunabilirsiniz-sekillenim hala kararlidir
diyebilirsiniz.

Bu akla yatkin goriinliyor, ama yanlistir. Sekil 3.8'deki sekillenim
olanaksizdir. Ciinkii simdi etkin olarak iki iletken vardir ve her biri
tizerindeki yiik de sifirdir. Bu iletkenlerin lizerine sifir yikii dagitmanin

olas1 bir yolu hi¢bir yerde ylikiin toplanmadig1 ve dolayisiyla alanin her
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yerde sifir oldugu diizenlemedir (Sek. 3.9). ikinci tek ¢dziim teoreminden
dolayi, bu ¢oziim olmalidir: Yiik ince teller boyunca akacak ve kendisini

bu yolla sifirlayacaktir.

® O

©®

Sekil 3.7 Sekil 3.8
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Sekil 3.9

3.2 Goriintii Yontemi

3.2.1 Klasik Goriintii Problemi

Bir g nokta yiikiiniin topraklanmis sonsuz bir iletken diizlemin
yukarisinda bir d uzakliginda tutuldugunu varsayalim (Sek. 3.10). Soru:

Diizlemin istiindeki bolgede potansiyel nedir? ¢ yiiki iletkenin yakin
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yiizeyinde belirli bir miktarda negatif yiik indiikleyecegi ic¢in, aranan

ifade yalnizca (1/471’80)q/’z olmaz, toplam potansiyel kismen dogrudan

g 'ya aittir ve kismen de bu indiiklenmis yiikten ileri gelir. Fakat ne kadar

yiik indiiklendigini veya indiiklenmis yiikiin nasil dagildigin1 bilmeden

nasil olur da potansiyeli hesaplayabiliriz?
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x [ B/ )

Sekil 3.10 Sekil 3.11

Matematiksel bakis ag¢isindan problemimiz, bir tek g nokta yiikiiniin

(0,0,d )'de bulundugu z>0 bolgesinde Poisson denklemini asagidaki

sinir kosullarina bagl olarak ¢ozmektir:
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1. V=0 z=0 oldugunda (iletken diizlem topraklandigi i¢in) ve
2. V —0 yiikten ¢ok uzaklarda (yani x?+ y?>+2z?>d igin).

Birinci tek ¢oziim teoremi (aslinda, onun sonucu) bu kosullara uyan
yalniz bir tek fonksiyonun var oldugunu garantiler. Hile ile veya akilli
tahminle boyle bir fonksiyonu kesfedebilirsek, o dogru yanit olmak
zorundadir.

Hile: Gerg¢ek problemi unutalim; tamamen degisik bir durumu

inceleyecegiz. Bu yeni problem (0,0,d )'de bulunan +¢ nokta yiikii ile

(0,0,—d)'deki —g nokta yiikiinden olusur ve arada da hicbir iletken
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diizlem yoktur (Sek. 3.11). Bu sekillenim i¢in potansiyeli kolayca

yazabilirim:

| q q
Vix,yz)= — (3.9)
( ) 4re, \/x2+y2+(z—d)2 \/x2—|—y2+(z—|—d)2

(Paydalar (x, y.z) noktasindan karsilikli olarak +¢g ve —¢g yiiklerine olan

uzakliklarini gosterirler.) Buradan sunu gorebiliriz.

1.V =0 z=0 oldugunda ve

2.V—0 x*+y*+z2>d i¢in
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ve z>0 bolgesindeki tek yiiz yalnizca (0,0,d )'deki +¢ nokta yiikiidiir.

Fakat bunlar tam olarak orijinal problemin kosullaridir. Acikca ele
aldigimiz ikinci sekillenim "ust" bolgede, z>0, ilk bastaki sekillenirde
ayni potansiyeli olusturmaktadir. ("Alt" bolge, z<0, tamamen farklhidir,
fakat ona kim bakar? Bizim tek istedigimiz sey iist kisimdir.) Sonug:
topraklanmis sonsuz bir iletken diizlemin yukarisindaki bir nokta yiikiin
potansiyeli z>0 i¢in Denk. 3.9 ile verilir.

Bu tartismada tek c¢Oziim teoreminin oynadigir hayati role dikkat
ediniz: O olmasaydi, tamamen degisik bir yiik dagilimindan elde edilen

bu ¢oziimiin dogruluguna kimse inanmazdi. Ama tek ¢O6ziim teoremi
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sunu garantiler: Ilgilenilen bolgede Poisson denklemini sagliyorsa ve
sinirlarda dogru degerleri aliyorsa o zaman bu ¢6ziim dogru ¢oziimdiir.
3.2.2 Indiiklenmis Yiizey Yiikii

Simdi potansiyeli biliyoruz, artik iletkenin {izerinde indiiklenen (o yiizey
yiikiinii hesaplamak kolay bir istir. Denk. 2.49'a gore,

oV
o=—¢,

0 on
olup burada 0V /on V'nin ylizeydeki normal tiirevdir. Bu durumda

normal dogrultu z yoniidiir, boylece
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o= —80 —
on z=0

olur. Denklem 3.9'dan

ov 1 —q(z—d) q(z—|—d)
3 +

= 32
Oz 4me, [xz +y*+(z—d )2} [xz +y°+(z+d )2}

V

32

Boylece

oV _ 1 —qz+qd N qz+qd
00z  Y4ze < 2, .2 22 2, .2 2
0 [x +y +(z—d) } [x +y +(z+d) }

"

V

32
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—qd
27r(x2 +y?+d? )

G(x,y)z 7 (3.10)

elde ederiz. Beklendigi gibi, indiiklenmis yiik negatif (g 'yu pozitif kabul
ederek) ve x=y=0"da en biiyiiktiir.
Siras1 gelmisken toplam indiiklenmis yiikii de hesaplayalim.
Q=[oda
xy diizleminde almacak bu integral, da=dxdy ile kartezyen
koordinatlarda alinabilir; fakat r?>=x?+y)?> ve da=rdrd¢ yazarak

kutupsal koordinatlarda yapmak biraz daha kolaydir. O zaman
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—qd
27r<r2 +d? )3/2

buluruz ve buradan

G(r =

27Z-®
q

0=T rdrdg= 99

=—q
0 027Z'<I”2+d2)3/2 Nri+d® 0

elde edilir. Acikca, diizlem iizerinde indiiklenmis toplam yiik, sizin de

3.11)

kendinizi belki de Oyle olmasi gerektigine inandirabileceginiz gibi,

—q'dur.
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3.2.3 Kuvvet ve Enerji
Indiiklenmis negatif yiikten dolayi, ¢ yiikii diizleme dogru gekilir. O

halde c¢ekim kuvvetini hesaplayallm. ¢ yakinindaki potansiyel
benzesmeli problemdeki (+g ve —¢g 'nun oldugu ve iletkenin olmadigi) ile

ayni oldugundan, alan da onun alaniyla aynidir ve bu ylizden kuvvet

2
Fou L 4 ; (3.12)
47T50(2d)

olur.
Dikkat: Dalip gitmek ve iki problemde sanki hersey ayniymis gibi
diisiinmeye baslamak kolaydir. Ancak, enerji ayn1 degildir. Iki nokta yiik
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var ve iletkenin olmadigi halde, Denk. 2.42

2
w= 1 4 (3.13)
dme, 2d
verir. Fakat bir tek yiik ve iletken diizlem varken enerji bunun yarisidir:
__1Lg
W=-——1- (3.14)
dme, 4d

Nigin yaris1? Alanlarda depolanan enerjiyi diisliniiniiz (Denk. 2.45):

W:ﬂzl [E%dr
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Birinci halde iist bolge (z>0) ve alt bolge (z<0) her ikisi birden katki

yapar -simetriden dolay1 katkilar1 esittir. Fakat ikinci halde yalniz st
bolge sifir olmayan bir alan bulundurur ve bundan dolay1r enerji
oncekinin yaris1 kadar biiytikliktedir.

Elbette enerjiyl ¢g yiikiiniin sonsuzdan buraya getirmek i¢in gerekli isi

hesaplayarak da bulabilirdik. Gerekli kuvvet (Denk. 3.12'deki elektrik

kuvvetine kars1 koymak i¢in) (1/47ze 2 /4z* | 2'dir, boylece
o\ 4
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d . - 1 d q
W=[Fdl= [ 7dz
o Arey 4z

d

_ 1 {_qu _ 1 g

drey| 4z)  4dmey4d
bulunur. ¢g'yu iletkene dogru hareket ettirdik¢e yalnizca ¢ iizerine is
yapariz. Indiiklenmis yiikiin iletken yiizeyinde igeriye dogru hareket
ettigi dogrudur, fakat tiim iletken sifir potansiyelde oldugundan dolay1 bu
hareket ise mal olmaz. Bunun ziddina olarak, es zamanlh olarak iki nokta
yukii bir araya getirirsek (arada iletken yokken), her ikisi lizerine de is

yapariz ve toplam is iki kat daha biiyiik olur.



Triple Products
() ABxC)=B-(CxA)=C-(AxB)
(2) AxBxC)=BA-C)-CA- B)
Product Rules
3 V(o) =f(Vg) +g(Vf)
4 VA -B)=Ax(VxB) +Bx(VxA) +(A V)B4 B V)A
S) V-(fA=fV-A+A-(Vf)
(6) V.- AxB)=B-(VxA) —A.-(VxB)
(M VX(fA)=f(VXA) -Ax(Vf)
(8) Vx(AxB)=(B V)A-(A-V)B+A(V-B)—B(V.A)
Second Derivatives
9 V- (VxA)=0
(10) Vx(Vf)=0

(1) Vx(VxA)=V(V-A)-V2A
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