ELEKTROMAGNETIK TEORI

5.3 MAGNETIK ALANIN DIVERJANS VE ROTASYONELI
5.3.1 Dogrusal Akimlar

Sonsuz dogrusal bir akimin magnetik alan ¢izgileri Sek.5.27°de
gosterildigi gibidir. Yine, ¢izgilerin siklig1 alan siddetini temsil eder.
Burada B alam uzaklikla ters orantili oldugundan, merkezden
uzaklastik¢a cizgiler seyreklesir. Bu sekle baktigimizda, bu alanin
diverjansinin sifir olacagini, ama rotasyanelin sifirdan farkli olacagini

tahmin edebilirsiniz.
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:

Sekil 5.27

B'nin s vyaricaph bir cember {izerindeki egrisel integralini

hesaplayalim. Magnetik alan (5.36) formiiliinden alinirsa

Ny w1
gSB dl Cﬁ[brs] Zﬂs(ﬁdl 4L27rs Ml
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Son¢ s’den bagimsizdir, ¢linkii B alam1 1/s gibi azalirken, ¢emberin
cevresi s gibi artiyor. Aslinda, egriyi ¢cember segcmek gerekmez: Teli

cevreleyen her kapali egri aym1 sonucu verir. (s,¢,z) silindirik

koordinatlar1 kullanirsak ve akimi z-yoniinde alirsak
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X=S5C0s¢, y=ssing, z=z

dl =ds, dl¢ =sd¢, dl_=

dt =sdsdodz

oo

s

q3 (5.41)

oldugundan ve di =ds$+sd gbq; +dzz yazarsak

§ Bl 4{% }[a’s§+sd¢q§+dz§j g flsap= 4121” dg=p
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bulunur. Burada egrinin tel ¢cevresinde bir kez dolandig1 varsayildi; iki
kez dolansaydi ¢ acgist 0’dan 4x’ye degisirdi; keza, egri telin
¢evresinde dolanmiyorsa ¢ agisi [gb,gbz} araliginda gidis gelis

yaptigindan [d¢=0 olurdu (Sek.5.28).

Halka

Tel
)

Sekil 5.28 Sekil 5.29
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Simdi bir dogrusal akimlar demeti g6z Oniine alalim. Sectigimiz kapali

egri i¢inde kalan akimlar integrale p / kadar bulunurken, egri disinda

kalan akimlar bir katkida bulunmazlar (Sek.5.29). Buna gore, egrisel

integral sonucu soyle olur:
$B-dl S (5.42)

Burada Iig egri icinde kalan net akimdir. Yiik akisi hacimsel bir J

akim yogunluguyla verilmisse, egri icinde kalan akim miktari
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I = gi-dﬁ (5.43)

olur; integral egrinin siirladigi ylizey iizerinde alinir. Stokes teoremini

(5.42) denklemine uygularsak

[ (?xﬁja"= | Vdl|Stokes teoremi

yiizey cizgisel

j(VxB|da=p,]J-da

olur ve buradan integrandlarin esitligi ¢ikar:



VxB=puJ (5.44)

Burada ispat sonsuz dogrusal akimlar i¢in yapilmistir. Dogrusal tel
yaklasikligina uymayan birgok akim dagilimi vardir ve (5.44)
formilliniin bunlara da uydugunu sdyleyemeyiz. O halde, B nin

diverjans ve rotasyonelinin en genel matematik ispatina girelim.
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5.3.2 B’nin Diverjans ve Rotasyoneli

Genel bir hacimsel akim oldugu ic¢in Biot-Savart yasasindan

baslayalim.

X 2 !
dt (5.45)
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Bu formiil 7(x,y,z) noktasindaki magnetik alani, J (x’, y’,z’) akim

yogunlugunun integrali olarak verir (Sek.5.30).

*(x,5,72)

Sekil 5.30

Yola ¢ikmadan Once her seyi acik¢a belirtelim:

B alani (x,y,z)'ninbir fonksiyonudur
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J akim yogunlugu (x', y',z')'m'jn fonksiyonudur
E=(x—x')fc+(y—y’)j/+(z—z’)2
dt'=dx'dy'dz’'

Integral (x’, y’,z’) koordinatlarina gore alinmaktadir; diverjans ve

rotasyonel (x,y,z) koordinatlarina gore hesaplanacaktir. (5.45)

denklemine diverjans teoremini uygularsak

V.B= 4ﬁ(ljv (Jx ]df (5.46)

veya



o n_ M
V-B=10[V. (Jx Jdr
Vektor operator ¢arpimlarindaki 6. kurali hatirlayalim:

V[Zxéjzé-ﬁxjj—/]-ﬁxéj

<l

T o % (OuTF) _T.lou”
-(Jxéj_é-(Vij J[v 3J (5.47)
J Vektori (x,,z) degiskenlerine bagli olmadigindan VxJ =0 olur

- - =
V(x5 =T { Vx|
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olur. Not:: Vektor operator ¢arpimlarindaki 7. kuralindan

ﬁx(fﬁjzf(ﬁx}ij—flx(ﬁfj

yararlanirsak
o7 _ 1 (o1
Vx—3 3(V cj—ax{v’z?)}
X % z
Vxz= 0 9 0

Ox oy 0z
(x=x) =y (=7
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Vxi=i § (=7 )= S 0|
+){§(x—x')—£c(z—z')}
+z gc(y—y')—ai(x—x’)}zo

Vxz=0 ve Vx i— x{?13Jz—é’x[—%]:—EXE—%J=3(;XEJ:O
(2
Buradan diverjans,

V-B=0 (5.48)
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olarak bulunur: Bu kez (5.45) F(r)z%lj J X"dr denkleminin
rotasyonelini alalim:
VxB JVX(JX jdf (5.49)

I[ntegrand1 agmak icin 8. capim kurali kullanilir:

?x[ﬁxé}=(Eﬁjﬁ—[ﬁﬁjzﬁﬂﬁ-Ej—éﬁ-ﬂ}
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w7 X;J:(ibljéﬁ—(]vj;+j[v;j_;kmf(%%"°

(Bu J'nin tiirevi olan terimleri yazmadim, ciinkii J vektdrii (x,,2)

koordinatlarina bagh degildir.)

23 23

1 2

?x[jxijzj(ﬁgj—(jﬁj; (5.50)
(2

1 ve 2 numaral1 boliimleri ayr1 ayr1 bulalim;

V’dan V'’ye gecis yaparken x ’den x"’ye gittik. Bu durumda =x—x" oldu.
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I ﬁ-vjdrz [ v-da

hacim yiizey

idi. Diverjans teoremine gore;

J

hacim

?L*”J-J}dr: [ X Jda

3 3
" yiizey "

olur. J hacimsel akim yogunlugu yiizey iizerinde sifir olacagindan

(j =0j ylizey integrali sifir olur. Birinci terim, Boliim 1° de ozellikle

vurguladigimiz bir diverjans idi; sonucu burada hatirlatalim:



V- =4763() (5.51)
(2
Bu bagint1 kullanilirsa

§XE=4%%IJ(V’)47T53(V—I’")dT’IuOJ(I")

olur. Bu sonu¢ (5.44) formiiliiniin sadece dogrusal akimlarla sinirli

olmadigini, magnetostatigin temel bir denklemi oldugunu gosterir.

Ispati tamamlamak icin (5.50) denklemindeki ikinci terimin

integralinin sifir oldugunu gostermemiz gerekiyor. Tiirev islemi sadece
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sagindaki z/-* terimine etkimektedir. Buradaki bagimlilik i=(7 —17')

seklinde oldugundan V tiirevi yerine V' tiirevine gecersek, bir eksi

isaret gelir:

—(J-ngz(J-V'j” (5.52)
5. ¢apim kurali kullanilirsa;

V(fﬁj:f[vzjd-ﬁfj
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Bu ifadeyi indirgemek tizere, sadece x’ bilesenine bakalim:

97

kararliakimlaricin=0
—

9 S

Simdi kararli akimlar icin J’nin diverjansinin sifir oldugunu [(5.31)

denklemi] hatirlayalim: V'-J=0. Buna gore

L)
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Bu bilesenin (5.49) integraline katkisina bakalim ve diverjans teoremini

kullanalim:
| V' @j = § @j.dgl' (5.53)
hacim " yiizey "

—

V tirevinden V' tiirevine gecmemizin nedeni, burada diverjans
teoremini uygulayabilmek icindi. Yaptigimiz is bir cesit kismi
integrasyondur. 7/23 tiizerindeki tiirevi J {izerine atmis olduk. Bu
integrali hangi ylizey lizerinde aliyoruz? (5.45) Biot-Savart yasasindaki

tiim akim yogunluklarini i¢ine alan yiizey iizerinden. Isterseniz daha da
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biiyiik bir yiizey alabilirsiniz, nasilsa daha disarida J =0 olacagindan,

integrale katkida bulunmaz. Onemli olan nokta, tiim akimlar

cerceveleyen yiizey tizerinde akimin sifir oldugudur: J=0. Buna gore,

(5.53) ylizey integrali sifir olur.

5.3.3 Ampere Yasast ve Uygulamalari

—

B’ nin rotasyoneli i¢in buldugumuz

ﬁxézuoj (5.54)
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denklemi Ampere yasasinin diferansiyel ifadesi olur. Bunun integral

ifadesini elde etmek i¢in Stokes teoremi uygulanir:

[[VxB|da=§B-dl =u,[J-da
S C S

Burada | J-da vyizeyden gecen toplam akim (Sek.5.31) olup ]l.g ile

gostermistik(amper halkasi tarafindan ¢evrelenen akim). Buna gore

§B-dl =ul, (5.55)



DURGUN MAGNETIZMA

Smnir ¢izgisi

Sekil 5.31

Ampere yasasmin integral ifadesi olur ve (5.42) denklemini tiim
magnetostatige genellestirir. Elektrostatikte Gauss yasasinin oynadigi
rolii, magnetostatikte Ampere yasasi {istlenir. Ozellikle, akim dagilimi

simetrik ise, magnetik alani1 bulmakta en kestirme yoldur.
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Durgun elektrik: Coulomb  — Gauss

Durgun magnetizma: Biot-Savart — Ampere

Gauss yasasi gibi Ampere yasasi da kararli akimlar i¢in her zaman

dogrudur, fakat her zaman kullanisli olmayabilir. Problemin simetrisi
<_|Sl§ dl integralinden B’yi disar1 almamiza olanak veriyorsa o zaman

manyetik alani Ampere yasasi ile hesaplayabiliriz. Diger durumda

Biot-Savart yasasi1 kullanilir.
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Ornek 5.7: Sabit 1 akimi gegen sonsuz dogrusal telden s uzaklikla
magnetik alan1 bulun. (Bu problemi Ornek 5.5'te Biot-Savart yasasiyla

cOzmiistiik.)

Amper halkasi

VB

Sekil 5.32
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Sekil 5.32'de gosterilen B alamnin tel ¢evresinde "dolanimlhi" ydnde
oldugunu biliyoruz. Tel ¢evresinde s yaricapli bir "Ampere ¢evrimi"
alirsak, simetriye gore bu efri iizerinde B alam sabit biyiikliikte

olacaktir. Ampere yasasina gore
$B-dl =B§dl=B2rs =,u01i¢ =l

veya,
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Bu yanmiti daha once (5.36) denklemi olarak bulunmustu; Ampere
yasasi daha kolay sonug verir.
Ornek 5.8: xy-diizlemini tiimiiyle kaplayan diizgiin bir yiizey akim

yogunlugu K = K% olarak veriliyor (Sek. 5.33). Magnetik alan1 bulun.
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Akim yaprag1
\

CE— Amper halkasi

I

Sekil 5.33

Cozim: Once "B magnetik alam hangi yonde olur?" diye bir

diisiinelim. x-bileseni olabilir mi1? Hayir: Biot-Savart yasasinin (5.39)
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_ K(r'\x7 _
B(r)= Hy [ (r) "da'  ifadesine bakarsak, magnetik alanin K
4 22

vektoriine dik olmasi gerekir. Peki z bileseni olabilir mi? Yine hayr.
Ciinkli +y tarafindaki her ince seridin magnetik alana diisey yondeki
katkisi, buna -y tarafinda karsilik gelen seridin katkisiyla
sifirlanacaktir. Ama daha giizel bir gerekce var: Magnetik alanin
diizlemden disar: yonde oldugunu varsayalim. Akim yoOniinii tersine
cevirdigimde, magnetik alani diizlemin i¢ine dogru c¢evirmis olurum
(Biot-Savart yasasinda akimin isareti degisirse magnetik alan da isaret

degistirir). Fakat B'nin z-bileseni xy-diizlemindeki bir akimin ydniine
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bagli olamaz. O halde, B ancak y-yoniinde olabilir. Sag el kuralini
uygularsak, diizlemin iistiinde sola, diizlemin altinda ise saga dogru
oldugu goriilebilir.

Bunu aciga kavusturduktan sonra, sekilde gosterildigi gibi, dikdortgen
seklinde bir Ampere ¢cevrimi alalim. Dikdortgen yz-diizlemi icinde ve
z=0 diizleminin iki yaninda esit genislikte olsun. Ampere yasasina

gore

$B-dl =2Bl= ,uoll.g =y, K1

olup Bz( K, /2)K bulunur. Daha acik ifadeyle
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L |+, 2)Ky  z<0  igin
B (#/2) Jj F. (5.56)

—(u0/2)Ky z>0 icin
olur. Tipk1 diizlem levhanin elektrik alan1 gibi, diizgiin yiizey akiminin

magnetik alan1 uzakliktan bagimsizdir.
Ornek 5.9:

I akimi gegen ve R yaricaph silindir {izerine sikica sarilmis sonsuz
solenoidin birim uzunlugunda n sarim vardir. Solenoidin i¢inde ve
disinda magnetik alani bulun (Sek. 5.34). (Not: Sarimin siki

olmasindaki amac¢ herbir sarimi ¢cember gibi diisiinebilmek i¢indir.
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Buna esdeger olarak, Sek. 5.35'de gosterilen K=nl kadar diizgiin

ylizey akimi alinabilir.)

!\f\!\(\f\f\f\
VVVVV VNV

Sekil 5.34 Sekil 5.35
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Cozim :Yine, B alani hangi yonde olabilir? sorusuyla baslayalim.

Radyal bileseni olabilir mi? Hayir. Eger pozitif bir B_bileseni olsaydi,
akim yoniini tersine ¢evirdigimizde B negatif olurdu. Fakat / akimini

tersine ¢evirmek, solenoidi fiziksel olarak tersine ¢evirmeye esdegerdir
ve bu, radyal magnetik alan1 degistiremez. Peki "dolanimli" bir bileseni

olabilir mi? Haywr. Cinki, bu takdirde B bileseni, Sek. 5.36'daki
Ampere ¢evrimi lizerinde sabit olurdu; Ampere yasasina gore

§B-dl =B, (2ms)=p I, =0

olurdu, ¢linkii bu ¢cevrim i¢inde kalan net akim sifirdir.



ELEKTROMAGNETIK TEORI

- st L
\ |
Amper halkasi
S~ Amper halkast

Sekil 5.36 Sekil 5.37

O halde, sonsuz solenoidin magnetik alani eksene paralel olur. Ote

yandan, sag el kuralina gore, solenoid i¢indeki magnetik alan yukari
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yonde, disinda ise asagi yonde olmalidir. Buna gore, Sek. 5.36’daki
gibi  secilen 1iki Ampere c¢evrimi lzerinde Ampere yasasini
uygulayalim. 1.cevrim tiimiiyle solenoit disinda olup, kenarlar

eksenden a ve b uzakliktadir:

§B-dl =| B(a)-B(b)|=p,1, =0

i¢
Solenoit disindaki alan eksenden uzakliga bagimli degildir. Fakat,
r — oo oldugunda magnetik alanin sifir olmasi gerekir. O halde, disarda
magnetik alan her yerde sifirdir. 2.cevrime gelince, bu ¢evrimin yarisi

icerde yaris1 disaridadir. Ampere yasasina gore



§B-dl =BL=pl, =pnlL

(Disarda B=0 oldugundan ¢evrimin sag kenar1 katkida, bulunmaz.)

Sonug¢ olarak

(5.57)

solenoit i¢inde magnetik alanin diizgiin olusu, elektrostatikte diizlem

kapasitorle benzerlik gosterir.

Gauss yasasi1 gibi, Ampere yasasi da kararli akimlar i¢in her zaman

dogrudur; fakat her zaman kullanisli olmayabilir. Eger problemin
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simetrisi gﬁé-df integralinden B'yi disar1 almaniza olanak veriyorsa, o

zaman magnetik alani Ampere yasasiyla hesaplayabilirsiniz. Diger
durumlarda Biot.-Savart yasasim1 kullanmamiz gerekiyor. Ampere
yasasinin  kullanilabilecegi  standart akim dagilimlar1  soyle

Ozetlenebilir:

1.Sonsuz dogrusal akimlar (Ornek 5.7);
2.Sonsuz diizlem akimlar1 (Ornek 5.8);

3.Sonsuz solenoit (Ornek 5.9);
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4. Toroit (Ornek 5.10)

Toroit, Ampere yasasinin uygulanabildigi ilgin¢ bir durumdur. Simdi

buna bakalim.

Ornek 5.10:Toroit. Bir toroit bobini "simit" seklinde bir halka iizerine
sikica sarilmis toplam N sayida telden olusur (Sek. 5.38). Kesitin sekli
onemli degildir, Sekil 5.39'daki gibi asimetrik olabilir. Toroit i¢inde ve

disinda magnetik alanin "dolanimli" yonde oldugunu gosterin.
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Sekil 5.38

Ispat : Biot-Savart yasasina gore r' noktasindaki akim elemanindan

dolay1 »’deki alan

[X'z '
dB=y0 ¢l
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diir. Aym1 zamanda r’yl xz diizlemine de koyabiliriz(Sek. 5.39),

boylece kartezyen bilesenleri (x,0,z) olur, kaynagin koordinatlar ise
F’z(s’cosqﬁ’,s’sinqﬁ’,z’)

dir. O zaman
€=(x-S’cos¢',—s’sin¢’,z—z’)

Akimin ¢ bileseni olmadigindan [ =1s+12Zz veya (kartezyen

koordinatlarda)
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_ 4 . 4
I=(I cos¢',I sing 1)

Buna gore

N oY

X ¥y z |
[ cos¢’ [ sing" 1

z

P\‘l
X
< H>
I

4

_x—s’cosgb’ —s'sing’ z—z'|
=|sing'(I (z=2)+s'L )|+
[[Z(x—s’cosgb')—lscosgb’(z—z’)}j/+[[sxsin¢’}2
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olur. Fakat ayn1 s', ayni =, ayn1 d/', ayn1 [ ve ayni I ’e sahip fakat

negatif ¢’ degerine sahip olan r"’de simetrik olarak yerlesmis bir
akim eleman1 vardir(Sek. 5.39). sin¢g’ isaret degistirdiginden dolay1 7’

ve r"’den gelen x ve Z katkilar1 birbirini yok eder, yalnizca bir y

terimi kalir. Boylece r’deki alan § yoniindedir ve genelde alan ¢
yoniine yonelmistir.

Simdi alanin ¢evresel oldugunu biliyoruz, onun biiylikliiglini
belirlemek Ampere yasasiyla kolayca bulunur. Merkezi toroit

ekseninde olan s yaricapli bir Ampere ¢cevrimi secilirse
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Sekil 5.39



B(2ms)=pyl

i¢
ve buradan
NI
- L sarimlarinicindeki noktalarda
B(r)y={ 2xs
0 sarimlarin disindaki noktalarda

Burada N sarimlarin toplam sayisidir.

ELEKTROMAGNETIK TEORI
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5.3.4 Magnetostatik ve Elektrostatigin Karsilastirmasi

Elektrostatik alanin diverjans ve rotasyoneli sOyleydi:

V-E ZJEQ, (Gauss yasasi)
0

\ VxE =0, (Adi1 yok)

Bu iki baginti elektrostatigin Maxwell denklemleridir, p yiik

yogunlugu verilmisse, yiklerden c¢ok uzakta E—0 kosulunu da
kullanarak, iki denklemden elektrik alan bulunabilir. Bu iki denklem,

Coulomb yasas1 ve toplanabilirlik ilkesine esdeger olurlar.
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Magnetostatik alanin diverjans ve rotasyoneli soyleydi:

V-B=0, (Ad1 yok)

VxB= ,uoj , (Ampere yasasi)

Bunlar da magnetostatigin Maxwell denklemleri olurlar. Yine,

akimlardan ¢ok uzakta B— 0 kosuluyla birlikte, iki denklem magnetik
alan1 bulmaya yeterlidir. Biot-Savart yasasindaki bilgiye esdegerdirler.

Maxwell denklemleri



F =Q{E+(\7><Z§H

olan Lorentz kuvvetiyle birlikte elektrostatik ve magnetostatigin temel

yasalarini en giizel sekilde ifade ederler.

Elektrik alan ¢izgileri pozitif yikten iraksar; magnetik alan ¢izgileri
akim c¢evresinde dolanir (Sek. 5.44). Elektrik alan ¢izgileri pozitif
yiikten baslar, negatif yilikte biter; magnetik alan ¢izgileri hi¢bir yerden
baslamaz veya bitmez; ya kapali bir egri olusturur, ya da sonsuza

giderler.
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o).

&

=Y

A |
(a) Bir nokta yiikiin (b) Uzun bir telin
durgun elektrik alam durgun magnetik alan

Sekil 5.4

Baska bir deyisle £ alaninin tersine (B alan1 i¢in noktasal bir kaynak

yoktur) elektrik yiikiin magnetik karsiligr yoktur. V-B=0 ifadesinin
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fiziksel anlami1 budur, (Coulomb ve diger Onciiler magnetik monopol
denilen "magnetik yik”iin varligina inamiyorlardi; hatta bazi eski
kitaplarda magnetik kuvvet i¢cin Coulomb yasast benzeri ifadeler
bulabilirsiniz. Tiim magnetik etkilerin elektrik yiiklerin hareketinden
kaynaklandig1 fikrini ilk ortaya atan Ampere oldu. Gilinlimiizdeki
anlayisa gore Ampere hala hakli goriiniiyor. Ancak, dogada magnetik
monopollerin var olup olmadig1 deneysel bir arastirma konusudur. Eger
magnetik monopol var ise, heniiz bulunamadigina gore sayica az
olmalidir; aslinda yeni pargacik fizigi teorilerine gore var olmasi

gerekir.
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Klasik elektromagnetik teoride V.B=0, yani magnetik monopol yoktur.

O halde, hareket eden bir ylik magnetik alan olusturabilir ve
bundan etkilenen diger yiik de hareketli olmalidir. Kaynak yiik

hareketsiz ise (Esz veya test yiikii hareketsiz ise (V=0), Lorentz

kuvveti F =QE seklinde basitlesir.
Tipik olarak elektriksel kuvvetler magnetik kuvvetlerden daha
biliylik mertebede olurlar. Bunu teoriye bakarak géremezsiniz, evrensel

g, ve w, sabitlerinin biyiiklikleri bundan sorumludur. Ancak yiiklerin

hiz1 151k hizina yaklastiginda magnetik kuvvetler elektrik kuvvetlerle
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ayn1 mertebede olurlar. Buna ragmen, nasil oluyor da magnetik etkileri
gozleyebiliyoruz? Ciinkii hem Biot-Savart yasasinda ve hem de
Lorentz kuvvetinde esas olan akimdir. Hizlar kiiciik olsa da, telden
gecen yuk miktart o kadar biiytiktiir ki hizin kii¢lik olusunu karsilar.
Yiikiin fazla olusu biiylik bir elektrik alan olusturabilirdi, ama telde esit
ve zit miktarda pozitif yiik bulundurarak telin notr olmasini saglarsak,
elektrik alan olusmaz ve magnetik alan tek basina gozlenir. Bu fazla
karmasik gibi gelebilir, ama giinliik yasamda akim gecen tellerde olan

biten budur.



ELEKTROMAGNETIK TEORI

Magnetostatik ve Elektrostatigin Karsilastiriimasi(Ozet)

Elektro statik(E' )
1.Durgun yiikler p — durgun

5. Elektrostatik kuvvetler
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6. F,, isyapar E=-VV

Magnetostatik (E )

1.Hareketli yiikler / veya I — sabit
2.V-B=0
3. VxB= /,zoj , (Ampere yasasi)
F =Q[E+(§xl§)}
q —> durdun ise v=0
Fmag = 0
qg—>v=0

' 1=0,J=0,B=0

5. Magnetostatik kuvvetler
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6. ﬁmag is yapmaz
Sayet yiiklerin hareket hizi 151k hiz1 civarinda
olursa manyetik kuvvetlerin biiyiikliigii elektrik

kuvvetlerin biiylikligiine yaklasir.




