Trigonometrik Fonksiyonlar
1 derece bir gemberin merkez agisinin tamaminin dlgisiiniin
G 360 da biridir. Acilari baska birimlerle de 6lgmek mimkiindiir.
Yarigapi 1 birim olan gemberi (birim ¢emberi) géz 6niine alalim. Bu
¢emberde her bir merkez agiya bir gember yayi uzunlugu karsilik
gelir. Birim ¢emberde, verilen bir agiya karsilik gelen yayin uzunluguna o aginin radyan olarak
Olglist denir. Yarigapi 1 birim olan ¢emberin gevresi 2m. 1 = 2m birim, merkez agisinin 6lglsi
360° oldugundan

2m radyan = 360°

olduguna gore

Derece _ Radyan Derece _ Radyan
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yazabiliriz. Ornegin,
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z radyanin derece olarak karsihgi — = e = Derece = 180° - = - = = 30’ dir.
6 180 s 6 T
Uyari: Dereceden radyana gegilirken % ile, radyandan dereceye gecilirken % ile carpilir.

En cok kullanilan derece ve bunlara karsilik gelen radyanlar tablo halinde asagida verilmistir.

Dietresie 0 30 45 60 90 135 | 150 180 270 | 360
Radyan 0 w T E = e st w il 2m
6 4 3 2 4 6 2

Ayni merkezli bir birim cemberle, bir r yaricapli gember ¢izelim.

CAD ve CBE daire dilimleri benzer olduklarindan

6 s 6

S
—— = — = — == dir. Buradan
lcal |cBl 1 r

s=r6

bulunur.

Ornek: Bir cember 8 es parcaya béluniyor. Bir yaya karsilik gelen merkez aginin 6l¢iistini radyan

cinsinden hesaplayiniz.

Coziim: Merkez aginin tamaminin 6lglist 2 radyan oldugundan bir pargaya

2
karsilik gelen merkez aginin 6l¢isi ?n = % radyandir.



Ornek: Yarigapi 10 birim olan bir cemberde bir merkez aciya karsilik gelen yayin uzunlugu 27 birim

B olduguna gore, merkez aginin 6lgisl kag radyandir?

« - Coziim: s =r0 = 2n =100 = 0 = g radyan olur.

e

Y Merkezi orijinde ve yaricapi 1 birim olan cember cizelim. Bir kenari

L_p(cost,sino) [0C] olan ve &lciist 8 olan agiyi ¢izelim. Bu durumda ¢ember lzerinde bir P

4 (no noktasi elde edilir. P noktasinin apsisi cos@, ordinati sinf olarak tanimlanir.
> X

A
_1\:@1 Boylece herbir 8 € R sayisina bir cosf ve bir sinf sayisi karsilik gelir.

Sekilde de goruldugi gibi

-1
—1<sinf <1, —1<cos8<1
dir.
Simdi, 0(0,0) merkezli birim cemberle r yarigapli bir gember ¢izelim.
y\ 6 6lcili acinin bir kenarinin cemberleri kestigi noktalar K ve L olsun.
A
1 L sin8 = |AK|, cosf = |0A|
K A A
o) ., dir. KOA ve LOB (ggenlerinin benzerliginden
Q)B lak|  |BL| _sin®  |BL| . BL|
— = =—>sinf = —
|OK]| loL| 1 r r
bulunur. Benzer sekilde
|OB|
A cosf = ——
T

5 bulunur. Buna gore bir dik Gggende
Hipoteniis £ _ kars1 dik kenar uzunlugu b
b|Z sinf = hi " Tus =-
= potenus uzunlugu c
8
5 0 a - komsu dik kenar uzunlugu a
Komsu dik kenarr cosf = - _ — =_
hipoteniis uzunlugu c

olur.

Sinlis ve kosinlsten bundan baska en c¢ok kullanilan diger oranlar; tanjant, kotanjant, sekant,

kosekanttir. Bunlar asagidaki sekilde tanimlanir.

sin6 cos6 1
tanf = © cotd =— =
cos6 sinf tanf

1 1
secd = ——, cscO =—
cosO’ sin®

Yukaridaki ifadelerin tanimli olmasi icin paydalarinin sifirdan farkl olmasi gerekir.
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olur.

Herhangi bir 8 verildiginde, ona karsilik gelen trigonometrik degerleri
hesaplamak kolay olmayabilir. Bunlar icin trigonometri cetvelleri denilen
bazi cetveller verilmistir. Fakat bazi 6zel 6 degerleri icin bu ifadeleri
hesaplamak ¢ok kolaydir. Bir kenarinin uzunlugu 2 birim olan bir eskenar
Uggen ile bunun yiksekligini gizelim.
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Simdi bir kenarinin uzunlugu 1 birim olan ikizkenar dik Gggeni ¢izelim. Dar

acilarin élclleri m/4 radyandir. Buna gére

V2o 1 V2 s
7,51 =—= tan—=1

n 5 2 4

N

olur.

Simdi birim ¢gemberi gézoniine alarak trigonometrik oranlarin degerlerini
ve isaretlerini inceleyelim.

I. Bolgede bir noktanin apsis ve ordinatlari pozitif oldugundan, 0 < 8 < g
icin

cos6 >0, sinf >0

dir.

Il. Bolgede bir noktanin apsisleri negatif, ordinatlari pozitif oldugundan ve
ordinatlar pozitif oldugundan g <6 <migin

cosd <0, sind>0
dir.
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lll. Bolgede bir noktanin apsis ve ordinatlari negatif oldugundan,

<0< 37" icin
cosf < 0,
dir.

IV. Bolgede bir noktanin

sinf <0

apsisleri

oldugundan, %ﬂ < 0 < 2m igin

cosf > 0,
dir.

22 2 , 2T . .
Ornek: cos— ve sin— ifadelerini hesaplayiniz.
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3/
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sinf < 0

pozitif, ordinatlar

negatif

Coziim: 2?” olgili, aciya karsilik gelen nokta Il. bélgededir. P

noktasinin koordinatlari

bulunur.
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Yukaridaki 6rnekten de gorildigi gibi

cos(m — 6) = —cosO ve sin(m — 8) = sinb

dir. Bu yol izlenerek birgok 6zel aginin trigonometrik oranlari

hesaplanabilir. Bu 6zel degerlerin trigonometrik oranlarini bir tablo

halinde verelim.

0 sind cosfd tané cotd

0 0 1 0 tanimsiz
n/6 1/2 V3/2 1/V3 V3
m/4 V2/2 V2/2 1 1
n/3 V3/2 1/2 V3 1/V3
/2 1 0 tanimsiz 0
2n/3 V3/2 -1/2 -3 -1/V3
3n/4 V2/2 —2/2 -1 -1
5m/6 1/2 —3/2 | -1/\3 -3

T 0 -1 0 tanimsiz




Trigonometrik oranlar arasindaki temel bagintilar asagida verilmistir.

Birim ¢cemberden

>

cos?0 +sin?0 =1
P(cos6, sinf)

oldugu aciktir. (x,—y) noktasi (x,y) noktasinin bdlgededir. x-eksenine goére

A
/ simetrigi oldugundan

cos(—8) = cosf ve sin(—0) = —sinf

, olur.
P’'(cos8, —sin6)

iki yayin toplamlarinin trigonometrik oranlari
cos(@ + y) = cosf cosy — siné siny
sin(@ + y) = siné cosy + siny cosf

tanf+t

1-tan6 tany

bagintilar yardimiyla hesaplanir. Burada y yerine - 8 konur ve cos(—y) = cosy,
sin(—y) = —siny oldugu g6z 6nine alinirsa, iki yayin farkinin trigonometrik
oranlari

cos(6 —y) = cos@ cosy + sinf siny

sin(@ + y) = siné cosy — siny cosf
06—

tan(@ . ]/) _ tanf—tany

1+tanf tany
bagintilariyla hesaplanabilir.

Toplam formiillerinde y = 6 konursa, iki kat form{illeri denilen asagidaki bagintilar elde edilir

cos 260 = cos?8 — sin?0 = cos?0 — (1 — cos?0)

= 2co0s%0 — 1
veya

cos 260 = cos?6 — sin?6 = 1 — sin%6 — sin%6 = 1 — 2sin?0,
sin 260 = 2sinf cos6

2tanf
tan(@ B )/) - 1—-tan26

Yukaridaki yaylarin toplam ve farki igin verilen bagintilar taraf tarafa
toplanip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

sina sinf = —%[cos(a + B) — cos (a — B)]

sina cosf} =

%[sin(a + ) + sin (a — B)]
1
cosa cosf = >

[cos(a + B) + cos (a — B)]



bagintilari elde edilir.

Yukaridaki birinci ve tGglinct bagintilardaa + f = p,a — = q vyazlirsa

sinp + sing = ZSing cos?
+ — > p+tq p—4q
esitlikleri elde edilir. COSp T COSq = 2C0ST™ €S

Herbir x yay uzunluguna bir sinx ve bir cosx karsilik geldiginden
f(x) = sinx ve f(x) = cosx
fonksiyonlarina ve bunlar yardimiyla tanimlanan

sinx
tanx = , Secx =
cos x

cosx’

1 _ cosx

1
cscx = ——, cotx = = —
sin x tanx  sinx

fonksiyonlarina trigonometrik fonksiyonlar denir.

Tanim: f: A = R fonksiyonu verilmis olsun. Her x € Riigin f(x + T) = f(x) olacak sekilde bir pozitif
T sayisi varsa f fonksiyonuna bir periyodik fonksiyon, T sayisina da f nin periyodu denir. T

sayllarinin en kiigligl varsa bu en kiglik periyoda fonksiyonun esas periyodu veya kisaca periyodu

denir.

Ornek: f(x) = x — [x] fonksiyonu periyodik midir? Periyodik ise esas periyodunu bulunuz.
Coziim: m bir pozitif tamsayl olmak Gzere
fx+m)=x+m—-[x+m]=x+m—([x] +m)
=x+m-—[x] -m=x-[x] = f(x)

olur. Buna gore her pozitif tamsayi birer periyottur. Bunlarin en kiiciigii 1 oldugundan, f nin esas

r periyodu 1 dir. Buna gére f(x) = x — [[x] in grafigini 1 birim
1 uzunlugundaki bir aralikta cizmek yeterlidir. zira diger parcalar
// l/// bunun arka arkaya kopyalanmasindan ibarettir.verilen
B R B > ¥  fonksiyonun [0,1] araligindaki grafigini gizelim. 0 < x < 1 igin
l [x] = 0 oldugundan f(x) = x olur. x = 1 igin f(x) = 0 dir. Bu

fO) = x—[x] durumdaki grafik yandaki gibidir.

Ornek: f(x) = sinx fonksiyonunun periyodik oldugunu gosterip, esas periyodunu bulunuz. Bundan
yararlanarak f:R = R, f(x) = sinx fonksiyonunun grafigini giziniz.
Coziim: f(x+T)=f(x)=sin(x +T) = sinx = sinxcosT + cosx sinT = sinx = cosT =1 ve

sinT = 0 olmalidir. Buradan T = k. 27 elde edilir.



Buna gore 2m nin tim katlari birer periyottur. Bunlarin en kiicigli 2m oldugundan
f(x) = sinx in esas periyodu 2w dir. O halde [0,2m] araliginda ¢izim yapmak yeterlidir. Diger
parcalar bu parcalarin tekrarindan ibarettir.

[0, 2] araligindaki 6zel degerler icin bulunan noktalar birlestirilerek egri cizilir.

el o ™| m| | |2 3w 5t g | 7w | sp| 4n| 3m| 5w 7m| lm o
6 | 4| 3| 2| 3 | 4 | 6 6 | 2 | 3 2| 3 4

s | 0 | L[ VZ|VE | 4 |VB | V2| L] o | 1 |_VZ{_ B | B V2 1|
2 | 2|2 2 | 2| 2 2 | 2 2 2 2| 2

41
—3ITL' , —Zn/.\ —T ) 0/.\.n . 271/\ > x
w 37/2 —1/2 /2 w 572 3T

f(x) = sinx

f(x) = cosx fonksiyonunun da esas periyodunun 27 oldugu benzer sekilde gosterilebilir.
f(x) =sin (x + g)
oldugundan, f(x) = cosx fonksiyonunun grafigini cizmek igin sinx egrisinin her bir noktasini z

kadar sola kaydirmak yeter. Boylece asagidaki grafik elde edilir.

T N/ I N N .
_ysn/z B \i/ 0 w . Q ’
1

f(x) = cosx

Teorem: m bir pozitif tamsayi a ve b, a # 0 olmak Uzere reel sayilar olsun. Bu durumda
1. sinx ve cosx in periyodu 27,

2. tanx ve cotx in periyodu T,

3. sin (ax + b) ve cos (ax + b) nin periyodu 2 ,

la|

4. tan (ax + b) ve cot (ax + b) nin periyodu =

lal’



5. sin?™ (ax + b) ve cos?™ (ax + b) nin periyodu %,

2m-1 2n

6. sin (ax + b) ve cos?™~1 (ax + b) nin periyodu

lal’

7. tan™ (ax + b) ve cot™ (ax + b) nin periyodu %

dir.

Ornek: f(x) = sin*x + cos*x fonksiyonunun esas periyodunu bulunuz.

Coziim: sin*x ve cos*x ifadelerinin esas periyodu 7 dir. Buna gére f nin periyodu m dir. fakat bunun

esas periyot olmasi gerekmez.Gergekten

T\ = sint T 4 T
f(x+2)—sm (x+2)+cos (x+2)

0 1
s T s T s
= (sinx C0S - COS - + cosX sin;)4 + (cosx cos— — sinx sin; )4
T TJ

= sin*x + cos*x = f(x)
oldugundan g de bir periyottur.
Ornek: f(x) = sin?x ve g(x) = cos?x fonksiyonlarinin periyotlarini bulunuz.
f(x) + g(x) = sin?x + cos?x periyodik midir? Bu fonksiyonun esas esas periyodu var midir?

2x ve g(x) = cos?x fonksiyonlarinin periyodu 7 dir.

Coziim: f(x) = sin
f(x) + g(x) = sin®x + cos?x = 1 dir. Bu fonksiyon periyodiktir.

CinkitherT > 0igin f(x +T) + g(x + T) = sin?(x + T) + cos?(x + T) = 1 = f(x) + g(x) dir.
Her pozitif T sayisi bir periyottur.Pozitif reel sayilarin en kiicligi mevcut olmadigindan esas periyot
yoktur.

Yukaridaki iki 6rnekten su sonug ¢ikartilabilir:

Sonug: f ve g nin esas periyodu T ise f + g nin de bir periyodu T dir, fakat bu T esas periyot

olmayabilir. Hatta f + g nin esas periyodu olmayabilir.

Genel matematik derslerinde kullanilan iki 5nemli teoremi ispatsiz olarak ifade edelim.

Teorem:

Sinlis Teoremi
‘ ABC lggeninin gevrel gemberinin yarigapi R olsun. Bu durumda

' a b c
g » ¢ sinA sinB  sinC

dir.

.e /\ o /\ o
Ornek: Bir ABC lggeninde m (A) =75,m (B) = 60,|AB| = ¢ = 8 brolduguna gore |AC|

kenar uzunlugunu bulunuz.



A A A
Coziim: m (C) = 180" — (m (A)+m (B)) =180"— (75 + 60") = 45’ olur.

b c b c b 8 83
= = - : 0 0: . 0:_:_:b:_:4v€
sinB sinC sin60° sin45 /3 /2 V2
2 2
birim olur.
Teorem:
Kosiniis Teoremi
4 Bir ABC uggeninde, |BC| =a, |AC| =b, ve |AB| = c olsun.
Ucggenin kose acilarinin élgiileri A, B, C ise
b
y a? = b? + c? — 2bc cosA
b? = a? + ¢? — 2ac cosB
B a Cc

c? = a® + b? — 2ab cosC

dir.
.o /\ o
Ornek: Bir ABC uggeninde a = 3 birim, b = 5 birimve m (C) = 120 ise|AB| = c kag birimdir?

Coziim: Kosinis teoreminden
c? = a® + b%? — 2ab cosC
=9+25-235.(—3)
=9425+15=49

olur. Buna gore

c=7

birimdir.

TERS TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR

f(x) = sinx fonksiyonu [—%,g]arallgma kisitlanir,

?ﬁ deger kiimesi olarak [—1,1] arahg alinirsa bu
! / fonksiyon birebir ve &érten bir fonksiyon olur. Bu
y = sinx
—n/2 . fonksiyonun grafigi yanda verilmistir. Bu egri y = sinx
n/2 o T .
egrisinin [_E’E] araligina karsilik gelen parcasindan
-1 ibarettir. Bu fonksiyonun tersine arksinls fonksiyonu

sin: [*Z,Z]%[*l,l] . . PR . ™
2 denir ve kisaca arcsin veya sin™" ile gosterilir.



f(x) =sinx Buna gore fonksiyonu  arcsin

fonksiyonu, tanim kiimesi [—1, 1] ve deger kiimesi

3
>

n/2 —g,%] olan bir fonksiyondur. Ters fonksiyonun

=|larcsinx

<
|

grafigi, esas fonksiyonunun grafiginin y = x dogrusuna

gore simetrigi olacagindan

1 arcsin: [—-1,1] - [—g,g] fonksiyonunun  grafigi

yandaki gibi olur. Yukaridaki agiklamalara gére

. . mT T .
/2 U = arcsinv < sinu=vveue€ [_E’E] dir.

arcsin: [-1,1] -» [_%'%]

fonksiyonunun grafigi

” 3, . .
% Ornek: arccos 1 ve arcsos(— g) ifadelerini  hesaplayiniz.
4 Coziim: arccos1 =u =1 = cosu = u = 0 = arccosu =0

/2 ( \/§) . V3 ot 5m

arccos(——)=t=> ——=cost=>t=—

\ 2 2 6
> V3, _ 5w
R T > = arccos(— 7) =

bulunur.
arccos: [—1,1] - [0,7]

fonksiyonunun grafigi



