BOLUM IV
Rasyonellestirme Yolu ile integrasyon

V-1 Tanim: Rasyonel olmayan yani kdk isaretlerini ihtiva eden cebirsel fonksiyonlardan pek azinin

elemanter fonksiyonlar cinsinden integralleri alinabilir. Bunun igin uygun bir degisken degistirmesi
yapmak gerekir. Rasyonel olmayan bir fonksiyonun eski degisken yerine sonug rasyonel bir fonksiyon
olacak tarzda bir degisken degistirmesi yapmakla ise baslariz. Bu tir fonksiyonlar igin iki degisik.yol
takip edilir.

V-2 Yalniz x in kesirli rasyonel kuvvetlerini ihtiva eden fonksiyonlar:‘8u tir

fonksiyonlar icin x = u™ degisken degistirmesi yapilir. Burada n; x in kesirli.rasyonel kuvvetlerinin

paydalarinin en kicuk ortak katidir.

.o l/Zd
Ornek: [ 31C+x—3/f integralinde% ve zkesirlerinin paydalarinin en ki¢lik ortak kati n = 4 dir. O

halde ifadenin rasyonellesmesiicin x = u* degisken degistirmesi yapilir.

2

Boylece x1/2 = u2, x3/* = y3 ve dx = 4u3du olur.

xV2dx u? uSdu u?
= “4uidu = 4 =4f |u¥= d
f1+x3/4 f1+u3 wat f1+u3 f(u 1+u3> “
. 2.9, u?du
=4[ uldu—4f T

(1 + u® = v denirse u?du = %dv olur.)

=2ud —2m|y[+ ¢
3 3

—403/4 _ 4 3/4
=3/ —— |1+ + ¢,

V-3 Yalniz a + bx'inkesirli Rasyonel kuvvetlerini ihtiva eden fonksiyonlarin
integrasyonu:

Bu tur ifadeler icin a + bx = u™ dénusimu yapilir. Burada n; a + bx in kesirli rasyonel
Uslerinin paydalarinin en kiiglk ortak katidir.

Boylece a + bx ve dx; u cinsinden yazildiginda ifade rasyonel duruma doénusdar.

= . dx . ..
Ornek.f(1+x)3/2+(1+x)1/2 integralini hesaplayiniz.

Cbzﬁm:% ve %kesirlerinin paydalarinin en kigiik ortak kati n = 2 dir. O halde ifadenin

rasyonellesmesiicin 1 + x = u? degisken degistirmesi yapilir.



Boylece (1 + x)V/2 =u, (14 x)3/2 = u3 ve dx = 2udu olur.

& J‘Zudu zf M darctanu + ¢ = 2arctan(1 + )2 +
=| ——= = 2arctanu + ¢ = 2arctan X c
1+x)32+ 1 +x)/2 ud+u u? +1
elde edilir.
V-4 Coziimlii Problemler
dx 3u?du u?du du 3 1+u 3 1+x1/3
1) f x2/3-x4/3 f uz—ut f u2(1-u2) f (1-u2) Eln |E| te= Eln 1—x1/3

% ve %kesirlerinin paydalarinin en kiigik ortak katin = 3 dir. O halde ifadeninfasyonellesmesi igin

x = u? degisken degistirmesi yapilir.

Béylece x2/3 = u2, x*/3 = u* ve dx = 3udu olur.

3du Adu Bdu

¥ol: [ 5555 = | G = L St
3 _ A n B A(1+w)+B(1-u) _ u(A—B)+(A+B)
(1-w)(1+u)  1-u +u 7 (1—w)(a+w) | A-w)(1+w)

(1+u) (A-uw)

A-B=0

3=u(A-B)+@A+B)=" ]

3 3 . .
} > A= E'B D bulunur. Bu degerler yerlerine yazilirsa

3du 3 du 3 du
J =

== +
1-u2) 2"1—-u 27 1+4+u

= J

= 3l|1 |+3l|1+ | +
=5 ul+7n ul+c

iy 3du —31 1+u1+ —31 1+x1/3+
-2 2 1=l 72" i an|Te

x%dx (u —1) udu (u —1) du _ 1 (u*—2u?+1)du
)f (4x+1)5/2 _Ef f 32f ut

— 2 _l 5/2 _ ,,5 _ (w1
(dx+L=u :>dx—2udu,(4x+1) =u’vex = 2 olur.

[ x%dx 1'fd zjdu+Jdu] 1[ +2 1 N 1 3u4+6u2—1+
= o —— O — — —_ _ —_— = — _——_——_— =
(ax+ 152 321 ¢ we ) wrl Tt Ty T3l T T 3 3u3 ¢
S x’dx 1 [3(4x+1)’+6(4x+1)—1 _ 1 [48x* +48x +8

(4x + D52 32| 3(4x + 1)3/2 T3 3@x+2 | 7€
N x%dx _1'6x2+6x+1+

(x+ 1052 12| (dx+ 132 |7 ©

2

d su’d 6d
3) [ = [ gyt g (424

us—u ut-1 ut-1

) du

dx 2 8u?
=>fxs/s_xl/s 8f udu+ [ D D@D



8.3 Adu Bdu  Cu+D
=34 +f fu+1f uz+1

du
8u!=Au+1DW?+1)+Bu—-1D@W?+1)+ (Cu+D)(u?—-1)

8u?=u3(A+B+C)+u*(A—-B+D)+u(A+B—-C)+(A—B-D)

A+B+C=0

A—B+D=8 _ _ _ _ o . .
= A+B—C=0 =>A=2,B=-2,C=0,D =4 bulunur. Bu degerler yerlerine yazilir ise

A—-B—-D=0

dx 8 du du du
| srgr=s@+2 -2 5+4)

u2+1

= §u3 + 2In|u — 1| — 2In|u + 1| + 4arctanu + ¢

= §x3/8 + 2In|xY/8 — 1| — 2In|x/® + 1| + 4arctanx/ 4 ¢

=2x3/8 4 2 |
-3

1/8
eV Y| + 4arctanx/® + ¢
elde edilir.

Aciklama:

5 ves kesirlerinin paydalarinin en kigilk ortak katin = 8 dir. O halde ifadenin rasyonellesmesi igin
x = u® degisken degistirmesi yapilir.

Béylece x5/8 = u®, x1/8 = y ve dx =8u’du olur.

f (5x+9))dx

10 Vx 9—ﬁ+c

Vxdx & l V-1 _ﬁ ﬂ )
) S Tt \/a?+1| . arctan = + c(ODEV),
xdx _ _ 2(2a+bx) )
o (a+bx)*/2  b2Ja+bx + c (ODEV),

7) Jx Ya+ xdx= %(a+x)7/3 —%a(a+x)4/3 + ¢ (ODEV),

VR ~ h
8)fm1 x=x+1+4/x+ 1 +4n|Vx+ 1 — 1| +c (ODEV),

9) f = ;(x +a) -3 +a)/s+ 3in|1+ Yx +a|+c(ODEV),



BOLUM VI

VI-1 Bslim | de Va2 — u? ve Vu? F a2 terimlerinden ibaret olan integralleri incelemistik. Bu defa
bu tir terimleri ihtiva eden integrallerin genel durumlarini inceleyecegiz.

Genel olarak asagidaki sekilde degisken degistirmesi yapilir.

Va? —u? durumundau = asind,

Vu? + a2 durumundau = atgo,

Vu? — a? durumunda u = asec®.

Bu degisken degistirmeleri ile verilen ifadeler kokten kurtulur. Clnk;

Va? —u?2 = Va2 — a?sin?6 = aV1 — sin26 = aVcos?6 = acoso,

Vu? +a? = \/a?tg20 + a? = a\/1 + tg20 = aVsecs26 = aseco,
Vu? —a? = Va?sec?0 — a? = avsec?6 — 1 = a\/tg?0 = atgh.

Simdi genel bir ifade alalim:

fu™,/(a? — u?)" du integralinde m ve n ne olursa olsun, yapacagimiz déniisim u = asin@

olacaktir. Bu nedenle

J(@? —u2)" = /(a% — a?sin?0)" = a™cos™H olup
fu™/(a? —u?)" du = a™*™*1! [ sin™8B cos™t10d6
seklinde trigonometrik bir integrasyona dontisir. Bu tlr integralleri Bolim I11 de inceledigimiz

sekilde aliriz.

Ornek: [ (az_d—u integralini hesaplayalim:

u2)3/2

u = asinf degiskendegistirmesi uygulanirsa du = acosfd#6 olur. Bu degerler yerlerine yazilirsa

[ du _J acos6do _J acos6do _ acosfd6
(a2 =u?)3/2 ° (a? —a2sin20)3/2 7 [a2(1 —sin26)]3/2 7 [(acosB)?]3/2

acos6do 1 dae
- f ;fcosze -

%fseczﬁdﬁ = %tge +c.

a3cos30

u = asinf yaptigimiza gore tg0 yi u cinsinden hesaplamamiz gerekir. Bunun igin sinf = golan bir

dik G¢gen alalim.

Bu dik Giggende sinf = golduguna gore diger dik kenar

va? — u? olacaktir. Bu dik licgene gore

tgo = -

olur.
1/aZ_uZ

a? —u?



Buna gore,

f du 1 u
(a® —u?)3/%  a?’ a2—u2+c

olarak genel ¢6ziim bulunur.

Pz . dx . - ) _ _1 =
Ornek: [ Yy integralini hesaplayalim: 2x = u dersek dx = > du olur. Buna gore,

f dx 1f f _ f sec?6d6 _ lf sec?0d6 1J- secOdf
xV4x2+9 Vu2+ u u2+ 3tgf,[9(tg?0+1) 3 3 tgd

tgBsecl ~3
(u = 3tg degisken degistirmesi kullanilirsa du = 3sec?6d6 6lur.)

= _ax_ _ %fcosec@d@ = %lnlcosec@ — cotgl| +c.

xV4x2+9

ﬁ = cosecO oldugdan, yandaki dik liggenden

. 4x2+9 3
4x%+9 2% sinf = dan cosecl = ve cotgl = —
2x

2x
V4x2+9
olacaktir. Bu degerler yukaridaki integralde yerlerine

yazilirsa

dx 1 |[V4x2+9-3
———=-In|————| te¢
xV4x?+9
bulunur.
VI-2 Coziimlii Problemler
dx X
0 J (x2+2)3/2 7 2242 &
dx x
2) | Gen =t o
Vi6—x2 V16-16sin26 4V1-5in260-4cos0do cos?0do
3) f - f 16sin260 4cosfdt = f 16sin260 - f sin260

(x = 4sinf degisken degistirmesi uygulanirsa dx = 4cos6d6 olur.)

V16 — x? 5 5 5
:>fx—dx = [ cotg?6d6 = [ (1 + cotg?6 — 1)d6 = [ (cosec?6 — 1)d6

V16 — x? V16 — x2 X
= [ x—dx = [ cosec?0d6 — [ d6 = —cotgh — 6 = B arcsmz+c

elde edilir.



sind == = 0 = arcsin=—,
4 4
4 V16—x2
x cotgl = . olur.
6
V16 — x2

x? —Xx2 _ V2 —

4)fﬁdx—5 x 6+31n|x+ x 6|+C,
(x = V6 secd = dx = /6 secHtghde olur.)

% _ X1 _x2? in*

5) fﬁdx— > x +2arcsm2+c,
x? =__* N
6)_{de— m+ln|x+ X +8|+C,
u? u . u

7) J CEOEE du = Tom _aresing+c,

dx 2sec?6d6 sec?6d6 1 sec8df . 1 1 cosf 1
8) J xVxZ+a I 2tg0\/atg?6+4 / tg6-2secs. Ef tgd [ 27 cos® sin® b= Ef cosect do

(x =2tgh = dx = 2sec?6d0 olur.)

dx 1

= =i Elnlcosec@ — cotgfl] +.c.
x , x Vx2+4
tgl = P sinf = Nrcrvind cosecl = Ve

cotgl = % olur. Bu degerler yukarida yerlerine yazilirsa

Ny dx l VxZ + 4 — ‘ ‘(\/x2 —2)(Vx%2+ 4+ 2)
—— =(=[n
xxZ +4 2 x(Vx?+4-2)

S | dx 1 X’ +4—-4 N ll | x | N
—_— =—In C=—In|—— Cc
xVx2+4 2 |x(Vx%2+4+2) 2 Wx2+4+42

elde edilir.

9) [ = =1in| 2|+
xV25— xz 5+V25—x2

dx Vx2-7
10) [ o === +c,

7x




dx 5—x2
11 =— c
) fxz 5—x2 5x T
dx Vx2-9 1
12 = sLarcseco tc,
) f x3vVx2-9 18x2 + 54 +

X

x? dx = X
13) fm X = == —arcsins +c,

dx X
14) | (16+x2)2 Earctg + 32(16+x2) te
4+x2
15)f x2V4+x2 T T T T
dx 1vV9—x2
16) fxz 9—x2 - T 9 «x Tt

17) [ x3Va? — x2dx = (za +32)( 2 _x2)3/2 1 ¢,

xidx n =2 _ (46 iy — 22
18)fm—6arcsm > (2) 4x —x~ +c,

VI-3 Trigonometrik Rasyonel ifadelerin integrali

Bu tir integrallerin hesaplanmasinda genel olarak; t = tgg dontisima kullanilir. Buna giire

de sinx, cosx ve dx degerleri hesaplanir. Asagidaki ABC dik G¢geninde m(ABC) = g secilirse

4 tgo =t ifadesine gore |AC| = t ve |BC| = 1 dir. Buna gore
|AB| = V1 + t? olur.
J1+¢t2
¢ sinf=—-—vecosi=—"= esitlikleri taraf tarafa carpilirsa
2 V1+t? 2 W1+t
X/ . X X t
2 A Z. Z =
B - ¢ Sin-:cos- =173
X x 1, ) . 2t
sin=-cos= = =sinx dir. Dolayisiyla sinx = —
2 2 2 1+t
x . o X 1 t2 1-t?
cosx =co0s® = —sin? == - = bulunur. Ayrica
2 2 1+t2 1+t%2 1+t2

tg%=tdendt— (1+tg )dx:>dt——(1+t2)dx=>dx—

Yukaridaki ifadeleri toparlarsak;

x . 2dt . 2t 1-t2
tg?= tise dx =1z Sinx = — ,co0Sx =

olarak alinir ve uygun sekilde diizenleme vyapilir.
t2’ 14t2 "’ 1+t2 yBun s yap

Ornek: [ —&

. . 1 .
p— integralinde, 6nce 2x = u alirsak dx = Edu olur. Buna gore,



2dt
1+t2’

/ =2

elde edilir. Burada tg % = t degisken degistirmesi uygulanirsa du =

5+4sin2x 5+4sinu

, 2t . . .
sinu = — degerleri yerlerine yazilirsa

(1o du _1f2dt/1+tz_f a1,
5+4sin2x 27 5+4sinu 27 g 8 7 5t24+8t+5 57 5 8,
2
1+t 5
d 1 dt 1 d 15 Sk
X z g
L sTasimzx=35d A (3 5/ 2 (3¢ 5 garcan| s | €
(+5) +G) 7 2+()
(t+%=z=dt=dzolur.)
dx _1 5t+4 _l 5tgx+4 £
= [ St = 3 arctan( 3 )+c—3arctan(—)+celde edilir:
(tg%:t:tg%xzt:tgxztolur.)
VI-4 Coziimlii Problemler
ae 2dt 1 dt 1
1)f 1+sin6+c059:f 1+t2.1+i izzf T4z (A+azcrie - J T4t =mnl+t|+c
1+t2 " 1+4t2 1+t2
tg2 = ¢ dersek do,= no =22t L
(gz— erse —1+t2,sm —1+t2,cos —1+t20ur.)

do
1 + sin6 + cosf

=J

0
=ln|1+tg§|+c,

& _ 1 lea B g2
Z)ISinx+tgx_Zln|thl 4-tg 2+C
2 1 x
3) f 5+4cosx EarCt‘g (§ t‘g E) tc
1 tg92—6+3
4) f 415cosx 3 3—tg% te

2

5)f & \/_arctg (\/gtg g) +c

3+cosx

6)f.d—x= arctg (1+2tg’2—c)+c

2sinx—cosx+3

cos6do (7] 5 [
7) f 5-3cos8 3 + garctg (Ztg 7) te

1+tgx

8) f x =? (ODEV)

9) [ —%__ =7(ODEV)

1+3cos22x



do

10) [ ————; =1 (ODEV)

11) [ ——— =7 (ODEV)

12) [ —2— =7 (ODEV)

15) et =1 (00E)

14) [ ==— =7 (ODEV)

15) [ —=—dx =?(ODEV)
®



BOLUM VII

BELIRLi INTEGRAL

f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda stirekli veya pargali strekli olsun. [a, b] araligini, segimi
tamamen keyfi olmak lizere x; x, ...,x,_; noktalariile ntane araliga bélelim.a = x, b = x,
olsun. Bu alt araliklardan ilkinde bir ¢, , ikincisinde bir ¢, , liclinciistinde bir c3, . .. ve nihayet
sonuncusunda bir ¢,, noktasi secelim. c¢; noktalarinin secimi de, yine c; noktalari i —inci araligaait
olmak uzere, tamamen keyfidir. x; — x;_; = Ax; yazip,

Sp = Xi=q f(e) (o — xi1) = Xiz f(c)Ax; Vi -1)
toplamini olusturalim. Alt araliklardan boyu en uzun olaninin (ornegin:birinci alt araligin boyu
Ax; = x; — xp, 1 —yinci araligin boyu Ax; = x; — x;_41) sifira yaklasmasini saglayacak tarzda alt
aralik sayisini sinirsiz olarak artiralim. Bir bagka ifade ile (VII =1) de Ax; — 0 olmasini saglayacak
tarzda n — oo igin limite gecelim. Mevcut olmasi halinde bu limite f(x) fonksiynunun a dan b ye

kadar Riemann anlaminda belirli integrali denirve

n—-oo

n b
lim S, = 71i_r)£102:f(ci)Axi = ff(x)dx i - 2)
i=1 a

yazilir. f(x) fonksiyonuna ise [a, b] kapaliaraliginda integre edilebilir bir fonksiyon denir. Burada

a ve b ye sirasiylagintegralinalt ve Ust sinirlari denir.

y=f®

€1 C2

0 Xo=a X3 X2 i  Xn-1 X, =b




VII — 1 Belirli integralin Ozellikleri
b

1) f;f(x)dx =F(x) | = F(b) — F(a) dir. Burada F'(x) = f(x),
a

2) f FG)dx =0,

3) J, fdx = = [ f(odx,

4) c keyfi bir sabit olmak tizere
Yef(x)dx = ¢ [T f(x)d
J; ef (dx = ¢ [ f (),

5) [PIf () F g(0)ldx = [7 f(x)dx F [ g(x)dx,

6) a < c <bigin

c b b

ff(x)dx + f f)dx = ff(x)dx.

a C a

Ornek 1: ¢ sabit bir sayl olmak lzere
f: cdx = c¢(b — a) oldugunu goésterelim.:

y . b . . .y
a < x < b araliginin uzunlugunu Ax = Ta olacak sekilde n tane esit araliga bolelim. Integral

fonksiyonu f(x) = c oldugundan i.inci aralikta alinan herhangi bir ¢; degeriigin f(c;) = c olacaktir.

Sw= ) Flehn = F@)Mx, + F(e)bx, + -+ f(y)x,
i=1

>S5, =cAx+cAx+-+cAx=n.cAx=n- c-b_Ta = c¢(b — a) olur. Buna gore,

n-=tane

fbb ¢dx = lim S, = lim c(b—a) =c-(b— a) elde edilir.
— 00 n—->oo

Bu ifade direk olarak integral yardimiyla

b b
chx=cx =cb—ca=c(b—a)
a a

elde edilir.

Ornek 2: fos xdx = 22—5 oldugunu goésterelim.



e e . o . . . .. . 5
Cozum: 0 < x < 5 araliginin uzunlugu 5 birim olup, n tane esit araliga béler isek her aralik Ax = -

olur.

X1 —Xg =X, =Ax, Xy — X = Xy = 20x,X; — Xg = x; = iAX, ... , X, — Xo = X, = nlAx yazilabilir.

Buradan,

(c)Ax; = ) x;Ax; = ) (iAx)Ax =(1+ 2+ 3 + -+ n)(Ax)?
- Yo - Y-

i=1
n(n+1) /5\* 25/n?+n\ 25 1
S ET (a) =2\ =7("+z)-

5

25 1 25
jxdx: lim S, = lim 7(n+—)] =
0

n—-oo n—-co n

elde edilir. Zira integral alarak da

5
f 4 _x2 5_25 25

Xx=o 125 77"
0 0
bulunur
Ornekler

2
1 X 1711 1

1)f2x2+4- 2 RGN | =E[Z7T_(_Zn)]=_

e
2) flelnxdx= [xlnx—xl] =(elne—e)—(llnl1-1)=(e—e)—(0—-1)=1
1

(u == du= %dx; dv = dx = v = x olur. [ Inxdx = xlnx — fx%dx = xlnx — x bulunur.)

x = 6cosb 6
=7
3) Y= 25in9} = [, xydx =7
x = 6cosf = dx = —6sinfdf. Ayrica sinirlari da 8 ya gore bulmaliyiz:

6 = 6c0s60 = 0 =0ve 3=6cos@=>9=§olur.



xXyax = |z coS Sin —o0Ssin = — , SIN“0cCos = ——SIln
2 xyd 0/36 02sin 0(—6sind)do = —72 0/3 in2fcosfd = — = sin0

0
= f36 xydx = —24sin30 | = (0 + 24sin3 g) =24 (ﬁ)s = 94/3.

2
/3

0
I

/3



