BOLUM VII

BELIRLi INTEGRAL

f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda stirekli veya pargali strekli olsun. [a, b] araligini, segimi
tamamen keyfi olmak lizere x; x, ...,x,_; noktalariile ntane araliga bélelim.a = x, b = x,
olsun. Bu alt araliklardan ilkinde bir ¢, , ikincisinde bir ¢, , liciinclisiinde bir c3, . .. ve nihayet
sonuncusunda bir ¢,, noktasi secelim. ¢; noktalarinin segimi de, yine c¢; noktalari i — yinci araliga ait
olmak uzere, tamamen keyfidir. x; — x;_; = Ax; yazip,

Sp = Xi=q f(e) (o — xi1) = Xiz f(c)Ax; Vi -1)
toplamini olusturalim. Alt araliklardan boyu en uzun olaninin (6rnegin birinci alt araligin boyu
Ax; = x; — xp, 1 —yinci araligin boyu Ax; = x; — x;_41) sifira yaklasmasini saglayacak tarzda alt
aralik sayisini sinirsiz olarak artiralim. Bir bagka ifade ile (VII — 1) de Ax; — 0 olmasini saglayacak
tarzda n — oo igin limite gecelim. Mevcut olmasi halinde bu limite f(x) fonksiynunun a dan b ye

kadar Riemann anlaminda belirli integrali denir ve

n—-oo

n b
lim S, = Tlli_r)glto(ci)Axl- = ff(x)dx i - 2)
i=1 a

yazilir. f(x) fonksiyonuna ise [a, b] kapali araliginda integre edilebilir bir fonksiyon denir. Burada

a ve b ye sirasiyla, integralin alt ve Ust sinirlari denir.

y=f®

€1 C2

0 Xo=a X3 X2 i  Xn-1 X, =b




VII — 1 Belirli integralin Ozellikleri
b

1) f;f(x)dx =F(x) | = F(b) — F(a) dir. Burada F'(x) = f(x),
a

2) faaf(x)dx =0,

3) [, fdx = = [} feodx,

4) c keyfi bir sabit olmak tizere
b b
[y ef (dx = ¢ [ f (),

5) [ If () F g@)]dx = [ f(0)dx F [} g(x)dx,

6)a <c<bigin

c b b

ff(x)dx + f fx)dx = ff(x)dx.

a c a

Ornek 1: ¢ sabit bir sayl olmak lzere
f; cdx = c(b — a) oldugunu gosterelim:

o o b-a . . o T f
a < x < b araliginin uzunlugunu Ax = — olacak sekilde n tane esit araliga bolelim. Integral

fonksiyonu f(x) = c oldugundan i.inci aralikta alinan herhangi bir ¢; degeri igin f(c;) = c olacaktir.

Su= ) Fe)bx = f(e)dx + f(ex)xy + -+ f e,
i=1

>S5S, =cAx+cAx+--+cAx=n.cAx=n-c -b_Ta = c(b — a) olur. Buna gore,

n—tane

fbb cdx =lim,, Sy, = Tlli_r)gloc(b —a) = c- (b — a) elde edilir.

Bu ifade direk olarak integral yardimiyla

b b
chx=cx =cb—ca=c(b—a)

a a

elde edilir.



Ornek 2: fos xdx = 22—5 oldugunu gésterelim.

Cozum: 0 < x < 5 araliginin uzunlugu 5 birim olup, n tane esit araliga béler isek her aralik Ax = %

olur.

X1 —Xg =X, = Ax, Xy —xXg = X5 = 20%,%; — xg = x; = iAx, ... , X, — X9 = X, = nlAx yazilabilir.

Buradan,

fle)Ax; = ) xipx; = ) (iAx)Ax =(1+ 2+ 3 + -+ n)(Ax)?
1= > =)

i=1 i=1
L _n(n+1)<5)2_25 n?+n _25(1+1)
T2 n/ 2\ n2 | 2 n)’

5

jd = lim §, = li 25(1+1)]—25
xdx = lim S, = lim = =

0

n—-oo n—-oo 2

elde edilir. Zira integral alarak da

5
j p _x25_25 O_25
XxX=o 1= 7577

0 0

bulunur.

Ornekler
2

1)f2x2+4 Zarctan;—c | [ n—(——n)]
-2

e
2) fle Inxdx = [xlnx - xl

=(elne—e)—(1ln1—-1)=(e—e)—(0—-1) =1

(u =lnx =>du= idx; dv = dx = v = x olur. [ Inxdx = xlnx — fx%dx = xlnx — x bulunur.)

X = 6cos0

6
3) Y= Zsine} = [, xydx =?

x = 6c0s6 = dx = —6sinfd6f. Ayrica sinirlari da 8 ya goére bulmaliyiz:



6 = 6050 =2 0 =0ve 3=6cos€=>9=§o|ur.

0
f: xydx = f,$/3 6c0s62sin 8(—6sinf)do = —72 ﬁ?/s sin?0cosHdl = —%sin%’ |

/3

0
3
= [} xydx = —24sin30_| = (0 + 24sin3%) = 24 (ﬁ) = 9v3.
/3 ’ i
Vi ozdt V3 V3/3

s dx T2 _ ~— 2dt 2 2 _

4) [, ——= Jo? 1_*2_t = J? aor T ik ‘ =—F" 2 =1++/3 bulunur.
1+t2 _— 1=
(1-t=u=dt=—du) 0
(tg’z—c =t dersekdx = 12+—dtt2,sinx = % olur.)
x VK] V3
Ayrica x = Oi(;intgzz tg0=0=>t=0,x= "/3 icin tgg = ?:> t= 3 dir.
V3
2T/, de N V3 24t 2 t 2 V3 0
3_ = 1+t = = |- — = - _—— -
5) fO 5+4cos6 fO 5+4% fO 9+t2 [3 arctg 3] | 3 [arctg 3 —arctg 3]
1+t 0
2T/, de 2 V3i_ 2 m_m
3 -2 i_zn_r"T

= fo Taem =S arctg—- =37 =7 bulunur.

tq2 = ¢ dersek dg = 2% 9—1_t2 ]
gz— erse —1+ COoSU = olur.

t2’ 1+ t2

271

t' ye gore integral sinirlarini belirleyelim: 8 = 0 icint =0ve 8 = Z?H icin tg% = tgg =+/3 =tdur.

3 3
arctggz t:>tant=g:>t zgolur.



VII — 2 integrallerle Diizlemsel Alanlarin Hesaplanmasi

Bir Egri Altinda Kalan Alanin x- eksenine Gore Hesaplanmasi:

Verilen bir f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda sirekli olsun. a < x < b igin f(x) pozitif

ise;

b n
a[ s =l 3 fxonx

belirli integraline geometrik bir yorum vermeye calisalim:

y=f®

0 a Xi—1 X; Xit1 b

Sekildeki tarali dikdortgende x;,1 — x;_; = Ax; tabani ve f(x;) yuksekligi gosterirse bu dikdortgenin
alani
AA; = f(x;)Ax;

olacaktir.

[a, b] kapali araliginda bu dikdértgenlerden n- tane alip toplarsak
n
Ay =) fl)bx
i=1

gibi n—tane dikdortgenin alanlari toplami bulunur. Bu dikdértgenlerin sayisi sonsuza giderken

toplamin limiti; x = a, x = b, x- ekseni ve f(x) egrisi ile sinirh olan alani verecektir. Yani,

n b
A=1lim > fO)x = f f)dx
i=1 a

elde edilir. f(x) = y alinirsa, x- eksenine goére alan;



olur.
Bir Egri Altinda Kalan Alanin y- eksenine Gore Hesaplanmasi:

Verilen bir g(y) fonksiyonu [c, d] araliginda taniml, pozitif ve surekli olsun. y; .1 — y;_1 = Ay; olmak

Uzere sekildeki tarali dikdortgenin alani

AA; = g(y)Ay;

olacaktir.

A g

Yi+1
Vite—g(y; P;(x, i)

YVi-1

[c, d] araliginda bu dikddrtgenlerden n- tane alip toplarsak
n
Ap = Z 9Dy
i=1

gibi n- tane dikdortgenin alanlari toplami bulunur. Bu dikdortgenlerin sayisi sonsuza giderken

toplamin limiti; y = ¢,y = d, y- ekseni ve g(y) egrisi ile sinirli olan alani verecektir. Yani,

n d
A= rgglgozg(yi)Ayi = fg(y)dy
i=1

Cc

elde edilir. g(y) = x alinirsa, y- eksenine gore alan;

d
Ay = dey
C
olur.

Not: f(x) < oise A, = — f; fx)dx, g(y) <oise Ay, = — fcdg(y)dy.



iki Egri Arasindaki Alan:

y1=f1(%)

Y2 = f2(x)

A
Yaklasim dikdortgeninin eni Ax; = x;,1 — x;_1 ve boyu ise |AC| = |AB| + |BC| olup

|AC| = f1(x;) — f2(x;) = y1, — ¥, dir. Yaklagim dikd6rtgenin alani;
A4 = (fi(e) = foa () Ax; = (yr, — y2,)A%;.

[a, b] araliginda bu dikdoértgenlerden n-tane alip toplarsak

n
An = Z(yli - yZi)Axi
i=1

elde edilir. Bu dikdortgenlerin sayisi sonsuza giderken limitini alirsak;

n—oo

n b
A= lim Z(}’li —}’Zi)Axi = f(}ﬁ — yz)dx
i=1 a
elde edilir. Buna gbre, x—eksenine gore alan;

b
Ay = f(}ﬁ —y)dx
a

olur.

Eger fonksiyonlar x; = g,(y) ve x, = g,(y) seklinde verilir ve y- eksenine goére alan

hesaplanirsa

d
Ay = J(x1 — x3)dy
C

olur.



VII — 3 Coziimlii Problemler

x2 .. . o
1) y= 5 egrisi, x — ekseni ve x = 4 dogrusu arasinda kalan alani bulunuz.

Cozum:

4 4 x2 1x34
A=f0ydx=f0 Z dx=z|?|(|)

1
>A=—
3

2) x = 1 —y? egrisiile y — ekseni arasinda kalan alani bulunuz.

Cozum:

A= [l xdy=[ A-y>Hdy=2[1-y*)dy

:>A=2|y—y?3

6 birim karedir.

N
>

Ax

x=4

1
| = %birim karedir.
0

3) x = y? + 1 egrisiile x, y — eksenleri ve y = 4 dogrusu arasinda kalan alani bulunuz.

Cozim: 1.Yol:

A=f04xdy=f04 (y?+ 1)dy =

I1.Yol:

1 17
A= fo yidx + fl (y1 — y2)dx

1 17
:J 4dx+J [4— (x — 1)Y/?]dx
0 1

1 17
=4x| +4x | —
0 1

x—1l=u=>dx=dux=17icinu=16vex = licinu = 0)

4 76
+y|=?b7"2
0

17
j (x — 1)Y2dx
1

y
A
17,4
y=+4 S
Ayl. . . .7
b
> X
(0] 1
y
A
(17,4)
y=4
(V17
L4
BZ1N
. 1 >
o] Ax Ax

x=y%+1



16 2 16 2 76
> A=4+4(17-1) —J u'/?du = 68 —§u3/2 | =68 —5[(24)3/2] == br?
0 0

3

4) y = x3 — x? — 4x + 4 egrisi ile x — ekseni arasinda kalan alani bulunuz.

Cozim:y=x3—x2—4x+4=x>(x-1)—-4(x—-1)=Cx-1Dx*—-4)

y =0icinx = 1,x = ¥2 ve x = 0 i¢in y = 4 olur. Bu fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir:

y=x}-x*-4x+4

1\ Ax 2

\u/ B

Sekildeki taral alanin bir bolimi x — ekseninin altindadir. Bu nedenle ilgili alanlari ayri ayri bulmak

zorundayiz.

1 2 1 2
A =j ydx +j (=y)dx =j ydx —j ydx
-2 1 -2 1

1 2
A=j (x3—3x2—4x+4)dx—f (x3 —3x%2 —4x + 4)dx
1

-2
1| + |- x—4—£—2x2+4x
4 3

-2

A_133+| ( 7)‘_351)2
12 2)| =37

2

1

x4- 3

x
— ———2x% +4x

A=
4 3

N ot:yukaridaki integral f_zz ydx seklinde alinamaz. x — ekseni altinda kalan alan negatif

oldugundan, bir bitiin olarak integral alindiginda pozitif alandan negatif olan alan kendiliginden
cikarilmis olur. Alanin negatif olamayacagi dikkate alinarak integralleri ayri ayri alip sonuglari mutlak
degerli olarak pozitiflestiririz.

5) ¥y = x? — 5x + 4 egrisi ile x — ekseni arasinda kalan alani bulunuz.

y=x*—-5x+4

e s 2
Cozum: x?—5x+4= (x - g) - z seklinde yazabiliriz.

4 4 9
4
A =f (—y)dx=] —(x% — 5x + 4)dx =§br2
1 1
\1 Ax /4 > x




6) y? = 8x paraboliiile y = v2x dogrusu arasinda kalan alani bulunuz.

Cozum: Tanrtici dikdértgenin alani; A; = (v, — y,)Ax dir. istenen alana A dersek,

y
4 4 A
A= — dx = 2V2x —V2x)d
fo (1 — y2)dx fo (2V2x —V2x)dx s (44vz) <
4 8\/7 . V2
_ 1/2 _ _ove, 2 0 R
A \/Efn (Zx x)dx 3 br = > x

7) x = y? — 7 eprisiile y = x + 1 dogrusu arasinda kalan alani bulunuz.

Cozum y y=x+1
Sekilde goruldugi gibi —7 < x < —3 araliginda tanitici = 2.3)
dikdortgenin boyu 2y, dir. —3 < x < 2 araliginda tanitici
dikdoértgenin boyu y; — y, dir. Bu durumda ilgili alanlari (rﬁ
ayri ayri bulup toplamamiz gerekir. =7 ' > x
-3 -3
Aq =j 2y;dx = 2-[ Vx + 7dx 23 —2
-7 -7 x=y>-7
4 30 32
Al =§|(vx+7) | | =?br2
-7
3 42 2
2 2 2 61 .
Ay =7, n—yddx = [ [Vx+7 - (x+ D]dx = |§ (Vx+7) - x? — x| | = —br? dir.
-3

Toplam alana A dersek A = A; + A, den

125
A=— br? bulunur.

8) y = x(x2 — 4) egrisiile y = —x? + 4 parabolii arasinda kalan alani bulunuz.

Coziim: Y

V2 =x(x*—4)

N

y1=—x*+4




Verilen iki egri apsisleri —2, —1 ve 2 olan noktalarda kesisirler. Sekilde gorildigi gibi aralarinda iki

alan olusur. Birinci alan,

-1
Aq :f vz —y1)dx
-2

olarak alinirken; ikinci alan

2
A =f (1 —y2)dx
-1

olarak alinacaktir. Burada,

- -t 21
Ay = f (y2 —y1)dx =f (x3 — 4x + x2 — 4)dx =—br?
-2 -2 36

ve

2 2
45
A, = f (yy — y,)dx =f (—x% + 4 —x3 + 4x)dx =Tbr2
-1 -1

elde edilir. Buna gore istenen alan

A=A+ A —21+45—71b 2
T T Ty T e
dir.
9) y=e*,y =e*egrileriilex = 2,x = —2 dogrulari ve x — ekseni arasinda kalan alani bulunuz.
Coziim:

2 2 2
A=2j ydx=2f e *dx = 2|—e™¥| |
0 0 0

=y

— (02 _ 2 -
A=2(e?—-1)br /‘/ yﬂA'l l g

10) y = —x?vey = —2x? + 4 egrileri arasinda kalan alani bulunuz.

Coziim:




2 2
A= ZJ (y1 — y)dx = Zf [-2x% 4+ 4 — (—x?)]dx
0 0

32

2
| = ?brz

2 53
A= Zf (—x%2 + 4)dx = ‘2(—?+4x>
0
0




