
BÖLÜM     

BELİRLİ İNTEGRAL 

     fonksiyonu       kapalı aralığında sürekli veya parçalı sürekli olsun.       aralığını, seçimi 

tamamen keyfi olmak üzere                            noktaları ile   tane aralığa bölelim.             

olsun. Bu alt aralıklardan ilkinde bir      ikincisinde bir    , üçüncüsünde bir      . . .  ve nihayet 

sonuncusunda bir    noktası seçelim.    noktalarının seçimi de, yine     noktaları         aralığa ait 

olmak üzere, tamamen keyfidir.             yazıp, 

                                                
 
             

 
                                                                                 

toplamını oluşturalım.  Alt aralıklardan boyu en uzun olanının  örneğin                           

                                             sıfıra yaklaşmasını  sağlayacak tarzda alt 

aralık sayısını sınırsız olarak artıralım. Bir başka ifade ile          de       olmasını sağlayacak 

tarzda     için limite geçelim. Mevcut olması halinde bu limite      fonksiynunun   dan   ye 

kadar Riemann anlamında belirli integrali denir ve 

                                               
   

       
   

         

 

   

        

 

 

                                     

yazılır.      fonksiyonuna ise       kapalı aralığında integre edilebilir bir fonksiyon denir. Burada  

  ve    ye sırasıyla, integralin alt ve üst sınırları denir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

 
    

  

  

     

  

 

    
          

 

            

      

     

      

   

   

             



       Belirli İntegralin Özellikleri 

           
 

 
     

 

 
 

           dır. Burada             

                
 

 
 

          
 

 
         

 

 
  

     keyfi bir sabit olmak üzere 

             
 

 
         

 

 
  

                 
 

 
                 

 

 

 

 
 

         için 

       

 

 

        

 

 

        

 

 

  

Örnek 1:   sabit bir sayı olmak üzere 

           
 

 
 olduğunu gösterelim: 

      aralığının uzunluğunu     
   

 
  olacak şekilde   tane eşit aralığa bölelim. İntegral 

fonksiyonu        olduğundan        aralıkta alınan herhangi bir    değeri için         olacaktır. 

                  

 

   

                              

                                
      

           
   

 
        olur. Buna göre, 

              
 

 
    

   
               elde edilir. 

 Bu ifade direk olarak integral yardımıyla 

       

 

 
 

             

 

 

 

elde edilir. 

 

 



Örnek 2:      
  

 

 

 
 olduğunu gösterelim. 

Çözüm:       aralığının uzunluğu   birim olup,   tane eşit aralığa böler isek her aralık     
 

 
  

olur.  

 

 

                                                      yazılabilir. 

Buradan, 

                  

 

   

       

 

   

          

 

   

                 

     
      

 
 
 

 
 

 

 
  

 
 
    

    
  

 
   

 

 
   

        
   

       
   

 
  

 
   

 

 
   

  

 

 

 

 

elde edilir.  Zira integral alarak da  

     
  

 

 

 

 

 

 
 

 
   

 
   

   

 
 

bulunur. 

Örnekler 

    
  

    
 

 

 
      

 

 

 

 
  

 
 

 
 
 

 
    

 

 
    

 

 
 

 

  
 

                 
 
 
 
                                  

 

 
 

           
 

 
                                

 

 
                     

 

        
       
       

          
 

 
 

                      Ayrıca sınırları da   ya göre bulmalıyız: 
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  olur.  
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         bulunur.     

      
 

 
             

     

          
  

             

                  
 

 
              

          
 

 
 

  

 
   

  

 
      

     
  

       

  
  

 
   

   

    

   
    

    

  

 
   

   

    

  

 
  

 

 
     

 

 
 
  

 
 

 
 

 
      

  

 
      

 

 
    

  
  

       
 

  
  

 

 

 
     

  

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
  bulunur. 

   
 

 
             

     

    
      

    

    
         

      göre integral sınırlarını belirleyelim:                   
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       İntegrallerle Düzlemsel Alanların Hesaplanması 

Bir Eğri Altında Kalan Alanın  –                              

 Verilen bir      fonksiyonu       kapalı aralığında sürekli olsun.       için      pozitif 

ise; 

       

 

 

    
   

         

 

   

   

belirli  integraline  geometrik bir yorum vermeye çalışalım: 

 

 

 

 

 

 

Şekildeki taralı dikdörtgende               tabanı ve       yüksekliği gösterirse bu dikdörtgenin 

alanı  

             

olacaktır.  

       kapalı aralığında bu dikdörtgenlerden  –      alıp toplarsak  

            

 

   

 

gibi  –      dikdörtgenin alanları toplamı bulunur. Bu dikdörtgenlerin sayısı sonsuza giderken 

toplamın limiti;          –        ve      eğrisi ile sınırlı olan alanı verecektir. Yani,  

     
   

         

 

   

        

 

 

 

elde edilir.        alınırsa,  –           göre alan ; 

       

 
    

  

  

  

  

         

      

            

         

 



       

 

 

 

olur. 

Bir Eğri Altında Kalan Alanın  –                              

Verilen bir      fonksiyonu       aralığında tanımlı, pozitif ve sürekli olsun.               olmak 

üzere şekildeki taralı dikdörtgenin alanı  

             

olacaktır.  

 

 

 

 

 

 

      aralığında bu dikdörtgenlerden  –      alıp toplarsak  

            

 

   

 

gibi  –      dikdörtgenin alanları toplamı bulunur. Bu dikdörtgenlerin sayısı sonsuza giderken 

toplamın limiti;          –        ve      eğrisi ile sınırlı olan alanı verecektir. Yani,  

     
   

         

 

   

        

 

 

 

elde edilir.        alınırsa,  –           göre alan ; 

       

 

 

 

olur.  

Not:                       
 

 
                        

 

 
 

      

  

  

  

  

  

       

      

  

   

     

  

          

 

  

  

  



İki  Eğri Arasındaki Alan   

  

 

 

 

 

 

 

Yaklaşım dikdörtgeninin eni                 ve boyu ise                olup 

                       
    

 dir. Yaklaşım dikdörtgenin alanı; 

                           
    

      

       aralığında bu dikdörtgenlerden  –      alıp toplarsak  

        
    

    

 

   

 

elde edilir. Bu dikdörtgenlerin sayısı sonsuza giderken limitini alırsak;  

     
   

     
    

    

 

   

           

 

 

 

elde edilir. Buna göre,   –           göre alan ; 

             

 

 

 

olur. 

 Eğer fonksiyonlar                      şeklinde verilir ve  –           göre alan 

hesaplanırsa  

             

 

 

 

olur. 

  

  

    
               

  

 

          

          

    

  

    

 

  

 

  

    

   
  

   
  



       Çözümlü Problemler 

      
 

 

 
 eğrisi,          ve      doğrusu arasında kalan alanı bulunuz. 

        

 

 

  

 

           eğrisi ile          arasında kalan alanı bulunuz.  

        

 

 

   

 

 

           eğrisi ile               ve      doğrusu arasında kalan alanı bulunuz.  

              

 

 

   

        

 

 

 

 

 

               
 

 

 
   

 

 

 

 

 

 
 
  

 
 
 
 
 

  

   
  

 
 birim karedir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                   
 

 

 

  

 

  
  

 

       
  

 
 
 
 
 

 
 

 
 birim karedir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  
  

   
  

  

  

   

                   
    

 
  

 
 
 

 

 

 

 
 

  

 
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

                           
  

 

 

 

 

       
 
 
 

   
  
 
 

            
  

 

 

                                             

                    
  

 

 

 
  

 

 

 

 

 

 

  

  

     

  

      

  

    
  

   
  

  

    
       

  

  

    
     

  

    
       

      

   

   



                         
  

 

    
 

 
    

  
 
 

    
 

 
          

  

 
     

                 eğrisi ile          arasında kalan alanı bulunuz. 

                                               

                  ve              olur. Bu fonksiyonun grafiği aşağıdaki gibidir: 

 

 

 

 

 

 

Şekildeki taralı alanın bir bölümü             altındadır. Bu nedenle ilgili alanları ayrı ayrı bulmak 

zorundayız. 

               
 

 

 

  

          
 

 

 

  

 

                                     
 

 

 

  

 

   
  

 
 

  

 
        

 

 
  

    
  

 
 

  

 
         

 

 
 

 

  
   

  
     

 

  
   

  

 
    

    Yukarıdaki integral     
 

  
 şeklinde alınamaz.          altında kalan alan negatif 

olduğundan, bir bütün olarak integral alındığında pozitif alandan negatif olan alan kendiliğinden 

çıkarılmış olur. Alanın negatif olamayacağı dikkate alınarak integralleri ayrı ayrı alıp sonuçları mutlak 

değerli olarak pozitifleştiririz.  

              eğrisi ile          arasında kalan alanı bulunuz. 

                  
 

 
 

 
 

 

 
 şeklinde yazabiliriz.  

          
 

 

               
 

 
   

 

 

 

 

  

    
  

   

          

  

    

    

  

    
  

      

              

  
   

  

      

  



          parabolü ile       doğrusu arasında kalan alanı bulunuz. 

       Tanıtıcı dikdörtgenin alanı;              dir. İstenen alana   dersek, 

 

 

 

 

 

 

 

           eğrisi ile       doğrusu arasında kalan alanı bulunuz. 

Çözüm:  

 

 

 

 

 

 

   
 

 
       

 
 

  

 
  

 
  

 
    

              
 

  
                 

 

  
 
 

 
      

 
 

  

 
   

 

 
  

 
  

 
    dir. 

Toplam alana   dersek         den 

  
   

 
     bulunur. 

              eğrisi ile         parabolü arasında kalan alanı bulunuz. 

Çözüm:  

 

 

 

 

 

 

 

  

  
  

    
        

   

   

  

   

             
 

 

              
 

 

 

                
 

 

 
   

 
    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

     

  

   
  

          

  

  

   

   

      

      

   

   

   

  

       

                 
  

  

         
  

  

 

Şekilde görüldüğü gibi         aralığında tanıtıcı 

dikdörtgenin boyu     dir.        aralığında tanıtıcı 

dikdörtgenin boyu       dir. Bu durumda ilgili alanları 

ayrı ayrı bulup toplamamız gerekir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

  

  

  

     
   

      

   

   

           

   

         

      

  

  

    



Verilen iki eğri apsisleri            olan noktalarda kesişirler. Şekilde görüldüğü gibi aralarında iki 

alan oluşur. Birinci alan,  

                        
  

  

 

olarak alınırken; ikinci alan  

                      
 

  

 

olarak alınacaktır. Burada, 

                     
  

  

                
  

  

  

  
    

ve 

              
 

  

                 
 

  

  

 
    

elde edilir.  Buna göre istenen alan 

                    
  

  
 

  

 
 

  

 
    

 

dir.  

         ,       eğrileri ile          doğruları ve           arasında kalan alanı bulunuz. 

 Çözüm: 

 

 

 

 

 

 

           ve          eğrileri arasında kalan alanı bulunuz. 

Çözüm: 

 

 

 

 

 

 

  

  

  
     

     

     
    

      

  

        
 

 

        
 

 

        

 

 
 

 

             

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

      

  
      

    

  

    

   

   

  

      

   

        

         



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              
 

 

                   
 

 

 

             
 

 

     
   

 
     

 

 
 

 
  

 
    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


