SUREKLILIK

Elimizdeki kalemi kaldirmadan siirekli bir hareketle tanim
kiimesi Uizerinde cizilebilen bir y= f(x) fonksiyonu, bir siirekli

fonksiyon ornegidir.
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Bir Noktada Sureklilik
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X = 1’ X = 2, ve Xx = 4  noktalan disinda

[0, 4] araliginda siirekli olan bir fonksiyon

Bu noktalarda grafikte kirikliklar vardir. Fonksiyonun tanim
kiimesinin her noktasinda f degeri ile f nin limit arasindaki
iliskiye bakalim:

Sekildeki fonksiyonun siirekli oldugu noktalar:

lim f (x) = f (0)

x—0"

X=3  joktasinda lim 1 (X) =1 (3)

X—3

O<c<4,c2l2 ., limf(x)="f(c)

X—C

X= O noktasinda



Fonksiyonun siireksiz oldugu noktalar:

lim f ()

X :1 noktasinda 3 limiti yoktur.

X=2 ise lim f (X):l fakat 17 f(2)

X—2

X=4 ise )!Lr?f(x)zl fakat L7 f(4)
C< O ve C> 4 ise  bu noktalar f nin tanim kiimesinde
degildir.

Bir fonksiyonun tamim kiimesindeki bir noktada
sirekliligini tanimlamak ic¢in bir i¢ noktadaki siirekliligi (iki
tarafli limiti igeren) ve bir u¢ noktadaki (tek tarafli limit iceren)

strekliligi tanimlamamiz gerekir.

sagdan iki tarafli
stireklilik sureklilik soldan
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a, b ve ¢ noktalarinda stireklilik



Tanim.
I¢ nokta: y=1(x) fonksiyonu tanim kiimesinin bir i¢ noktasi

olan ¢ noktasinda

lim f (x)= f (c)

X—C

esitligine sahipse, ¢ noktasinda stireklidir.
Uc nokta: Eger
lim f (x)=f(a
lim £ (x)= 1 (a)
ise fonksiyon sol ug¢ noktasi a da siireklidir,
lim f (x)=f (b
lim £ (x) = f (b)
ise fonksiyon sag u¢ noktasi b de stireklidir.
Eger f fonksiyonu igin lim f (x) = f (c) ise fonksiyon
tanom araligmmm ¢ noktasinda sagdan siireklidir. Eger

lim f (x)= f(c) ise fonksiyon tanim araligmmn ¢

X—>C

noktasinda soldan stireklidir. Bu durumda bir fonksiyon a
noktasinda sagdan siirekliyse tanim kiimesinin sol u¢ noktasi a
da siirekli, b noktasinda soldan siirekliyse tanim kiimesinin sag

uc noktasi b de stireklidir.



Bir fonksiyonun tanim araligmmin bir ¢ i¢ noktasinda siirekli

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul fonksiyonun c noktasinda
sagdan ve soldan siirekli olmasidir.

1. Ornek.

> X

-2 0 2

Tanim kiimesinin her noktasinda siirekli olan bir fonksiyon

2. Ornek.

y = UXx)

N > X
0r U(x) pasamak fonksiyonu x=0
noktasinda sagdan siirekli, ancak soldan siirekli degildir.

Dolayisiyla siirekli degildir. x=0 noktasinda si¢crama siireksizligi

vardir.



Sareklilik testi:

Bir f fonksiyonu asagidaki 3 kosulu sagliyorsa x=c noktasinda

sureklidir:

1. f((j) vardir

2, lim,—, f(x) vardir

3. limy. f(x) = f(c)

3. Ornek.
y
A
41+ o——o0
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Tam deger fonksiyonu tamsay1 olmayan her noktada siireklidir.

Her tamsay1 degeri icin soldan siirekli degil, sagdan siireklidir.



4. Ornek.

Sekildeki fonksiyon x=0 noktasinda

sureklidir.

Sekildeki fonksiyon {(0)=1 olsa siirekli

A olurdu. Bu sureksizlik  kaldirilabilir

y = f(x) niteliktedir. Fonksiyon X, 0 noktasina

yaklasirken bir limite sahiptir ve f{(0)

/ degerini  limit degerine esitleyerek

/ 0 % siireksizligi kaldirabiliriz.

y

A lim f (x) limiti yoktur ve f yi O noktasinda

degistirerek durumu diizeltmenin bir yolu yoktur.

loy:—f(x) Bu tip siireksizlik sicrama siireksizligi olarak

adlandirilir. Bu tip siireksizlikte tek tarafli limitler

o[ vardir fakat degerleri farklidar.
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Fall

— f(x) = L
y =f(x) 3

Sekildeki fonksiyon sonsuz

stireksizligine sahiptir.

T
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Bu fonksiyon ise salinan siireksizlige sahiptir. Fonksiyon cok

I—

fazla salinmaktadir ve x, sifira yaklasirken limiti yoktur.,

NOT: Bir fonksiyonun bir aralikta siirekli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart araligin her noktasinda siirekli olmasidir. 1. Ornekteki
cember fonksiyonu tamim kiimesi olan [-2,2] araliginda
siireklidir. Siirekli fonksiyon, tanim kiimesinin her noktasinda
strekli olan fonksiyon demektir. Bir sirekli fonksiyon her

aralikta siirekli olmak zorunda degildir.



5. Ornek.

L
>

Sekildeki fonksiyon x=0 noktasi

haric her noktada sdrekli bir

fonksiyondur.

Teorem. Eger f ve g fonksiyonlar1 x=c noktasinda stirekli ise, bu
takdirde

f+e f-g kf g
glc) #0 flg

olmak (zere fonksiyonlar1 da
streklidir.

Ayrica

gof

¢ de siirekli

8

f(c) de siirekli

Py ¢ de siirekli Py

®
c f(©) 8(f(c))

stirekli fonksiyonlarin bileskesi de stireklidir.



f(x)= cosx—1

Ornek. Csinx+2

fonksiyonunun strekli olup

olmadigini bulunuz.
Her XxeR icin sinx+2=0 oldugundan f fonksiyonu R

uzerinde tanimli ve sureklidir.

_sinx
2cosx—1

Ornek. f(x) fonksiyonunun siireksiz oldugu

noktalar1 ve siirekli oldugu kiimeyi bulunuz.

2cosx—-1=0 = cosx:%

= x1:%+27zk veya x2:—%+27rk, KeZ

olup, fonksiyon X, X, noktalarinda sureksizdir. Buna gore

fonksiyonun stirekli oldugu kiime

R\{x

kimesidir.

x1:%+27rk veya X2=—%+27zk, keZ}



Ornek.

(—3X +2, X <1 ise

1 .
f(x)=9 ——, 1<x<3ise : . 5
X—2 fonksiyonunun siireksiz oldugu

| 2X+5, X>3ise

noktalar1 bulunuz.

lim f (x)=lim(-3x+2)=-1

X—1" Xx—1"

lim f (x)=lim 1 =-1
x—1" x—>1"\ X =2
f(1)=-1

oldugundan fonksiyon X =1 noktasinda siireklidir.

lim f (x)=lim(2x+5)=11

x—3" x—3"
: : 1
im (0= i[5 -1

lim f (x)= lim f (x) oldugundan M T (x) yoktur. Bu

x—3" X—3~ X—3

ve

nedenle fonksiyon X=3 noktasinda siireksizdir. Yine

lim f(X) # lim f(X) oldugundan bu noktada sigrama

x—3* X—3~

stireksizligi vardir. Sigrama degeri ise



J =

Xx—3" X—3~

lim f (x)- lim f(x)‘:lo

olur.
£ 1

Yine 1<x<3 jse T(X)= Y_o oldugundan, X=2
noktasinda fonksiyon tanimsizdir. O halde fonksiyon X =2
noktasinda siireksizdir. Bu noktadaki siireksizlik cesidi sonsuz
stireksizligidir.

Ornek.
(a+sgn(x—1), x<1 ise
f(x)=+ [x+b], x=1ise

f:R>R,
‘xz—l‘, X >1ise

fonksiyonunun

S

X =1 noktasinda siirekli olmasi icin @ ve b ne olmalidir?

Fonksiyon X=1 noktasinda siirekli ise lim (X) =1 (1)

o
olmalidir.

lim f (x)=!Lrp(a+sgn(x—1)):a—1

fim 1(x) = imfx 4= im (<" ~1) =0

otup, M f (X) fimiti varsa, 1M (%)= 1M £(%) o1acagina

gore a-1=0 = a=1 pylunur.



Ayrica,
0=Ilimf (x)=f(1)=[1+b]

x—1

olmalidir. Buradan,

0<1+b<l => -1<b<0

bulunur.
Ornek.
X—2, x<lise
f:Ro>R, f(x)= 3 x=lise fonksiyonunun X =1

X2 —2x, x>1lise

noktasinda siireklilik durumunu arastirimiz. Fonksiyon siireksiz
ise siireksizlik c¢esidini belirtiniz. Fonksiyon siirekli olacak

sekilde tanimlanabilir mi?

Fonksiyon X=1 noktasinda siirekli ise lim (X) =1 (1)

x—1

olmalidir.

lim f (x)=lim(x-2)=-1

x—1" x—1"
fim ()= fim (x ~2¢) ==L

oldugundan lim f (X) ==L pulunur. Ancak

Xx—1

~1=Ilimf (x)= f(1)=3

x—1



oldugundan f fonksiyonunun X =1 noktasinda kaldirilabilir

stireksizligi vardir.
Eger X=1 icin f(1)=-1 alinisa, T fonksiyonunun

X =1 noktasindaki siireksizligi kaldirilmis olur. Buna gore f
fonksiyonu

X—2, X<1ise
f(x)= ~1, x=1ise
x*—2x, x>1ise

biciminde diizenlenirse X =1 noktasindaki siireklidir.

Ornek.
f:[-21] >R, f(x)=x>+x>  fonksiyonunun x-eksenini
kesip kesmedigini arastiriniz.

f fonksiyonu polinom oldugundan [-2.1] araliginda
sureklidir. Ayrica

f(-2)=-4<0 ve f(1)=2>0

oldugundan, Ara Deger teoreminden dolayi f(C):O olacak

sekilde en az bir CE[—Z,l] noktas1 vardir. Fonksiyon bu C

noktasinda x-eksenini keser.



Ornek.

2
f(x):x +X—6

24 (X#2)  fonksiyonunun X =2 noktasinda
sturekli bir genislemeye sahip oldugunu gosteriniz ve bu

genislemeyi bulunuz.

Fonksiyon X =2 noktasinda tanimli olmamasina ragmen,

2 —
|imf(x):|imxj—x_6:|im (X+3)(X Z)ZE
X—2 x=>2  X° -4 X_)Z(X+2)(X—2) 4

limiti vardir. O halde

(X% +x-6 D
2_y4
g(x):< X :X+3
5, L_o Veva g(x) 12
4

olarak tammlanan 9 fonksiyonu f fonksiyonunun X =2

noktasindaki bir genislemesidir.



