LIMIT VE SUREKLILIK
Tamm: VaeR ve §>0 sayist verilsin.

Us(a)={xeR:a-6<x<a+5|
:{xe]R:|x—a|<5}

kiimesine a-min & komsulugu, acR sayisma komsulugun merkezi, o

sayisina ise yarigap denir.

lo](s(a)ZUJ(a)\{a}z{xeR:a—5<x<a+5,x¢a}
:{xe]R:0<|x—a|<§}

kiimesine ise a— nin delik §—-komsulugu denir.

Tamm: AcR ve peR verilsin. ¥§>0 sayis1igin Us(a) kiimesi 4-nm en az

bir elemanini igeriyorsa p-ye A-nin bir yigilma noktasi denir ve ped ile

gosterilir.

10 100

Ornek: U, (-2), U, Gj komsuluklarini bulalim. A=(—1,1]u{2,3} icin 4' =2
Tamm: AcR, ped ve f:4—R bir fonksiyon olsun. Ve>0 igin 0<|x—a|<5

oldugunda ‘f(x)—L‘<€ olacak sekilde 36:5(¢)>0 varsa x— p iken f(x)—>L

denir ve lim f(x) =L ile gosterilir.

x—>p

Ornek: lim2x—-5=-3 oldugunu gosterelim.
lim3x+4=1 oldugunu gosterelim.

Teorem: AcR; f,g:A—>R ve ped olsun. limf(x)=L, limg(x)=M limitleri
xX—=>p

x—>p

varsa

i. AeR olmakiizere lim(Af)(x)=A4.L

xX=p



il lim(fig)(x)=lim[f(x)$g(x)]=L$M

iii. 11_r>n(fg)(x)=11_r)n[f(x)g(x)]zLM

limf(x)
(), fimfx)
iv. }gl;(gj(x) = }gng(x) =7 (M #0)

v.  f(x) bir polinom tipli fonksiyon ise lim f'(x)= f(p).

vi.  f(x), g(x) iki polinom tipli fonksiyon ve g(p)=0 ise, 1im(ij(x)= /(p)
xX—>p g

- . 2% +x—4
Ornek: linll(2x2—3x+5)=? hmﬁz?

=2 3x-2
Tanmm: 4cR ve f:4—R bir fonksiyon olsun. Ve>0 ve vVx>M =M, i¢in
‘f(x)—L‘<8 olacak sekilde 3M, e R sayis1 varsa x —+oo iken f(x)— L denir ve

lim f(x)=L yazilir.

X—>+00

Benzer sekilde, Ve>0 ve Vx<M =M, igin ‘ f (x)—L‘<8 olacak sekilde

IM, eR sayist varsa x ——oo iken f(x)—L denir ve lim f(x)=L yazilr.

Ornek: 1im +=0 oldugunu gosterelim.

X—>+0 x

lim

X—>+00 x —

=0 oldugunu gosterelim.

Tanmm: AcR,f:A—>R ve ped olsun. Ve>0 icin 0<|x—a|<s oldugunda

f(x)> ¢ olacak sekilde bir 6:5(¢)>0 varsa x— p iken f(x)—>+oo yazilir.

Benzer sekilde, Ve>0 i¢in 0<|x—a|<s oldugunda f(x)<-¢ olacak

sekilde 36:5(¢)>0 varsa x — p iken f(x)— —o yazilir ve sirastyla

lim f'(x) =+ ve lim f(x)=—o0

x=>p xX=p



seklinde ifade edilir.

Teorem (Sikistirma): AcR,f,g.h:A—>R ve ped olsun. Vried icin
f(x)<g(x)<h(x) ve lim f(x)=L=limh(x) ise limg(x)=L dir.
X—p xX—=p

X=>p

Belirsizlikler

R-da calisirken limitte karsimiza ¢ikan %,f,o.oo ve oo—oo belirsizliklerini
0

gidermek i¢in eslenikle carpma, ortak carpan parantezine alma, payda esitleme,

carpanlarina ayirip sadelestirme yontemleri gibi yontemler segilir.

2_ _ 2 _ 2 _ _
Ornek: limx 2x-3 I x +x—4 . Ax +2x-7 . 3x—6

, lim , lim — , lim — limitlerini
=l x 41 xote Dx—3 o 3xT42x -3 " o4yt —2x—1

bulalim.

0,

n n—1
NOt' 11m anx +a,Hx +...+a1x+a0 _ &
b

— — , n=m ¢ olur.
3o p x" +b, x" +...+bx+b,

Ornek: lim x> —4x+5-x="2

X—>+00

lim vx*—4x+5-x=7?

X—>—0

lim Vx? —2x+5 /x> +3 =2

x—>to0

> . sinx
Ornek: Ilim

x—>to0 X

=1 oldugunu gosterelim. 5=% olmak tizere, 0<|x|<%

komsulugunu alalim. 0< x <% icin



A(PéKj < A(Af)()j < A(RéAj -

2 2 2

sinx.cosx x tanx.l
<<

COS X < —
sinx cosx

1 sin x

>COSX
COS x X

. . . Sin x v
bulunur. x >0 iken limit alinirsa —1 olur. -5 <x<0=x=-u alalim. O
X
T

zaman 0<u < 5 olup

1 sinu 1 —sinx sin x

>cosu = > >Ccosx = —>1
CoSu u COS X —X X
. . sinx .
olur. Yani lim =1 dir.
x—0 X

> . sin2x . tanx ,. sSin2x 4. . ..
Ornek: lim , lim , lim — limitlerini bulunuz.

x>0 X x>0 x x=0 §in 3X



Sag ve Sol Limitler

AcR, f:4—>R bir fonksiyon ve ped icin f fonksiyonu (p—6,p) ve

(p,p+6) komsuluklarinda taniml1 olsun.

Ve>0 igin p-5,<x<p oldugunda ‘f(x)—L1‘<5 olacak sekilde 36,:6,(¢)>0
sayisi varsa L, sayisina f— nin p noktasindaki sol limiti denir ve f ( p‘):L1

veya lim f(x)=L, seklinde gosterilir.

x—=>p
Ve>0 igin p<x<p+d, oldugunda ‘f(x)—Lz‘ <¢ olacak sekilde 36,:5,(¢)>0
sayisi varsa L, sayisina f— nin p noktasindaki sag limiti denir ve f ( p*)sz

veya lim f(x)=L, seklinde gosterilir.

xX—=>p

Teorem: AcR, f:A—>R ve ped olsun. lim f(x)=L< f(p*)=L, f(p)=L

xX=>p

dir.

UYARI: Fonksiyonun tanimsizlik noktasinda limit aliniyorsa veya mutlak
deger, sign fonksiyonlarinin i¢ini sifir yapan, tamdegerin i¢ini tamsay1 yapan

noktalarda limit alintyorsa sag ve sol limitlere bakilir.

w’ lim |P X+ 1“ , lim 2?%1 limitlerini

Ornek: 1iml,1imsgn(x—2), lim
x=0 x  x-2 x—3 |x_2|+|x+1

2
x>
3

bulalim.

Asimtotlar

Bir fonksiyonun sonsuza uzanan bir kolu iizerindeki bir N noktasinin bir
dogruya ve ya bir egriye olan uzaklift N -nin sonsuza veya bir noktaya

yaklasmasi halinde 0 oluyorsa bu dogruya veya egriye asimtot denir.

» y=f(x) fonksiyonu i¢in a € R olmak lizere

5



i.  lim f(x) =7 oluyorsa x=a dogrusuna sagdan diisey asimtot

x—a*

ii. lim /(x)=F« oluyorsa x=a dogrusuna soldan diisey asimtot

x—a

denir. Hem sagdan hem soldan diisey asimtota kisaca diisey asimtot denir.
UYARI:

Diisey asimtot Df—de olmayan sayilabilir ayrik tekil noktalarda aranir.
Df =(a,b), (-»,a]u(b,+»),.. gibi tanim kiimeleri varsa sagdan ve soldan diisey

asimtotlara dahil olmayan noktalarda bulunur.

l -
fim £ (x) = +0 lim f (x) = +o0
A
ag(
lim f (x) = —o0

. 2 _ 1 3
Ornek: f (X)Z;ZT);;» g(x)=e! diisey asimtot var mudir? h(x)zln@—JrD

diisey asimtot var midir?



» y=f(x) fonksiyonu i¢in Df izin verdigi takdirde

lim f(x)=b oluyorsa y=b dogrusuna +w kolda yatay asimtot

X—>+00

lim f(x)=b oluyorsa y=»b dogrusuna -« kolda yatay asimtot

X—>—00

il.

denir.

\\_ / §
..................... " —\\/ -
VX

Df tanim kiimesinde x— Foo limitlerine izin verilmiyorsa yatay asimtota

bakilamaz.
» y=f(x) fonksiyonu i¢in Df izin vermesine ragmen

lim f(x)=F ise +o kolda yatay asimtot yoktur. Egri asimtot vardur.

X—>+0

lim f(x)=Fw ise —o kolda yatay asimtot yoktur. Egri asimtot vardur.

X—>—00

i.
il
Bir ¢, (x) fonksiyonu i¢in

lim { /(x) - (x)} =0 oluyorsa ¢ (x) fonksiyonuna + kolda egri asimtot

X—>+00

i

denir.
lim { /' (x)—,(x)} =0 oluyorsa ¢ (x) fonksiyonuna —o kolda egri asimtot

X—>—00

ii.
denir.

¢, veya ¢, fonksiyonlar1 1. dereceden lineer bir dogru denklemi ise bunlara egik

asimtot denir.



NOT: Egri asimtotu bulmak kolay degildir. Ama baz1 durumlarda

bulunabilirler.

1) y=f (x)zM seklinde ve der(P)>der(Q) olsun. Polinom bdlmesiyle

()
f(x) ggi; =B(x)+% oldugunda y=B(x) egrisi hem + hem de —o

kolda egri asimtot olur.
2) y=f(x) fonksiyonu igin +w veya —o kolda y=mx+n ve y=mx+n,

egik asimtotlar1 varsa

m, = lim M ve n, = lim {f(x)—ml(x)}
X—>+0 X X—>+00

m, = lim M ve n, = lim {f()c)—m2 (x)}

X—>—00 X X—>—00
olur.
3
Ornek: f(x)= LXZHZ g(x)=+x’+2x+2 asimtotlarini ve
X+

h(x)=x-1++x’-3x-9 asimtotunu bulalim.



