TUREV

Bir Fonksiyonun Grafigine Teget Olan Denklemin Bulunmasi
y
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TANIM : Bur y = f(x ) egr1s1in P ()Co, f (xo)) noktasmdaki egumi

. fleo + h) — f(xo)
m = lim
h—>0 h

(lunitin var olmasi koguluyla)

sayisid. Egrmm P noktasmdaki teget dogrusu, P noktasindan gegen ve
eguni m olan dogrudur,

1

Ornek. Y :; fonksiyonunun x=a#0 noktasindaki egimini bulunuz. x=-1

noktasindaki egim nedir?

1

Coziim. V :; fonksiyonu verilmistir. (a,lj noktasindaki egim
a

I 1
f(a+h)—f(a) a+h a _]jmla—(a+h)_]jm -5 1
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/

x = —1 noktasmdaki

egun —1

Tegetin egimi orijinin yakininda diktir, degme noktas1 uzaklastikca diklik azalir.

1

Egimi —% olan V = ; egrisine teget olan teget dogrulari

Bir Noktadaki Tiirev
h#0 olmak iizere

Jxo + h) — f(xo)
h

ifadesine f fonksiyonunun X, noktasinda / artimma baglh fark boliimii denir.




Tamm. f fonksiyonunun X, noktasindaki tiirevi / '(x) ile gosterilir ve

limitin var olmasi1 kosuluyla

flxo + h) — f(xo)

f (xO) = }}l_rﬂ) A

(1)
olarak tanimlanir.

(1) ifadesi,
. V=1 (x) fonksiyonunun X = X, noktasindaki grafiginin egimidir.
e V=1 (x) fonksiyonunun X = X, noktasindaki tegetinin egimidir.
« V= f (x) fonksiyonunun X = X, noktasinda X degiskenine bagh
degisim oramidir.

e Bir noktadaki f '(xo) tiirevidir.

Bir Fonksiyon Olarak Tiirev

Onceki boliimde bir ¥ — f(x) fonksiyonunun X = X, noktasindaki tiirevi

flxo + h) — f(xo)

f (xO) = }}l_rﬂ) A

olarak tanimlanmusti. Burada ise tiirev, / fonksiyonunun tanim araligindaki her

X degeri icin S fonksiyonundan tiiretilen yeni bir fonksiyon olarak
incelenecektir.

Tamm. X degiskenine bagh S (x) fonksiyonunun tiirevi, limitin var

olmasi kosuluyla f~ fonksiyonudur ve X noktasindaki degeri

) = iy 2=

olarak tanimlanir.



y = f(x)

kirig egum
(@) — fx)
0(z f(2)) __ BT
) — £ f fonksiyonunun X noktasmdaki tirevi
P(x, f(x)) &l — IR + h) —
) — tim LT~ 1)
i h—0 h
:<—h =z- x—:-:
| l o f@ =1
— = - Ty
X z=x+h X =X

Tanimda kullanilan J (x ) notasyonu, tanimlanan S ’(x ) tirev fonksiyonunun
bagimsiz degiskeni olan X degiskenini vurgulamak icindir. S ,(x) tiirev
fonksiyonunun tanim kiimesi, f fonksiyonunun tanim kiimesinde limiti olan
noktalarin kiimesidir. Dogal olarak S/ ’(x ) tiirev fonksiyonunun tanim kiimesi
S fonksiyonunun tamim kiimesiyle aymdir veya ondan kiiciiktiir. Bir X
noktasinda f " tiirev fonksiyonunun var olmasi, f fonksiyonunun bu noktada

tiirevi vardir ve fonksiyon bu noktada tirevlenebilir anlamma gelir. Eger f '

tiirev fonksiyonu f fonksiyonunun tanim kiimesinin her noktasinda varsa, f

fonksiyonu tiirevlenebilir denir.

Tanimdan Tiirevin Hesaplanmasi

Ornek. a. x>0 icin S (x ) = \/; fonksiyonunun tiirevini tiirev tanimini

kullanarak bulunuz.

b. f (x ) = \/; egrisine X =4 noktasinda teget olan dogruyu bulunuz.

Cozim.



f’(x):limf(z)_f(x) = lim

Z—o>X Z — x Z—o>X

Ji
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1
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bulunur. Béylece karekok fonksiyonunun tiirevi X > 0 igin

d\/f_
dx B

1
2Jx

olur.
b.

y
A

y= c—l‘x + 1

\
\

4,2)  y=Vax
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| | | | | > X
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S (x) = \/; egrisi ve (4,2) noktasindaki tegeti

Tegetin egimi, fonksiyonun tiirevinde X =4 yazilarak bulunur. Boylece

1 1

mf()2f4

olup, egimi i olan (4,2) notasindan gecgen teget dogrusunun denklemi,

y:2+%(x—4)
y=%x+1

olarak bulunur.



Bir Arahkta Tiirev; Tek Tarafh Tiirevler

Bir Y=/ (x ) fonksiyonu araligin (sonlu veya sonsuz) her noktasinda
bir tiireve sahipse, buna a¢ik aralikta tiirevienebilen fonksiyon denir Eger bir

fonksiyon (a,b) acik araliginda tiirevlenebilirse ve

hmf(a+h)—f(a)

X = d noktasinda sag tiirev

h—0" h
. f(b+h)—f(b
,!E.fl ( })l ( ) x=b noktasinda sol tiirev

limitleri u¢ noktalarda varsa; bu fonksiyon [a,b] kapali araliginda

tiirevlenebilir denir.

Egim=
[ S+ B~ fb)
h—0" h

BEgun=
L flat )~ f@ S:éaﬁ<:
h—0" h

Uc noktalardaki limitler tek tarafli limitlerdir.

Sag ve sol tirevler fonksiyonun tanim kiimesindeki herhangi bir nokta icin
benzer sekilde tanmimlanabilir. Buna gore, bir fonksiyonun bir noktada
tirevlenebilir olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul o noktada sag ve sol

tiirevlerinin var olmas1 ve bu tek tarafl tlirevlerin esit olmasidir.



Ornek. Y= ‘x‘ fonksiyonunun  (—0,0) ve (0,0) araliklarinda

tirevlenebilir oldugunu, ancak X =0 noktasinda tiirevinin olmadigini

gosterelim.

Cozim. Y =mx+b fonksiyonunun tirevinin 7 egimi oldugunu

biliyoruz. O halde orijinin sagia dogru

L) =L (@) =L(1x)=1 L (es)-

dx dx dx © dx s Jx|=x
ve soluna dogru
d d d
g(\x\Fg(‘x):g(‘l'x):‘l, x| =—x
oldugu bulunur.
X
y =|x|
y'=-1 y'=1

x =0 noktasinda y’
tanimli degildir:
sag tirev # sol tirev

Orijinde tiirev yoktur. Clinkii tek tarafl tiirevler bu noktada farklilasmaktadir:

‘ ‘ x| in O noktasindalki sag tiirevi = hmw @: L =1
h—0" h h—)O* h > h
‘x‘ in O noktasimdaki sol tiirevi = hmw ‘h‘ = lim— ——l
h—0" h h—)O h w0}

olur.



Bir Fonksiyonun Hangi Durumlarda Bir Noktada Tiirevi Yoktur?

Grafikte P (XO, f (XO)) noktasi ile bu noktaya yakin O noktalarindan
gecen kiris dogrularinin egimleri O noktasi P noktasina yaklastikca sonlu

limite sahipse fonksiyonun X, noktasinda tiirevi vardir. O noktasi P noktasina

yaklastik¢ca kiriglerin egimleri limit durumunda bir degere yaklagmiyor ya da
dikeylesiyorsa bu noktada tiirev yoktur. Bir fonksiyonunun bir noktada tiirevinin
olmamas1 bir ¢ok nedene bagli olabilir. Bunlardan bazilar1 asagidaki sekillerde

verilmistir:

o

~

Ko6se durumu, burada tek tarafli

tiirevler farklilasir.

Dikey teget; burada PQ Kkirisinin

egimi her iki taraftan © veya
—00 a raksar.

\ /
Icten biikiilme, burada PQ kirisinin

egimi bir taraftan 9O a, diger taraftan

—00 g3 rraksar.

—
Siireksizlik



Teorem. Eger f fonksiyonunun X =C noktasinda bir tiirevi
varsa, / fonksiyonu X =C noktasinda siireklidir.

Uyari. Teoremin tersi genellikle dogru degildir. Son ornekte

goriildiigli gibi bir fonksiyonun siirekli oldugu bir noktada tiirevi

olmayabilir.

Ornek. f (X ) = ‘ X = 1‘ fonksiyonu X =1 noktasinda siirekli

midir? Turevli midir?

Cozim.
x—=1, x2>1
X)=
/(%) {—x+1, x<1 olup

lim £ (x) = lim (x-1)=0

x—1" x—>1"
lim f(x) = lim (—x+1) =0 ve Sf()=|1-1]=0

bulunur. O halde limf(x)=/(1) oldugundan fonksiyon X=1

noktasinda sureklidir.

Ancak

‘X—l‘ in 1 noktasindali sag tiirevi = ﬁmf(1+h) -/()

h—0" h

_|o+h=1—1-1|  |A . A
=lim =lim— =lim==1

h—0" h 0 h 0T h

‘X—l‘ in 1 noktasindaki sol tiirevi = ljmf(1+h) _f(l)

h—0 h

_|o+A=11-1]  |A| . -
=lim =lim" = lim— =-1

h—0" h =0 0t )




oldugundan fonksiyon X =1 noktasinda tiirevli degildir.
O halde X =c¢ noktasinda siirekli bir fonksiyon bu noktada

tiirevlenemeyebilir.

TUREV KURALLARI

u ve v, x'in tiirevlenebilen fonksiyonlari olsun.

Sabit: i(,:) =0
dx
Toplam: ;_1;(“ o) = fi:_i : ﬂ;_t;
[ & (A oL
Fark: ;—i[u F o) = ij_i ﬂ;_t;:
L [ [F
L 1 dit
Sabit ile Carpim: L (cu) = c&£
abit ile Carpim o (cu) C T
Carpim: i{m,) _ g4 | du
dx dx dx
du duv
U— — U—
1 (U dx dx
Boliim: i—(—) = >
dx \V, 1
Kiuvvet: D n = ppn!
dx
Zincir Kurali. i(ﬂg(x)) = f(g(x))g’ (x)

ki ve Daha Yiiksek Mertebeden Tiirevler

Eger y=/ (x) fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon ise,

tirevi olan Jf '(X) de bir fonksiyondur. Eger f' fonksiyonu da

tiirevlenebilirse, f  fonksiyonunun tiirevi almarak f" seklinde
y



gosterilen yeni bir fonksiyon elde edilir. Yani f ’ =( f ') seklindedir. f ”,

y=f (x ) fonksiyonunun ikinci tiirevi olarak adlandirilir. Ikinci tiirev

d’y _d @j dy’ )
= = = = " = D
dx’>  dx ( dx dx 4 / (x)

fﬂ (X)
sekillerinden biriyle gosterilir.
Ornek. Yy =X P-3x7 42 fonksiyonunun ilk dort tiirevi soyledir:
Birinci tirev : y' =3x" —6x
ikinci tirev: V" =6x—0

Ugﬁncii tirev : y”’ =6

4
Dordiinct turev : y( ) = 0

Degisim Oram Olarak Tiirev

Anlik Degisim Orani
f (x+h) —f (x)
I bolim farki fonksiyonunun (X,X+h) araligindaki

ortalama degisim orani olarak tanimlanir.

Tamm. f fonksiyonunun X, noktasinda X e gore anlik degisim orani
(degisim orani)

fxo + h) — f(xo)

f (xO) = }}E}) A

tiirevidir.
O halde, anlik oranlar ortalama oranlarin limitleridir.

Ornek. Bir dairenin A alan1 D ¢ap1 arasindaki baginti

4="Dp>
4

olarak veriliyor. Cap 10 m. oldugunda, alanin gapa gdre degisimi ne orandadir?



(Coziim. Alanin ¢apa gore degisim orani
dA r« D
oD
dD 4 2

olup, cap D =10 m. oldugunda, alan capa gore
(10
MZS” m7 ~15.71 m7
2 m m

Bir Dogru Boyunca Hareket: Yerdegistirme, Hiz, Siirat, ivme ve Tepki

oraninda degisir.

Bir cismin bir koordinat dogrusu boyunca (bir s ekseni) genellikle yatay

ya da dikey hareket ettigini varsayalim. Bdylece cismin § konumunu zamana

bagh ! fonksiyonu olarak

S:f(t)

seklinde yazariz.

t anmndaki ... ve t + At anmdaki konum

. ——
@ = o >

s = f(1) s + As = f(t + Ar)

Bir koordinat dogrusu boyunca hareket eden bir cismin f anindaki

A

ve hemen biraz sonra  + Af anmdaki konumlar

Cismin ! anindan ? +Af anma kadar olan zaman araliginda yerdegistirmesi

As=f(t+At)- 1 (1)
formiiliiyle verilir.

Cismin bu zaman araliginda ortalama hizi ise

_ yerdegistirme As  f(t+At)—f(1)
“' gecen zaman At At

seklindedir.



Cismin tam [ anmdaki hizin1 bulmak icin At sifira yaklasirken

anindan { +A? anmna kadar gecen zaman araliginda ortalama hizin limitini

aliriz. Bu limit f fonksiyonunun ! ye gore tiirevidir.

Tanim. Hiz (anlik hiz), konumun zamana gore tlirevidir. Buna gore, eger

bir cismin  zamanindaki konumu s = f (l ) ise, cismin f zamanindaki hiz1

limitinin degeridir.

Hiz, yukaridaki sekilde cismin yatay bir dogru boyunca ne kadar hizli
hareket ettigini sOylemekten bagka, hareketin yOniinii de belirtir. Bir cisim
ileriye dogru hareket ederken (s artiyor) hiz pozitif, cisim geriye dogru hareket
ederken (s azaliyor) hiz negatiftir. Eger koordinat dogrusu dikey ise cisim
yukar1 hareket ettiginde hiz pozitif, asagiya dogru hareket ettiginde hiz

negatiftir.

| > 1 0 > [

0

s artan: pozitif egim § azalan: negatif egim
Yukariya hareket asagiya hareket

Mavi egriler cismin zamana gore konumunu gostermektedir.

Tanim. Strat, hizin mutlak degeridir.

ds

Siirat:‘v(t)‘: E

Stirat, hareketin yoniinii dikkate almayan bir degisim 6l¢iisiid{ir.



Ornek.

v
A
I I
ileri hareket : Tekrar |
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' v
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Sekil yatay bir dogru boyunca hareket eden bir parcacigin hiz grafigini
gostermektedir. Hiz fonksiyonunun grafiginde parcacik hareketinin ileri ya da
geriye dogru oldugunu (sekilde verilmemistir) egim degil, hiz fonksiyonunun
isareti belirler. Sekle bakildiginda, parcacik ilk 3 saniyede ileriye dogru (hiz
pozitif oldugunda), sonraki 2 saniyede geriye dogru (hiz negatif) hareket
etmekte, sonraki 1 saniye boyunca hareketsiz kalmakta ve sonra tekrar ileriye
dogru hareket etmektedir. Hizin sifir oldugu #=3 aninda parcacik durur ve hiz
negatif olmaya basladiginda yoniinii degistirir. Parcacik geriye dogru hareket
ederken siirati 4. saniyeye kadar artar. Bu, geriye dogru hareket ederken ulastigi
en biiylk stirattir. Geriye dogru hareketine devam eden parcacik =4 anindan
t =5 anina kadar yavaglar ve duru (burada hiz yine sifirdir). Pargacik tam bir
saniye hareketsiz kaldiktan sonra 6. saniyede siiratlenerek ileriye dogru hareket

eder.

t(sn)



e Bir cismin hizinin degisim oranina cismin ivmesi denir. Ilvme cismin ne

hizla kalktigin1 veya kaybolan siiratini 6lger.

Ivmedeki ani bir degisiklige tepki veya sarsinti denir. Giden bir araba ya da

otoblislin i¢inde sarsildiginizda, bu durum mutlaka ivmenin ¢ok biiyiik

oldugu anlamina gelmez, rahatsiz eden sey ivmedeki ani degisimdir.

Tanim. Ivme, hizin zamana gére tiirevidir. Bir cismin / anindaki konumu

Szf(f) ise,

cismin I animndaki ivmesidir.

Tepki ise ivmenin zamana gore tiirevidir:

d’s
dr’

o d
j) =5 =

Ornek. Yer yiizeyindeki bir dinamit patlamasinda agir bir tas pargasi

koparilarak yukar1t dogru 50 % ,, baslangi¢ hiziyla firlatilmustir (Sekil a.). [

saniye sonra § =49f—4.9¢ > m. yiiksekligine ulagir.

a.

b.

d.

Tas ne kadar yiiksege c¢ikar?

Yukar1 dogru tirmanirken ve yerden yiiksekligi 78.4 m iken tagin
hizim1 ve siiratini bulunuz. Asagiya dogru inerken ayni
yiikseklikte ilgili degerleri bulunuz.

Herhangi bir { aninda (patlamadan sonra) ugus sirasinda tasin
ivmesi nedir?

Tasin tekrar yere carpma zamanini bulunuz.

(Coziim. a. Secilen koordinat sisteminde S, asagidan yukar1 dogru alinan yolu

Olgtiiglinden yukar1 dogru hizin isareti pozitif, asagiya dogru ise negatiftir.

Tasin ulastig1 en biiylik yiikseklik, hizin sifira esit oldugu andir.



A
Smax [~ T v=_0
()

E 748 BW ;= 9

=
= ¥
E

1
S=0 ﬂh:Z

Bu yiiksekligi bulmak i¢in v =0 denkleminde zamani bulup bu zamana karsilik

gelen § degerini hesaplamak gerekir.

Tasin hareket sirasinda herhangi bir £ anindaki hiz1,

ds d
"= (491-4.9¢)=49-9.8t ™/

V=—
dt dt

olup,
v=49-98¢=0 = t=5 sn
bulunur. Yani =35. Saniyede hiz sifirdir. =5 sn annda tasm yerden
yiiksekligi
Spuie = 5(5)=49(5)—4.9(5)" =245-122.5=122.5 m.
bulunur (Sekil b).

b. Tasin yukar1 ve asagiya dogru yerden uzakliginin 78.4 m oldugu ani

bulmak i¢in, dnce

s(t)=49t—-4.9¢° =78.4



denklemini saglayan I degerleri bulunmalidir. Bu denklem ¢éziiliirse

4.9/ —49¢+78.4=0
4.9(¢* -10t+16)=0
(1-2)(-8)=0
t=2sn, t=8sn
bulunur. Béylece tas, patlamadan 2 sn sonra yukari yonde yerden 78.4 m

yiiksektedir ve patlamadan 8 sn sonra asagi yonde yine 78.4 m yiiksektedir. Bu

iki anda tagin hizlar

v(2)=49-9.8(2) =29.4 m/
v(8)=49-9.8(8) =-29.4 ™/

Her iki anda da tagin hizi 294 %n dir. V(z) >0 oldugundan f = 2 aninda

tas yukart1 dogru hareket etmektedir (S§ artmaktadir); ancak V(S) <0

oldugundan = 8 aninda tag asagiya dogru hareket etmektedir.

c. Patlamadan sonraki her anda tagin ivmelenmesi sabittir:

_Av_d (40 99\__0g m
_dt_dt(49 9.8/)=-9.8 Anz_

Ivmelenme daima asagiya dogrudur. Tas yukar1 dogru giderken ivme yavaslar,

a

asagiya dogru diisiise gectiginde hizlanr.
d. s=0 oldugu pozitif ¢ =zamaninda tas yeryiiziine carpar.
49t —4.9¢> =0 denklemi ¢oziliirse, I = 0 ve =10 bulunur. =0 aninda

patlama meydana geldiginden ve baslangi¢ noktasi oldugundan, { = 10 aninda

tag yere diismiistiir.



Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

Siniis Fonksiyonunun Tiirevi
Eger / (X ) =sin x ise, bu durumda

f(x+h) —f(x) sin(x+h) —sinx

f '(x) = ],firo‘ ? lejip(; . =COSX
olup,
(sinx)l = d(sin =008 X
dx
yazilir.
Ornekler:
dy _

2 =9
1. y=Xx"—SInXx 1se -
Y dx

dy _ a’(x2 —sinx) - d(xz) d (sin x)

— — =2X—COSX
dx dx dx dx
dy
= 2 31 1 _:9
2. Yy=X"SInX 1ise dx
d(x*sinx d (si d(x*
P _ ( ):x2 (Smx)+sinx ( ):xzcosx+2xsinx
dx dx X dx
sin x dy
3. ) 1s€ d
sin x d (si
d( j L ABIY) e |
dy X dx _ XCosx —sinx

dx dx x? x?



Kosiniis Fonksiyonunun Tiirevi
Eger / (X ) = COS X jse, bu durumda

f(x+h) —f(x) oos(x+h)—oosx

f’(x):]}é_%} . ZE_IE . =—sInx
olup,
r o d
(cosx) = (cos.) =—sinx
dx
yazilir.

Y =C0sX egrisinin tegetlerinin egimleri olarak }' =—SINX egrisi
Ornekler:
dy _

i Y g
. y=SIMXCOSX 1se dx
d (st d d (st
dy _ (sinxcosx) . (cosx) + cosx (sinx)
dx dx dx dx

= sin x(—sin x)+ cos x(cos x) = cos® x —sin” x

cosx  dy
. 1S 5, —
1—sinx dx

2. Y= ?



Diger Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri

d — cap? d )

I (tanx) = sec”x e (cotx) CSC™ X

Ch (secx) = secxtanx < (cscx) = —cscxcotx
dx dx

) d(tan x)
Ornek. T tiirevini hesaplayiniz.

Cozim.

cos xd(sin x) —sinxd(cos x)
d(tanx) d [sinxj d d

_ _ X x
2
dx dx\ cosx COS™ X

COS X COS X —Sin x(— sin x) cos’ x+sin’ x

0082 X 0082 X

1

2
= 7 = S€C X
COS X




Zincir Kurah

Bir Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Cy B:u A: x . tur doner
A carki x tur attiginda, B ¢arki u tur ve C garki ) tur atar Carklarin
cevre ya da dislilerin sayisi karsilastirildiginda

u
Y= D C carki B carkinin yaris1 kadar doner,

3x
u=3x |, B carki A ¢arkinin 3 kat1 kadar doner, dolayisiyla V= 5

u
olur. Bu fonksiyon V= 5 Ve u= 3x fonksiyonlarmm bileskesidir. O

halde

23 (1)) dodu
dx 2 2 du dx olur.

2
Omek. Y :(3 X’ +1) fonksiyonunun tiirevini bulalim. Bu

fonksiyon V=[ (U) =u’ ve u=g (x ) =3x"+1 fonksiyonlarinin
bileskesidir. Boylece

dy _dy du
dx du dx

bulunur.

:2u-6x=2(3x2 +1)-6x=36x3 +12x



® f (8 (x)) bileske fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi, f

fonksiyonunun & (X) deki tiirevi ile & fonksiyonunun x e gore

tiirevinin carpimina esittir. Bu kurala zincir kurali denir.

fo8

X dela degigum

f(gx)) - g'x).

8

g(x) deki degisim

orant o oramt f'(g(x)). ®
8 (x). u=gkx) y = f(u) = f(gx))

Teorem (Zincir Kurall) Eger [ (”), u :g(x) noktasinda ve

X dek1 degisim

g (x) de Xx noktasinda tiirevlenebilirse, ( f og)(x): f (g(x))

bileske fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir. O halde bileske

fonksiyonun tiirevi

(/o8) (x)=/"(g(x))-&'(x)
olur. Eger y=f(u) ve U :g(x) ise

dy _dy du
dx du dx

dy
olur. Burada gy, un U=g (X ) noktasindaki degeri alinir.

Ornek. Herhangi bir >0 aninda konumu X (f ) = COS(f ? 4 1)

denklemi ile verilen bir cisim x-ekseni boyunca hareket etmektedir.

Cismin hizini ¢ nin fonksiyonu olarak bulunuz.



dx

Cozuim. Hizin 7

’ oldugunu biliyoruz. Burada x(t ), X =cosu

ve u=1"+1 fonksiyonlarinn bileskesidir. Bu durumda

dx : du
—=—sin(u — =2t
- (W) ve —
olup, zincir kuralina gore
dx = dx du = —sin(u)-Zt = —2tsin(t2 +1)
dt du dt

elde edilir.

Zincir kurali diger trigonometrik fonksiyonlara da uygulanirsa,
asagidaki tiirev kurallar1 elde edilir:

d d

a[sin u] = (cos u) u’ a[eos ul = —(sinu) u’
i[tan u] = (sec?u) u’ i[cot ul = —(csc?u)u’
dx dx
i[sec u] = (sec u tan u) u’ i[esc u] = —(cscucotu)u’
dx dx
Ornek.
COS U u’
u — e
- d
a. y = sin 2x y’ = cos ZxE [2x] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x
—sin u u’
i A - A =
T , . d .
b. y = cos(x — 1) y’ = —sin(x — l)a[x — 1] = —sin(x — 1)
Ornek.
a. y = cos 3x2 = cos(3x2) y’ = (—sin 3x2)(6x) = —6x sin 3x2

b. y = (cos 3)x? y’ = (cos 3)(2x) = 2x cos 3



¢. y = cos(3x)? = cos(9x?) y’ = (—sin 9x2)(18x) = — 18x sin 9x?2
d. y = cos?x = (cos x)? y’ = 2(cos x)(—sinx) = —2 cosxsinx
Ornek. sin(x2 +x) fonksiyonunun x e gore tiirevini alalim.

Eger zincir kurali dogrudan uygulanirsa,

%sin(x2 +x) = cos(x2 +x)-(2x+1)

bulunur.
Bazen bir tiirevi bulmak i¢in Zincir Kuralimi birka¢ defa

uygulamak zorunda kalabiliriz.

Ornek. g (f ) = tan (5 —sin2¢ ) fonksiyonunun tiirevini bulalim.

(Céziim. Burada tanjant, (5—sin2¢) nin bir fonksiyonu, siniis 2¢

nin bir fonksiyonu ve 2f de ¢ nin bir fonksiyonudur. Bu durumda

zincir kuralina gore

g'(1)= %(tan(S —sin 2t)) =sec’ (5—sin 2t) %(5 —sin2¢)
=sec’ (5—sin2¢)- (O —Cos2t- %(Zt)j

=sec’ (5—sin2¢)-(—cos2¢)-2
=—2(cos2¢) sec’ (5—sin2¢)

bulunur.



Bir Fonksiyonun Kuvvetleri ile Zincir Kurali

Eger f, u nun tiirevlenebilir bir fonksiyonu ve # da X in

tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise, Y=/ (”) yu Zincir Kural

formiiliinde yerine koyarsak,

dy _dy du
dx du dx

formiiliinden

< )= ). 48
L ()= 1) 2

formili elde edilir.

Eger n herhangi bir reel say1 ise ve f fonksiyonu da ./ (”) =u’

seklinde bir kuvvet fonksiyonu ise kuvvet kuralina gore
f'(u)=nu""
olur. Eger u, x in tirevlenebilir bir fonksiyonu ise Zincir Kuralim
kullanarak bunu Kuvvet Zincir Kurali olarak genisletebiliriz:
%(”n):”“n_I%, burada %(”’7):””"—1.
Ornek.
d

E(S)f —x4)7 = 7(5x3 —x' )6 %(5)63 —x4) = 7(5x3 —x' )6(15x2 —4x3)

d 1 d -1 od
) _ Y = Z1(3x =2 _
Omek. dx[:;x_zj dx(3x ) (3x ) (3x 2)

dx

3

=—1(3x-2)7(3)=- m



Ornek.

i(sin5 x) =5sin* xi(sin x)=>5sin" x cos x
dx dx

Kapah Fonksiyonlarda Tiirev

Bu boliime kadar inceledigimiz fonksiyonlar x degiskenine bagli Y
nin acikca yazilabildigi ¥ =/ (x) denklemleriyle ifade edilebiliyordu.
Ancak  denklemleri X +)°—9xy=0, y-x=0  veya

x*+y?=25=0 seklinde olan fonksiyonlarla da karsilasabiliriz.

F (X >V ) =0 seklindeki fonksiyonlara kapali fonksiyonlar denir.

A

X+ =9xy=0  egrisi  x
degiskenine bagli herhangi bir
fonksiyon degildir. Ancak egri,

cesitli yay parcalarina

boliinebilir. Bu parcalar x e bagh

|
|
|
| fonksiyonlarin grafikleridir.
|
|

dy

Ornek. > =X ise I tiirevini bulalim.



yi=x fonksiyonu, tiirevi aliabilir iki fonksiyon tanimlar. Bunlar

Y =x ve W =—/x fonksiyonlaridir. x>0 i¢in her iki

dy, 1 dy, 1
fonksiyonun tiirevi ~ 7~ ™~ Wx Y& i - 2x bulunur.
2 _
y Yo7
0 egim = 1 = 1
2y1 2Vx = Va
|
|
| _
0 |
|
L O(x, — Vi)
Y2 = —Vx
egun = I S
) AY) 2Vx

Bu tiirevi bulmanin bir baska yolu daha vardir. Bunun i¢in ¥ = f (X )

fonksiyounun x degiskenine gore tiirevlenebilir oldugu kabul edilerek

V© =X denkleminin x e gore her iki tarafinin tiirevi alinir.

Y =x Zincir Kurali %(yz) _

dy d 2 ' dy
2y—=1 a _, b
T dx(f(x)) f(2)1'(x) Y
a_1
dx 2y

Bu formil her iki ) =\/; ve Y, =—VX fonksiyonlar1 i¢in

hesapladigimiz tiirevler1 verir:



dy, 1

1 _ L
de 2y 2dx V& dx 2y, 2(—&) 2Jx

Ornek. (3,—4) noktasmmda x°+)° =25 cemberinin egimini

bulunuz.
Cozim.
X Cember sadece bir x fonksiyonuna
n=V25-2 pasli bir  erafik  degildir.
y,=N25-x> ve y,=-25-x
s fonksiyonlarinin grafiginin
birlesimidir. (3,—4) noktast ),
fonksiyonunun grafigi tizerindedir.
yy, = -V25 — x?
O halde Kuvvet Zincir Kuralini kullanarak tiirevi hesaplayip egimi
bulabiliriz:
dy, d e 1 N 3
= 25X ) || s =—=(25—-x") 2 (2x)| _,=—
dx x=3 dx[ ( ) x=3 ( ) ( ) x=3 4
bulunur.

Bu problemi daha kolay bir sekilde de ¢ozebiliriz. Bunun i¢in

verilen kapali gember denkleminin x degiskenine gore tiirevi alinir:

&) ()2



dy dy X

2x+2y—=0 ise buradan T bulunur. Boylece
dx dx y

(3,—4) noktasindaki egim T [(3.-4) ZZ olarak bulunur.

Kapali Tiirev
l. ¥ fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevlenebilir bir

fonksiyon oldugu disiiniilerek, denklemin her iki tarafinin x

degiskenine gore tiirevi alinir.

dy
2. e terimini ¢arpan olarak bulunduran ifadeler denklemin bir

dy
tarafinda toplanir ve denklem e i¢in ¢oziiliir.
) y o . dy
Ornek. Y™ =Xx" +Smxy ise e tiirevini bulunuz.
Cozim.
y Y =x" +sinxy
2 2 .
abk Yy =x"+sinxy d 5 d 5 d ]
— =—/| X" )J+— (sinx
dx(y) dx( ) dx( y)
2 -
dy d
2y—=2x+cosxy— (x
! ! ! L 5y d dx 4 dx ( y)
4 22 2 4
dy dy
ok 2y—=2x+cosXx +x—
4 dx y(y dx j
4k
(2y—xcosxy)§ =2x+ycosxy
X

dy 2x+ycosxy

dx 2y—xcosxy



Yiiksek Mertebeden Tirevler
Kapali tiirevler yiiksek mertebeden tiirevler: bulmak i¢in de kullanilir.

) d’y
Ornek. 2x° —3372 =8 ise e tirevini bulunuz.
d d

soim. —(2x° =37 ) =—(8

Cozim. dx( Y ) dx( )
6x>—6yy' =0
x2
Y= 7 , y#0

bulunur. »" tiirevini bulmak i¢in boliim kurali uygulanirsa ¥ # 0 igin

,od (X)) 2xy-x"y 2x x*
y ( j: ) ) ’ .y
Y y oy

elde edilir.

Mercekler, Tegetler ve Normaller

Bir mercege vuran 15181 yoniinii nasil

viizey egrisi
Normal dogru

” Girig noktasi

onemli ac¢ilardandir.

egrisinin tegetine diktir.

Teget degistirdigini modelleyen yasaya gore,
Mereegin 161510 mercege  vurdugu noktadan
gecen dik dogru ile 1518 kirilmadan

once ve kirildiktan sonra yaptigi acgilar

noktasindaki dik dogruya normal dogru

denir. Normal dogru mercegin ylizey



Ornek. X + y3 —9xy =0 egrisinin (2,4) noktasindaki teget ve

normalini bulunuz.

Cozim.

X+ —9xy=0

%(x3)+%(y3)—%(9xy):% (O)

dy dy
3x2+312P = —9x—= +91y=0
Y dx dx Y

(3y2—9x)%+3x2—9y20

dy 3y—-x°
dx y* -3x
dy 4

Tiirevin (2.4) noktasindaki degeri ¢ | 4= bulunur. Buna gore

(2,4) noktasindaki teget denklemi, (2,4) noktasindan gegen ve

4 12

egimi 3 olan dogrudur: V=7 * +?

(2,4) noktasindaki normal, teget denkleme dik oldugundan, (2,4)
5 5 13

4 olandogrudur: V==X T

noktasindan gecen ve egimi 4 7

oo 2
Ornek. 3(x2 +) 2) =100xy  fonksiyonunun (3, 1) noktasidaki

grafiginin egimini bulunuz.



3(x2+ ) = 100y

L1362 + 122 = < [100y)]

32)(x2 + yz)(zx + 2);@) _ mo[x@ + y(l)]

dx dx
12y(x* + yz)@ — 1002 100y — 12x(x2 + y2)
dx dx

[]2}»‘(_}[2 + };2) = ]00_1;]% = 1[]0}; — 12.17(.1?2 + yz)

dy 100y — 12x(x2 + y?)

dx —100x + 12p(x2 + y?)
25y — 3x(x? + y?)
—25x + 3p(x? + y?)

olup, fonksiyonun (3,1) noktasindaki grafiginin egimi

dy  25(1) —303)32+ 1)  25-90 —65 13

dx  —=253) +3(1)(32+12) -=75+30 —45 9

olarak bulunur.



Diferansiyeller

dy

Y fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevi Jd

» ile gosterilir. Ancak

bu bir oran degildir. Simdi dx ve dy olarak iki yeni degisken
tanimlayacagiz. Bunlarin oOzelligi, tirevin var olmast durumunda

oranlarinin tiireve esit olmasidir.

Tanim. Y=/f (x ) tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. dx
diferansiyeli bagimsiz bir degiskendir. dy diferansiyeli ise

dy = f"(x)dx

seklinde tanimlanir.

Ornek. Y =x"+37x fonksiyonu igin dy diferansiyeli

dy =(5x4 +37)dx

olur.

Bazen dy=/f"(x)dx vyerine df=f'(x)dx yazilr. df, f in
diferansiyeli olarak adlandirilir. Ornegin ./ (X ) =3x" =6 ise

df=d(3x*-6)=6xdx

olarak bulunur. Yine

d(u+v) du dv
. — " - g in diferansiyel karsthg: d (u +v) =du+dv

= cosu x indiferansiyel karsihig d (sin u)=cosu du



Ormek. d(tan2x)=sec’ (2x)d (2x)=2sec’ 2x dx

d( X j_(x+1)dx—xd(x+1)_xdx+dx—xdx_ dx
Ornek. B 2 B 2 2
x+1 (x+1) (x+1) (x+1)
Tirevlenebilir Fonksiyonlarin Terslerinin Turevleri

X

f (x) - 5 +1oe [ (x) =2x—2 fonksiyonlarinmn tiirevleri

d 1 d
a f (x) :5 ve a f (x) =2 4ir. Buna gore bir fonksiyonun

tirevi ile tersinin tiirevi, birbirlerinin carpmaya gore tersidir. Bu
nedenle bir dogrunun egimi, kendi tersi olan dogrunun egiminin

carpmaya gore tersidir.

y y=2x—-2
A

Yatay olmayan veya dikey olmayan herhangi bir dogrunun V=X

dogrusuna gore simetrigini almak her zaman dogrunun egimini tersine

1

cevirir. Eger orijinal dogrunun egimi m#0 ise simetriginin egimi ;

olur.



L.
r g

a=flb)-—-—--=—=
" y=fe
' > X
0 b
Egimler birbirinin (f~1)'(b) = 1 eva (f)'(b) = S —
tersidir : ! fla) i @)

Ters Fonksiyonlar i¢in Tiirev Kurali

S fonksiyonu I aralig: iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon, & de

/" nin ters fonksiyonu olsun. Bu takdirde ./ '(g (x)) #0 olan her X

noktasi icin & fonksiyonu da tiirevlenebilirdir ve tiirevi
g(x)=——— f’(g(x));tO

seklindedir.



1 '
Ornek. f(x) :Zx3 +x—1 fonksiyonu veriliyor. (f_l) (3) =7

Cozim.

£(2)=3 oldugundan /' (3)=2 olur.

, 3
Yine f(x):sz—l-l olup,

11
fG) ey

e =

yay =L -1 1
(f_)(B)_f’(Q) 4&(22)_'_1 4

bulunur.
Omek. SO =27 x20) j5e /70 =V our. fve £
fonksiyonlarinin  asagidaki noktalara karsilik gelen egimlerini

bulunuz.

a. (2,4)' V€ 4,2) b. (3,9 ve (9,3)

Cozim. 1
y ™) =2x ve () (x) =—=
l ) ()@ =5
10 -+
m==64¢(3,9) a. f nin (294) noktasindaki egimi
8- _ .2
fix)=x%,x=20
6L ff(z) = 2(2) =4 olur. Yine f_l
S ) =vx
PRACE) S m=1 in (42) noktasindaki egimi,
(4,2) {‘9 1) 1/ 1 | 1
2+ ] e 4 — — —
m=g @) 2/4  202) 4
T 4 & & 1 olarak bulunur.




Ormek. J&) =tanx, —m/2 <x < 7/2
g(x) = arctan x
f(x) = sec?’x =tan’x + 1

') = 1 1 B 1 1
&\ "~ fle(x)) f’(arctanx) [tan(arctanx)]* + 1 x2 + 1

Ters Trigonometrik Fonksiyonlarin Tirevleri

U, X e gore tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

i[arcsin ul = W i[arcccss u] = _u
dx J1 = u? dx J1 — u?
i[arctan ul] = u i[arccot u] = —uw

dx 1 + 2 dx 1 + u?
i[arcsec u] = u i[arccsc ul = —w
dx lu| Vu? — 1 dx || Vu? — 1

Ornek. Y = aresinx, —wf2 <y < w2
siny = x
Kapali Fonksiyonlarin tiirev kurali kullanilirsa

siny = x

elde edilir.



Yine U, X e gore tirevlenebilir bir fonksiyon olmak lizere, zincir

kurali kullanilarak

d . u’ d

—[arcsin u] = ——, AL
dx \-.-"f-l _ Hz i dx .
Ornek.

L : Ve ——) , .
y =aresinx +x/1 —x fonksiyonunun tiirevi

] 1
y' = \—W -+ x(i)(—lr)(l — IE)_UE + \,W
1 x2 p—
= - + 1 —x?
A% -2
= \l _.x2+ \l _x2
=2J1 — x2
Ornekler.
d 2
a. - [arcsin(2x)] = N u = 2x
_ 2
V1 — 4x?
d 3
= )] = ——— = 3x
b dr[arctan( x)] [+ (30 u = 3x
B 3
T 1+ 92
~1/2
c. %[arcsin V] = (li% u=Jx
1 ]

2/xS/T —x  2Jx — 22



2x
d. %[arcsec e*] = 2 y = e

Qe* 2

Kuvvet Fonksiyonu

Tamm. a>0, a#1 ve x€ll olmak iizere
fx)=a'
seklindeki fonksiyonlara kuvvet fonksiyonu denir.

Ornek. J (X) =2 fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

.u“f{.n=z‘ Z el 2
34 E e
2 | fieR)=T=
i i b
Grafik negatif ! | fel)=2l- %
x-eksenine yaklagr *] R
ancak eksen1 kesmez. 24 T f=2=2
4321 | 1234 % 2 -f{2}=2:=4
3| fe)=2=8

Fonksiyon JV eksenini (07 1) noktasinda keser. X—> — icin

S (X) —0 olur. Grafik diizgiin, siirekli ve artan bir egridir.



1 X
Ornek. / (x) :(Ej fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

-3 f(=3) = (%) (-3, 8)

I R (U e

| sen=(3) =2 | e ::

0 f(0) =(% u (0,1)

| _ (%) L (1, %) fi= (3

[ re-(zf-5 | (3 T

Fonksiyon » eksenini (O, 1) noktasinda keser. X—> % icin

f (x) —0 olur. Grafik diizgiin, siirekli ve azalan bir egridir.

Kuvvet Fonksiyonlarimin Ozellikleri




b>0,b#1ve x€IR olmak iizere ./ (x) =b" fonksiyonu

1. Birebir bir fonksiyondur. Tanim kiimesi /R, goriintii kiimesi ise

pozitif reel sayilardir.

2. grafigi diizgiin bir fonksiyondur. Siireklidir. V eksenini (Oa 1)
noktasinda keser. Grafik (1, b) noktasindan gecer.

3. b>1 ise fonksiyon artandir. X = —® icin f(x) —>0, X—>0
icin f(x) — 0 olur.

4. 0<b<1 ise fonksiyon azalandir. X—> —© jcin (x) —> 0,

X — 0 icin f(x) —0 olur.

3 X
Ornek. / (x) :(Zj fonksiyonunun grafigini ¢izelim.
X y = glx) = (%) (x, y)
= ,,
- ) 27 o

|
)

ole| o3| RI2

P
)

2
e

215 Rle
Lo

H"""-_-'"I S
I
4J| He=
,f"_"""-.,_ .-—""_‘_""-\._ ,f"_""‘-.,_ ,f"_""‘-.,_ .-'"'"_‘1"'-\._
I
[y
-




Ornek. J (x) =2 fonksiyonunun grafiginden yararlanarak

1 (x) =2"-3 v¢ G (x) =2 fonksiyonlarinin grafigini ¢iziniz.
y grang
Coziim.

Fix)=2"—-3=f(x) — 3
G(x) =2 = f(x — 3)

Ornek. J (x) =2 fonksiyonunun grafiginden yararlanarak

M (x) =2 (2x) ve N (x) =2" fonksiyonlarinin grafigini ¢iziniz.
Cozim.

M(x) = 2(2°) = 2f(x)
N(x) = 27 = f(-x)



M(x)=2(2"%

flx)=2"

4 -2

N(x)=27" flx)=27

-4 -2 4 2 4 x

(1Y

y‘(ﬁjh—rm” .

% =3
Gy T
1Y ’

-G
i y=1
1 0 1 >




Tamim. € sayisi, 7 sayis1 sinirsiz olarak arttiginda

1+l
n

:

ifadesinin yaklastig1 say1 olarak tanimlanir.

Tamm. Her x € IR icin

n
1 2
10 2.50374246
100 2.704813829
1000 2.716923932
10,000 2.718145927
100,000 2.718268237
1,000,000 2.718280469
10,000,000 2.718281693
f(x)=¢

seklinde tanimlanan fonksiyona dogal kuvvet fonksiyonu denir.

A (x) =e fonksiyonunun grafigi :

X

—2

-1

0

fx) = ¢

0.1

0.4

1.0

2.7

74




flx) =e*

of @) =9 1 2 3 4 % = i B

Logaritma Fonksiyonu
g (x) =b" seklindeki her kuvvet fonksiyonu bire bir ve Orten
fonksiyondur. Dolayisiyla tersi vardir ve
g(x) =b" = y=b" = x=b
yazilir.
Tamm. x>0 ve b#1 pozitif bir sabit say1 ise

y=log,x < x=b
olmasidir. 10g, X ifadesi “Xin b tabanina gore logaritmas1” seklinde
okunur. (x) =log, x fonksiyonuna da O tabanma gore logaritma

fonksiyonu denir. Bu fonksiyon & (x) =b fonksiyonunun tersidir.
Logaritma fonksiyonu ile kuvvet fonksiyonunun bileskesi:
g(x) =b* ve f(x)=log,x(x>0,b>0,b%1)

1se, bu takdirde



gfx) =¥ =x  ve  f(g(x)) = log, b* = x
elde edilir.

Logaritmanin temel 6zellikleri

1. log,b=1 2. log,1=0 3. log,(b*)=x 4 b"®*=x

Logaritma Fonksiyonunun Grafigi
f (x ) =log, x fonksiyonu & (x) =b" fonksiyonunun  tersi

oldugundan, f fonksiyonunun grafigi & fonksiyonunun J=2X

dogrusuna gore simetrigidir.

Ornek. & (x) =2" ve f (x) =log, x fonksiyonlarinin grafiklerini

cizelim.
X -3 =2 =1 0 1 2 3
1 1 1
(x) = 2* — — — 1 2 4 8
L 8 4 2
1 1 1
f(x) = log; x -3 -2 -1 0 1 2 3







Logaritma Fonksiyonunun Ozellikleri

b#1 pozitif bir sabit say1 ise J (x)=log, x fonksiyonu

1. Tanim kiimesi pozitif reel sayilar, deger kiimesi /R olan bir

fonksiyondur.

2. X eksenini (L O) noktasinda keser. Grafik (b, 1) noktasindan
geger.

3. b>1 ise fonksiyon artandir. x =0 icin f(x) —>— 0 X—>®0
icin f (x) —> 0 olur.

4. 0<b<l1 ise fonksiyon azalandir. X —>90 igin f (x) —>— 0,

x—0 icin S (X) > olur.



Ornek. Asagidaki fonksiyonlarm grafiklerini ¢iziniz.
a. f(x)=log(x+3) b. f(x)=Ilog,x +3

f(x)=log, (x+3)

Tanim. J (x) =10g, X  fonksiyonunda H=10 ise f

fonksiyonuna 10 tabanina gore logaritma fonksiyonu denir ve bu
A (x) =10gx geklinde gOsterilir.
Eger A (x) =log, x fonksiyonunda b=e ise f fonksiyonuna

dogal logaritma fonksiyonu denir ve bu (x) =log, x=Inx geklinde
gostertilir.
Logaritma fonksiyonunun ozellikleri

b#1, M ve N pozitif reel sayilar olmak iizere

logy b =1 ve logy 1 =10

log,(b*) = x ve blosv* = x



Ornek. Asagidaki ifadeleri 1 katsayili tek bir logaritma seklinde

yaziniz.

a. 2Inx +%]n(x+4)

b. logs(x* — 4) + 3logs y — logs(x — 2)*

Cozim.
a. 2Inx + i]n(;;; + 4) = Inx? + ]1‘1(x + 4)1;’2

2
= In[x¥(x + 4)V?]
— In[x®™/(x + 3)]



b. logs(x* — 4) + 3logs y — logs(x — 2)?
= logs(x* — 4) + logs y* — logs(x — 2)*
= [logs(x* — 4) + logs y°] — logs(x — 2)*

= logs[(x* — 4)y’] — logs(x — 2)?
(2 - Yy
| (x = 2)

— _(I i 2](I _ Z)yz = |no. {1 + 2}‘”:"
= logs (x — 2) :| | .~'1-|: R :|

= log;

Taban Degistirme
x,a,b pozitif reel sayilar, @ #1 ve b#1 olsun. Bu takdirde

log, x

] —
o8 log, b

yazilir. Eger @ =e olursa

In x

1 —
o8y X n b

olur.
Ornegin,
In 18

log. 18 = =2 ~ 26309
083 In 3 ’

In 400
log, 400 = ~ 24111
et In 12




Ustel ve Logaritmik Denklemler
Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.

1.

5 = 40
log(5%) = log 40
xlog 5 = log 40

~ log 40

= ~ 2.3
log 5

X

31:‘—1 — |:}:r+2

In 371 = [n 5**?

(2x —1)In3=(x +2)In5

2xIn3 —In3=xIn5+2In5
2xIn3 —xIn5=2In5+1In3
x2In3 —In5)=2In5+1In3
~2In5+In3
 2In3—1In5

X

3.

log 2x — log(x — 3) =1
2x
1 =1
By =3
2x
x—3

2x = 10x — 30 X =

= 10!
15

4



4,

In(3x + 8) = In(2x + 2) + In(x — 2)

In(3x + 8) = In[(2x + 2)(x — 2)]
In(3x + 8) = In(2x? — 2x — 4)
3x + 8 =2x>—2x — 4

0 =2x®—5x— 12

0=(2x + 3)(x — 4)

or x =4

y =1In(Bx + 8) — In(2x + 2) — In(x — 2)

denklemi sadece bir noktada x-eksenini keser. O da X =4 noktasidir.

Dolayisiyla denklemin tek bir reel ¢oziimii vardir.

]
!
1




Ustel ve Logaritma Fonksiyonlarinin Tiirevleri

a#1 pozitif bir reel sayl, ¥, X e gore tiirevlenebilir bir fonksiyon

olmak tlizere

d d 1 —_ d_u
1. o [@*] = (In a)a* 2. a[a ] = (In a)a*
d 1 d 1 du
3 dx [log, x] = (In a)x + dx [log, u] = (In @)u dx
1.4 = elin . oldugundan
du
— [.{1"] — [e““ ap] = gv b elnax(In q) = (In a)a*.
bulunur.

Yine 3. tiirev formili

seklinde elde edilir.
Ornekler.

F o i x| — X
a. y’ = [2¥] = (In 2)2
b. y’ = % (23] = (In2)2%(3) = (3 In 2)2%

—sin x
(In10)cosx  1In 10

r

c. y' = di[lngcnsx]

tan x



Sonuc¢. Eger a =€ alinirsa

d X| = X i :l
a[&]—e dx[lnx] .

Ve

olur. Ayrica U, X e gore tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere

_ladu
dxlnu_udx’ u > 0.

Ornek
e 1’
u .’-A_"- . e =~y
p = &> y' = el‘%[?ix] = 3e¥
Ornek.
y=ty/Int=t(Int)'/? =
1 1
(P 1) 5
_1
= (lnt); +M
2t
1
=(In¢)2 + 1

2(Inz)2



Logaritmik Tiurev

Carpim, bolim ve kuvvet igeren formiillerle verilmis olan pozitif
fonksiyonlarin tiirevleri, tiirev almadan oOnce iki tarafin da dogal
logaritmasi alindiginda daha kolay bulunur. Bu islem tiirev almadan
once formiilleri basitlestirmek i¢in logaritma kurallarin1 kullanmamiza
olanak saglar.

Ornek.

_ (x — 2)?

y=——""—x F 2
' /x* + 1

fonksiyonunun tiirevini bulalim.
Cozim.
(x — 2)°
/x? + 1

'

Iny = In

Iny =2In(x — 2) — % In(x2 + 1)

)
y x—2 2\x% + 1

_ (.1‘—2)3[ x4+ 2x+2 ]
JZ+ 1L —2)x*+ 1)
(= 2)(x2 + 2x + 2)
(x2 + 1)3/2




Ornek.

B (x2 + 1)(x + 3)/?
N x— 1

x> 1

Cozim.

(x? + D(x + 3)"/?
x — 1

Iny = In
=In(x2+ Dx+3)"?) —In(x—1)
=InGxZ+ 1) +Inkx+3)"2—Inkx—1)

=In(x?+ 1) + %ln(x +3)—In(x — 1)

1dy 1 ] ] ]
— = «2x + = -
Y dx x2—|—l 2 x+3 x — 1

dy 2x 1 1
d__y 5 + .
X 2+1 2x+6 x-—1

dy (x2 + 1)(x + 3)1/2

2x |

dx x — 1 <x2+1+2x+6_x—1

1

fonksiyonunun tiirevini bulalim.

)



