BiR DOGRU BOYUNCA YONELEN KUVVET VEKTORU

Uc boyutlu statik problemlerinde, bir kuvvetin
dogrultusu, ¢ogu zaman, etki c¢izgisinin gectigi iki
nokta ile belirlenir. Sekilde gosterildigi gibi, AB
kablosu boyunca yonelen F kuvveti buna bir 6rnektir.
F'yi, kablo iizerinde A noktasindan B noktasina
yonelen r konum vektorii ile ayn1 dogrultu ve yone
sahip oldugunu goz oniine alarak, bir kartezyen vektor y
seklinde formiile edebiliriz. Bu ortak dogrultu, u = r/r

birim vektorii ile belirlenir. Buradan,

F = Fu =F(E) =F( (xg = x2)i + (5 — V)j + (25 — 20K >
r Vs —x0)%+ (v — ya)2 + (25 — 24)2

Analizlerde incelenecek yol;

F, 4 noktasindan B noktasina uzanan bir dogru boyunca etkiyorsa, asagidaki sekilde kartezyen
vektor formunda ifade edilebilir.

Konum vektérii: A’dan B’ye yonelen konum r vektorii belirlenir ve » biiylikliigli hesaplanir.

Birim vektér: Hem r hem de F’nin dogrultusu ve yoniinii tanimlayan u = r /  birim vektori
belirlenir.

Kuvvet vektorii: F biiyiikliigli ve u dogrultusu birlestirilerek, yani F = Fu yazilarak, F belirlenir.

ORNEK:

Sekilde gosterilen adam, ipi 70 N 'luk bir kuvvetle
cekmektedir. A mesnedine etkiyen bu kuvveti
kartezyen vektor seklinde ifade ediniz ve dogrultusunu
belirleyiniz.

COZUM:

F kuvveti, sekilde gosterilmektedir. Bu vektoriin
dogrultusu, yani u, A'dan B'ye uzanan r konum
vektoriinden belirlenir, F'yi kartezyen vektor seklinde
ifade etmek i¢in asagidaki yontem kullanilir.




Konum vektérii: Ipin ug noktalarmin koordinatlar1 4(0, 0, 7.5 m) ve B(3m, -2 m, 1.5 m) dir.
A’nin x, y ve z koordinatlarini1 B'ninkilerden ¢ikartarak konum vektorii olusturulursa;

r=0Bm-0)i+(—2m—0)j+ (1.5m — 7.5m)k = (3i — 2j — 6k)m

AB ipinin uzunlugunu gosteren, r’nin biiyiikligii;

r=3)?%+(-2)2+(-6)*=7m
Birim vektor: r ve F’nin dogrultusunu ve yoniinii tanimlayan birim vektor;

r_ 3i—2j—6k

U=z 7

Kuvvet vektorii: F’nin bliytikligi 70 N ve dogrultusu u ile tanimlandigina gore;

(31’ —2j— 6k>

F = Fu=70N = (30i — 20j — 60k)N
Sekil’ de gosterildigi gibi, koordinat dogrultu acgilar, r (veya F) ile orijini 4 'da olan yerel
koordinat sisteminin pozitif eksenleri arasinda Slg¢iiliir. Birim vektoriin bilesenlerinden,

3
a = cos™ ! (;) = 64.6% B = cos™! (7> =107%y = cos™? <7> = 149°

ORNEK: A

Kablolar, sekilde gosterildigi gibi, A'daki halkaya Fy3=100 N  Fus=100N
ve Fyc = 120 N kuvvetleri uygulamaktadir. 4'da etkiyen
bileske kuvvetin biiylikliiglinii hesaplaymiz.

COZUM:

Fr bileske kuvveti, sekilde gosterilmistir. Bu kuvveti, 6nce
F4p ve F4c’yi kartezyen vektorler seklinde formiile ettikten
sonra bunlarin bilesenlerini toplamak suretiyle, kartezyen
vektor seklinde ifade edebiliriz. F4z ve F4¢' nin dogrultular,
kablolar boyunca u4p ve u4c birim vektorleri olusturularak

belirlenir. Bu birim vektorler ilgili r4p ve rsc konum
vektorlerinden elde edilir.




Fus igin,

Iyg=@Am—0)i+(0— 0)j+ (0 —4m)k = (4i — 4k)m
g = +/(4)%2 + (—4)? = 5.66m

Tap 4 4 ;
F4g = 100N (—) = 100N <—l - —k) = (70.7i — 70.7k)N

Tap 5.66 5.66
F4c igin,
Iye=0lm-0)i+@2—- 0)j+ (0 —4m)k = (4i + 2j — 4k)m
e = N2+ (2)2 + (—4)% = 6m
Tac 4 2 4 . ,
F,g = 120N (—) = 120N (—l +-j — —k) = (80i + 40j — 80k)N
Tac 6 6 6
Bileske kuvvet;

= Fup + Fyc = (70.7i — 70.7k)N + (80i + 40j — 80k)N = (150.7i + 40j — 150.7/)N

Bileske kuvvetin bliyiikligii;

Fr = /(150.7)2 + (40)2 + (150.7)2 = 217N

IKi VEKTORUN SKALER CARPIM

Statikte, zaman zaman iki dogru arasindaki a¢inin veya bir kuvvetin bir dogruya paralel ve dik
bilesenlerinin bulunmas1 gerekir. Iki boyutluda bu problemler trigonometri ile kolayca
coziilebilir, ¢iinkii geometriyi gozde canlandirmak zor degildir. Ancak, ii¢ boyutlu uzayda bu
cogu zaman zordur ve bu nedenle ¢6ziim icin vektor yontemleri uygulanmalidir. Skaler ¢arpim,
iki vektoriin "carpimi” i¢in 6zel bir yontemdir ve yukarida belirtilen problemleri ¢6zmek icin
kullanilir.

A ve B vektorlerinin skaler carpimi, A . B seklinde yazilir ve "A skaler carpim B" diye okunur
ve A ve B'nin biiyiikliikleri ile iki vektor arasindaki € agisinin kosiniisiiniin ¢arpimi olarak
tanimlanir. Bu tanim denklem formunda, 0°< 0 < 180° olmak {izere, su seklinde yazilir.

A

/ A-B = ABcos#
> B

Bu ¢arpim adini sonucun bir skaler (vektor degil) olmasindan alir. Skaler carpima nokta ¢arpim
da denir.




Islem Kurallari:

1. Degisme ozelligi: A.B=B.A
2. Skaler ile ¢arpim: a(A.B) = a(A).B= A.a(B)

3. Dagilmakurali: A.(B+ D) =(A. B) + (A.D)
Onceki denklem kartezyen birim vektdrlerin skaler ¢arpimim bulmak i¢in kullanilabilir.
Ornegin, i.i = (1)(1)cos0° =1 ve i.j = (1)(1) cos90° = 0 olur. Benzer sekilde,
A-B=AJd+A,j+AK-(B,i + B,j+ BK)
=ABG-i) +AB(i-) +AB.(G K
+AB(j-1) +AB(j)) +AB.(j-k)
+ A B (k-i) + AB/(k-j) + AB.(k-k)

Skaler ¢arpim iglemlerini yaptigimizda sonug;

A-B=AB, +AB, +AB.

Buna gore, iki kartezyen vektoriin skaler carpimim belirlemek i¢in, karsi gelen x, y, z bilesenleri
carpilir ve carpimlar cebirsel olarak toplanir. Sonug bir skaler oldugundan, sonucta herhangi bir
birim vektor bulunmamasina dikkat etmek gerekir.

Uygulamalar: Skaler carpimin mekanikte iki 6nemli uygulama alam vardir.
1. Iki vektor veya kesisen dogrular arasindaki aci. A ve B vektorleri arasindaki 6 acisi su

ﬂ l‘ ]( '!"B ) ﬂn-c:[i-ﬁ: ]8[]0
—_] —

2. Bir vektoriin bir dogruya paralel ve dik bilesenleri. Sekildeki A vektoriiniin aa'
dogrusuna paralel veya bu dogru iizerindeki bileseni A, (4, = Acos 6) ile tanimlanir. Bu
bilesene A'nin dogru iizerindeki izdiisiimii de denir, ¢linkii olusturulurken dik ag1
meydana gelir. Dogrunun dogrultusu ua birim vektorii ile belirlenirse, u, = 1
oldugundan, A4, nin biiyiikliigii dogrudan skaler ¢arpimdan belirlenebilir.

As=Acos=A.u,

Buna goére, A'nin bir dogru iizerindeki skaler

Ay A izdiigimii, A ile dogrunun dogrultusunu
tanimlayan ua birim  vektdriiniin  skaler

B ‘,? carpimindan belirlenir. Bu sonug pozitif ise, Aa

4 —— % in yOni ua ile aynidir, buna karsin, 4, negatif bir

A, = Acosfu, . . o
skaler ise Aa, ua'nun tersi yonliidiir.



Vektor olarak gosterilen Aa bileseni Aa = Aau, seklinde belirtilir.

A’nin aa’ dogrusuna dik bileseni de elde edilebilir. Sekilde goriildiigii gibi A = Ax + Augik
oldugundan, Agik = A — Aa olur. Adik iki yolla elde edilebilmektedir. Birincisi, 8’ y1 skaler
carpimdan 0 = cos™ (A . us/A) seklinde elde edip, Auix = Asin 6’y1 hesaplamaktir. ikinci yol,
Aa biliniyorsa Pisagor teoreminden faydalanarak hesaplanabilmektedir,

Agir = (A)z - (Aa)z

ORNEK:

Sekilde gosterilen ¢erceveye F = {300} N yatay kuvveti
etkimektedir. Bu kuvveti, 4B elemanina paralel ve dik
bilesenlerini belirleyiniz.

B F={300j}N

d

X

COZUM:

F'nin 4B dogrultusundaki bileseninin biiyiikligi, F ile 4B’ nin i
dogrultusunu tanimlayan wup birim vektoriiniin  skaler
carpimina esittir.

20+ 6+ 3k
s V@P + (67 + (37

ug = = 0.286i + 0.857j + 0.429k

A

Fyp = Fcos 0 = F-ug = (300j) - (0.286i + 0.857) + 0.429k)
= (0)(0.286) + (300)(0.857) + (0)(0.429)
= 257.1N

Sonug pozitif bir skaler oldugundan, Fag'nin yonii us ile aynidir.
Fap’ yi kartezyen vektor seklinde ifade edersek;

Fis = Fapug = (257.1 N)(0.286i + 0.857j + 0.429K)
= {73.5i + 220j + 110k} N

Boylece, dik bilesen;
F, = F — F,5 = 300j — (73.5i + 220j + 110k)
= {—73.5i + 79.6§ — 110k} N

Biiyiikliigii, bu vektorden veya Pisagor teoreminden belirlenebilir;

F, = VP - B, = VB0ON) — (257.1 Ny
= 155N




ORNEK:

Sekildeki boruya B ucundan F = 80lb kuvveti
uygulanmaktadir. F ile borunun BA parcasi arasindaki 6

acisin1 ve F'nin, BA'ya paralel bileseninin biiytikliiglinii
belirleyiniz.

COZUM:

Once, B'den A'ya ve B’den C’ye giden konum vektdrlerini
olusturup, sonra bu iki vektor arasindaki € acisi

belirleyecegiz

l'ﬂi,i — {_Ei — Ej + lk} fl.. ?'Bﬂ — 3:&
e = {—3j + Lk} ft, mge = V10f

Tas “ Ipe (=250 + (—=23-=3) + (11
cos § = PATBC _ WO) + (=2)(=3) + (1x1) 0.7379 B

TeaTpc 3V10

# = 42.5°
F kuvveti sekilde gosterildigi gibi bilesenlere ayrilir. I
Fga = F . upa oldugundan, dénce BA dogrultusundaki birim S A
vektorii ve F kuvveti kartezyen vektor seklinde formiile edilir. / =
X F=80lb__—lF,

T 3 4" av E

F=280Ibl — ] =80 = —75.89j + 25.30k

Tsc V10

2. 2
Fgo = Frug, = (=75.89§ + zs.mkp(—ii o L1 )

2 , 2 ne amil L
=) (—E) + {—75.39}(— E) + (23-30}(3)

= 35901b

]
-

(78]
=t



PARCACIK DENGESI
UC BOYUTLU KUVVET SISTEMLERI

ZF=0

Parcacik iizerine etkiyen kuvvetler i, j, k bilesenlerine ayrilirsa;

Zin + Zij+ Zszz 0

Buna gore, su ii¢ skaler bilesen denkleminin saglanmasi gerekmektedir;

ZFx=0
ZFy=0
Y-

Bu denklemler, parcaciga etkiyen x, y, z kuvvet bilesenlerinin cebirsel toplamlarim
gostermektedir. Bunlar1 kullanarak, genellikle, serbest cisim diyagraminda gdsterilen agilar ve
kuvvetlerin biiyiikliikleri olan en fazla ii¢ bilinmeyen ¢6zebilmektedir.

Parcacigin dengede kalma durumu;

ORNEK: -
90 Ib'luk yiik, sekilde gosterilen kancadan asilidir. Yiik, / _A
iki ip ve k=500 1b/ft katsayili yay ile tutulmaktadir. 7 4"
Denge durumunda, iplerdeki kuvveti ve yayin gerilme Ap % 500 Th/ft
miktarini belirleyiniz. AD ipi x-y diizleminde ve AC ipi —(; T I
x-z diizleminde bulunmaktadir v
D
COZUM: X l 90 Ib

Yaym gerilme miktari, yaydaki kuvvet belirlendikten sonra
bulunabilir.

Serbest Cisim Diyagrami: Denge analizi i¢in 4 noktasi segilir,
clinkii ip kuvvetleri bu noktadan ge¢gmektedir. Serbest cisim
diyagrami sekilde gosterildigi gibi olusturulabilir.

Denge Denklemleri: Her bir kuvvetin kolayca x, y, z
bilesenlerine ayrilabildigi goriilmektedir, dolayisiyla ti¢ skaler
denge denklemi uygulanabilir. Pozitif eksenler boyunca
yonlenmis bilesenlerin pozitif olduklarini géz oniine alarak,

90 Ib




SF, = 0; Fpsin30° — () F.=0
2F, = 0; —Fpcos30°+ Fp =0
3F, = 0; ($)F-—901b=0
F-= 1501b
F, = 240 1b

Fyp = 20781b = 208 Ib

207.8 Ib = (500 Ib/ft)(s,5)

ORNEK:

Sekilde gosterilen 40 Ib'luk sandigr tasimak igin
kullanilan kablolarin her birinde ortaya ¢ikan kuvveti
belirleyiniz

COZUM:

Serbest Cisim Diyagrami: Sekilde gosterildigi gibi,
kablolardaki {i¢ bilinmeyen kuvveti "aciga ¢ikarmak"
icin A noktasinin serbest cisim diyagramini ele aliriz ve
denge  kosulunu uygulayarak bu  kuvvetlerin
biiytikliiklerini elde edebiliriz.

Denge Denklemleri: Once her bir kuvveti kartezyen
vektor formunda ifade edecegiz. B ve C noktalarinin
koordinatlar1 B(-3 ft, -4 ft, 8 ft) ve C (-3 ft, 4 ft, 8 ft)
oldugundan,

(1)
(2)
(3)

Fg

Fe

y
W=401b Y



. _F[ —3i — 4j + 8k J
T LV F (—ap + 8

= —0.318F,i — 0.424F,j + 0.848F k
—3i + 4j + 8k
FC . FC 7] 2 2
V(=37 + 4 + (8)?
= —0.318F i + 0.424F.j + 0.848F k
Fp = Fpi
W = {—40k} Ib

EF=0, FB+F(_~+FD+‘V=0

—0.318Fgi — 0.424Fzj + 0.848Fzk

—0.318F4i + 0.424F.j + 0.848F .k + Fyi — 40k = 0

1, J, k bilesenlerinin ayr1 ayri sifira esitlenmesiyle;

2F. =0 —0318Fp — 0318F¢ + Fp =0
2F, =0; —0.424Fg + 0.424F- = 0
2F, =0; 0.848Fg + 0.848F- — 40 = 0

F[) = 15.01b

ORNEK:

Sekilde gosterilen 100 kg'lik kutu, birine yay baglanmis
ii¢ iple tutulmaktadir. Her bir ipteki ¢ekme kuvvetini
belirleyiniz.

(1)
(2)
3)
z ’.1*1}
C P
W 6 1350 e
SN . 2m |
1200\ _im
et
g ‘
1.5 kN /m+



CcCOzZUM:

Serbest Cisim Divagrami: Her bir ipteki kuvvet, 4 &
noktasinin dengesi incelenerek belirlenebilir. Serbest
cisim diyagrami sekilde gosterilmistir. Kutunun Fc Fp
agirligt W =100(9.81) = 981 N'dur.

Denge Denklemleri: Serbest cisim diyagraminda her A
bir vektor, once kartezyen vektdr formunda ifade
edilir. Fp i¢cin D(-1 m, 2 m, 2 m)

F, = Fyi

F. = F.cos 120°1 + Fcos 135°% + Fcos 60°%k
= —0.5F¢i — 0.707Fj + 0.5Fck
—-1li+ 2j+ 2k
FD — FD - = =
V(=17 + @) + @)
= —0.333Fpi + 0.667Fpj + 0.667Fpk
W= {—981k} N

SF=0; Fp +F-+ Fp, + W=10
Fgi — 0.5F¢i — 0.707F¢j + 0.5Fck
—0.333F,i + 0.667F,j + 0.667F,k — 981k = 0

SF, = 0; Fp; — 0.5F. — 0.333F, = 0 (1)
SF, =0; —0.707F - + 0.667F, = 0 (2)
SF, =0; 0.5F + 0.667F, — 981 = 0 (3)
F.= 813N
F, = 862N



KUVVET SISTEMI BILESKELERI
Bir Kuvvetin Momenti — Skaler Gosterim

Bir kuvvetin bir noktaya veya bir eksene gére momenti, kuvvetin bir cismi bu nokta veya eksen
etrafinda dondiirme egiliminin bir dlgiisiinii gosterir. Ornegin, ingiliz anahtarinim koluna dik
etkiyen ve O noktasindan d, mesafesinde bulunan sekilde gosterilen Fx, yatay kuvvetini ele
alalim. Bu kuvvetin boruyu z ekseni etrafinda dondiirme egiliminde oldugu goriilmektedir.
Fx’in neden oldugu bu déonme egilimine zaman zaman tork dendigi olur, fakat genellikle buna
bir kuvvetin momenti veya kisaca (Mo),, momenti denir. Ozellikle, moment ekseninin (z), Fx
ve d,’yi igeren (x-y) tarali diizleme dik olduguna ve bu eksenin diizlemi O noktasinda kestigine
dikkat ediniz. Ikinci sekilde gosterilen anahtara F, kuvvetinin uygulanmasini ele alalim. Bu
kuvvet, boruyu z ekseni etrafinda dondiirmez, onu x ekseni etrafinda dondiirme egilimindedir.
Gergekte boruyu bu sekilde dondiirmesi miimkiin olmadig1 halde, yine de F, dondiirme egilimi
yaratir, dolayistyla (Mo)x momenti iiretilir. Onceki gibi, kuvvet ve dj, moment eksenine (x) dik
olan (y-z) tarali diizlemde yer alir. Anahtara Fy kuvveti uygulanirsa, O noktasina gore hig
moment iiretilmez. Buna, kuvvetin etki ¢izgisinin O'dan gecmesi ve dolayisiyla higbir
dondiirme egiliminin olmamasi neden olur.

|
ki

Bahsedilen bu durumu genellestirerek, asagida sekilde gosterilen sistemde diizlemde bulunan
F kuvvetini ve O noktasini ele incelendiginde, O noktasina veya O'dan gecen ve diizleme dik
olan eksene gore Mo momenti vektorel bir biiyiikliktiir, ¢linkii belirli bir biiyliklik ve
dogrultuya sahiptir.

Moment Ekseni

| { Biiyiikliik: Mo’ 1n blyikIigi:
' Mg, = Fd
'T Mg
e Buradaki d, moment kolu veya O noktasindaki eksenden
a sy kuvvetin etki cizgisine dik uzaklik olarak adlandirilir.

Moment biiytikliigliniin birimleri, kuvvet ¢arp1 uzakliktan
olusur, N x m gibi.

Dinme Eksen

Dogrultu: Mo’ in dogrultusu (ve yonii) "sag el kurali"
kullanilarak belirlenir. Bunun i¢in, sag elin parmaklari,
kuvvet O noktasit etrafinda donme saglayabildiginde
ortaya ¢ikan donme yOniinii izleyecek sekilde kivrilir. Bu
takdirde, basparmak, F ve d’yi iceren tarali diizleme dik
ve yukart dogru olan moment vektoriiniin dogrultu ve
yoniinii veren monteni eksenini isaret eder.




Diizlemsel Kuvvet Sisteminin Bileske Momenti:

Bir kuvvet sistemi x-y diizleminde yer alirsa, her bir kuvvetin O'ya gore momenti z ekseni
yoniinde olacaktir. Bundan dolayi, sistemin Mgro momenti, biitiin kuvvetlerin momentlerinin
cebirsel toplami alinarak belirlenebilir, ¢linkii biitlin moment vektdrleri ayni dogrultudadir. Bu
vektor asagidaki sekilde ifade edilir. Burada, denklemin yanindaki saatin tersi yondeki yay,
skaler isarete uymak amaciyla, herhangi bir kuvvetin momentinin, z ekseni yoniindeyse pozitif,
-z ekseni yoniindeyse negatif olacagini gdstermek amaciyla kullanilmigtir.

F, Y C+(Mg), = ZFd:  (Mg), = Fdy — Fydy + Fd,
F,
d~ M M:y}\
T | wd
O X
e
F;

ORNEK:
Sekilde gosterilen gerceveye etkiyen 800N’luk kuvvetin | I T .
A, B, C ve D noktalarina gore momentlerini belirleyiniz. :}L:r
| 3] _”": - : ”""1_“
B C  F{F=3800N
COZUM (SKALER ANALIZ) 1.5 m
N\ |
M4 =800N x (2.5m) =2000 N.m Blel— {
M= 800N x (1.5m) = 1200 N.m ) - o
' iz E

M, = 800N x (0m) = 0 N.m (F’nin etki ¢izgisinin C’den ge¢gmesinden ab\a
dolayn)
M, = 800N x (0.5m) = 400 ij



ORNEK:

Sekilde gosterilen kare plagin diizleminde bulunan 20 N'luk
kuvvetin, O noktasina gore en biiylilk momenti yaratmasi
i¢in, kuvvetin dogrultusu ve P uygulama noktasinin konumu
ne olmalidir? Bu moment nedir?

COZUM (SKALER ANALIiZ)

Kuvvetin yarattigi momentin maksimum olmasi isteniyor,
dolayisiyla kuvvet plaga O noktasindan en uzak mesafede
etkimelidir. Bu nedenle, uygulama noktasi, sekilde
gosterildigi gibi, karenin kdsegen Tlzerindeki kosesi
olmalidir. Plagin O noktas1 etrafindaki doniisiiniin saatin tersi
yonde olmasi icin, F, 45° < ¢ <180° acistyla etkimelidir. En
biiyiilk moment F'nin etki ¢izgisi d'ye dik oldugu zaman, yani
¢ =135° iken olusur. Buna gore, maksimum moment;

.

M, = Fd = (20N)(2V2m) = 56.6 N.m ./

ORNEK:

Sekilde gosterilen kare plagin diizleminde bulunan 20 N'luk
kuvvetin, O noktasina gore en biiylilk momenti yaratmasi
i¢in, kuvvetin dogrultusu ve P uygulama noktasinin konumu
ne olmalidir? Bu moment nedir?

COZUM (SKALER ANALIZ)

d moment kolunu olusturmak i¢in, her bir kuvvetin etki
cizgisi kesikli cizgilerle uzatilmistir. Ayrica, kuvvetin
elemana verecegi donme egilimi de gosterilmistir. Bundan
baska, kuvvetin dondiirme yoni renkli yay ile

gosterilmektedir. Buna gore;
Y

(@) Mo = (100N)(@m) =200 N.m
(b) My = (S0N)(0.75m) = 37.5 N.m+

-
(c) My = (40lb)(4ft + 2c0s30°ft) = 229 Lb. ft+

e !

(d) My = (601b)(1cos45°ft) = 42.4 1b. ft./
\‘

(e) My = (7kN)(4m — 1m) = 21 kN.m ./

o : |

}
2 oos 30° i

o

1ft is 1sin45° fi

60lb




ORNEK:

Sekilde gosterilen c¢ubuk iizerine etkiyen dort

kuvvetin O noktasina gore bileske momentini
belirleyiniz.

COZUM (SKALER ANALIZ)

-
ZFd

S+ (Mg)o
—50N(2m) + 60N (0) + 20N (3sin30°m — 40N (4m + 3cos30%°m

k.
334 N.m #
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