Vektorel Carpim

A ve B vektorlerinin vektorel carpimi su sekilde ifade edilebilmektedir.
C = A x B (A vektorel carpim B, esittir C)

C vektoriiniin biiytikligi C = ABsin6

C vektoriiniin yonii A ve B vektorlerini igceren diizlemine diktir ve sag el kuralina gore
belirlenmektedir. Asagidaki sekilde gosterildigi gibi sag elin parmaklar1 A'dan B'ye dogru
kivrildiginda, bagparmak C’ nin yoniinii gosterir.

C'nin dogrultusu ve yoniinii bilindigi takdirde;

C = A x B=(4Bsinf)uc

(€ Russell C. Hibbeler)

Uyveulama Kurallari:

e Degisme 0zelligi gecerli degildir. YaniAx BB x A
Sag el kuralina gére B x A, A x B’nin ayni biiylikliigline
sahip olmasina karsin, yonii zit olmaktadir.

e Vektorel carpim bir skaler biiylikliik ile g¢arpilirsa su
sekilde gosterilebilmektedir.
oAxB)=(aA)x B=Ax (aB)=(A x B)x

o Vektor carpimi dagilma 6zelligine sahiptir.
Ax(B+D)=(AxB)+(AxD)

- =RBXA
(© Russell C. Hibbeler)

Kartezyen Vektor Gosterimi

Kartezyen birim vektor i x j’yi bulmak i¢in, vektoriin biiyiikligi (i)(j)sin90 = (1)(1)(1)=1 ve
yonii de sag el kuralina belirlenir ve sekilde gosterildigi gibi vektoriin yonii +k yoniindedir. Bir
daire olusturarak, iki vektoriin vektorel carpimi saatin ters yoniinde karsilik gelen tigiincii birim
vektordir denilebilir, yani k x i =j, i x k = -j.

k=iXj i (© Russell C. Hibbeler)



A ve B vektorleri i¢in genel olarak gosterildigi takdirde;
A x B=(Aid+ Ayj + Ak) x (Bxi + Byj + Bk)
= Ax Bx(i + 1) + Ax By(i + j) + Ax B(it+ k)
+ AyBx(+1) + Ay By + j) + Ay Bo(j + k)
+ A; Bx(k+1i) + A; By(k +j) + Az, B(k + k)
Sonug olarak;
AxB=(AyB;—-A;By)i—-(Ax B, - A; By)j + (Ax By— AyBy)k

Determinant formunda;

i j k
AxB= Ax Ay Az
B, B, B,

Bir Kuvvetin Momenti — Vektorel Gosterim

Moment axis

O noktasina gore F kuvvetinin momenti
‘ (moment ekseninin O noktasindan ge¢mesi

=9 ve O noktast ve F kuvvetinin bulundugu
T diizleme dik olmasi durumunda) vektorel
carpim  seklinde su  sekilde ifade
A edilmektedir.
F
My=rxF

r vektorii O noktasindan F kuvvetinin etki
o P ¢izgisi boyunca herhangi bir noktanin konum
vektoriinii gostermektedir.

Vektorel carpim sonucu My’ 1n biiytikligi
My = rFsinf

0 r ve F vektorleri arasindaki acidir.

Moment kolu: rsinf

Moy = rFsinf = F(rsinf) = Fd

(© Russell C. Hibbeler)

M)y vektoriintin dogrultu ve yonii sag el kurali uygulanarak belirlenir. Kuvvetin dogrultusunda
sag el parmaklarin1 kivirarak, basparmak yukari yone ve r ve F kuvvetini iceren diizleme dik
yonlendirerek bulunur.



Kuvvetin tasinabilirligi

Sekildeki gibi uygulanan F kuvvetini incelersek, O
noktasina gore F kuvvetinin olusturdugu moment
r konum vektoriinlin O’dan F’nin etki ¢izgisi
iizerindeki herhangi bir nokta gbz Oniinde
ol bulundurularak hesaplanabilmektedir.

Line of action

Dolayistyla;

My=rixF=rmxF=r3;xF

Mloment

Kartezven Vektor Gosterimi o \ ‘ F

-“r.l
X, Yy, z koordinat sisteminde r konum vektori ve F \
kuvveti kartezyen vektor olarak su sekilde ifade
edilmektedir.

i j Kk
M0=er= Iy Ty T
F, F, F

ry, 1y, ¥z konum vektoriiniin O noktasindan kuvvetin
etki c¢izgisine olan herhangi bir noktanin x, y, z
bilesenlerini géstermektedir.

F., F,, F. Kuvvet vektoriiniin x, y, z koordinat
eksenlerindeki bileskelerini gostermektedir.

(© Russell C. Hibbeler)

Determinantin agilimi;

MOZ(ryFZ_rsz)i_ (erZ_rzFx)j+<ery_rny)k

Buradaki {i¢c moment bileseninin fiziksel anlami yukardaki sekil incelenerek aciklanabilir.
Ornek olarak, My'n i bileseni Fx, Fy ve F, kuvvetlerinin x eksenine gdre momentlerinden
hesaplanir. Fx kuvveti x eksenine paralel olmasindan dolayi, x ekseni etrafinda donmeye yol
acmaz. Fy kuvvetinin etki ¢izgisi B noktasindan geger ve bu nedenle Fy kuvvetinin x ekseni
iizerindeki 4 noktasina gére momentinin biiyiikligii 7., olur. Sag el kuralina gore, bu bilesen
negatif i yoniinde etkisi olusur. Dolayistyla, (Mo)x = (7, Fz — 7z Fy)i olarak elde edilir.

Kuvvet Sisteminin Bileske Momenti:

Bir cisme sekildeki gibi kuvvetler etki ettiginde, O noktasinda
olusacak bileske moment, her bir kuvvetin O noktasinda
meydana getirecegi momentlerin vektorel toplami olarak ifade
edilmektedir.

Mr)o=2(rxF)

(© Russell C. Hibbeler)



ORNEK:

Sekilde gosterilen kuvvetin O noktasinda olusturdugu
momenti kartezyen vektor seklinde hesaplayimiz.

CcCOzZUM:

r4 ve rp konum vektorleri O noktasinda F kuvvetinin meydana
getirecegi momenti bulmak icin kullanilacaktir.

r, = (12Kk)m verg = (4i+ 12j)m
F kuvvetini kartezyen vektor olarak ifade edersek;
(4i+ 12j—12k)m
J@EmM)? + (12m)? + (—12m)zl

= (0.4588i + 1.376j — 1.376k)kN

F = FuAB S ZkN

i j K
MO =I X F= 0 0 12
0.4588 1.376 —1.376

(© Russell C. Hibbeler)

[0(—1.376) — 12(1.376)]i — [0(—1.376) — 12(0.4588)]j + [0(1.376) — 0(0.4588)]k
(—16.5i + 5.5j) kN.m

Diger bir yolla;

i j k
My=rzxF=| 4 12 0
0.4588 1.376 —1.376
[12(~1.376) — 0(1.376)]i — [4(—1.376) — 0(0.4588)]j + [4(1.376) — 12(0.4588)]k

(-16.5i + 5.5j) kN.m



ORNEK:

Sekilde gosterilen ¢ubuga 2 kuvvet etki etmektedir. O
noktasinda olusan bileske momenti kartezyen vektor seklinde
hesaplayiniz.

COZUM:

r4 ve rp konum vektorleri O noktasinda F kuvvetinin meydana
getirecegi momenti bulmak icin kullanilacaktir.

r, = (5j)ft verg = (4i+ 5j — 2K)ft

(Mg)o ZZFXF

S rAxF1+ erFZ

i j kK i j kK
=lo 5 o|+]|0 5 0
—60 40 201 I80 40 -30

[5(20) — 0(40)]i — [0]j + [0(40) — 5(—60)]k

F, = [—60i + 40j + 20k) Ib

+[5(=30) = (=2)(40)]i — [4(=30) — (=2)(80)]j + [4(40) — 5(80)]k

= (30i — 40j + 60K) Ib. ft

Momentin buyiikliigii;

Mgy = /(30)% + (—40)2 + (60)2=78.10 Ib. ft
Moment ekseninin dogrultusunu tammlayan birim vektor;

Mg,  30i — 40j + 60k
Mpo 78.10

u= = 0.384i — 0.512j + 0.768k

Koordinat dogrultu acilari;

cosa=0.3841; oa=67.4°
cosf=-0.521; p=121°
cosy=0.7682; y=39.8°

| 21t
}
s/
410t
BW
e S—
F, = (80i + 40j — 30k} 1b
F)
(© Russell C. Hibbeler)
(M,ﬂu = (30i — 405 + 60k} Ib-ft
LAy =398
B8=121

%
(© Russell C. Hibbeler)



Momentler Kurah

Varignon’s teoremi olarak ta bilinen ve vektorel carpimin dagilma 6zelliginin kullanilmasina
dayanan bu kural, bir kuvvetin bir noktaya goére momentinin, bu kuvvetin bilesenlerinin bu
noktaya gore momentlerinin toplamina esit oldugunu ifade etmektedir.

Ornek olarak, sekildeki F kuvvetini iki bilesenine ayrrdigimizda,
bilesenlerin O noktasinda meydana getirecegi moment degeri, F
kuvvetinin O noktasinda olusturacagi moment degerine esittir.
Dolayisiyla su sekilde ifade edilebilmektedir;

Mo=rxF=rx(Fi1+F)=rxFi+rxF;

Iki boyutlu problemlerin ¢oziimiinde, momentler kuralini
uygulayarak, kuvveti iki dik bilesenine ayirip skaler olarak moment
degerini hesaplayabiliriz.

Ayrica kuvvetin O noktasina dik mesafesini hesaplayarak ta moment
degeri elde edilebilir.

(© Russell C. Hibbeler)

My=Fd

ORNEK:
Sekilde gosterilen ¢ubukta O noktasima etki eden momenti
hesaplayiniz.

COZUM 1: )
Moment kolu; d = (3m) (sin 75%) =2.898 m '
™~ ~——d, = 3 cos 30° m —
Moment; My = Fd = (5kN)(2.898 m) = 14.5 kN.m« . e

. . d,=3sin30°m
COZUM 2: :
Kuvveti x ve y bilesenlerine ayrilarak ta ¢oziilebilir. Saatin ter
yonii pozitif oldugunu goz o6niinde bulundurarak;

/

F, = (5 kN) sin 45°

X

-+ MO = — dey - Fydx
= — (5c0s45° kN)(3sin30°m) — (55in45° kN)(3c0s30° m)
~

F,. = (5kN) cos ?:’f{
¥

=—14.5kN.m = 14.5 kN.m+

COZUM 3:

Kuvveti ¢ubuga dik ve paralel olacak sekilde bilesenlerine
ayirirsak, F, bileseni O noktasima herhangi bir moment
olusturmayacaktir ve dolayisiyla;

-

| M() = _ Fydx (© Russell C. Hibbeler)
=—(5sin75° kN)(3m)

=—14.5kN.m = 14.5 kN.m+



ORNEK:

Sekilde gosterilen destegin kdsesine etki eden F kuvvetinin O
noktasinda meydana getirecegi momenti hesaplayiniz.

SKALER COZUM
/
“+ Mp= 400sin30°N(0.2m) — 400cos30°N(0.4m)

~
=—-98.6 NNm=14.5 N.m+

VEKTOREL COZUM:

r=(0.4i— 0.2j)m

F = (400sin30% — 400co0s30°j)N = (200i — 346.4j)N
i j k
04 -02 0

200 —346.4 20

= [5(20) — 0(40)]i — [0]j + [0(40) — 5(—60)]k

+0i — 0j + [0.4(—346.4) — (—0.2)(200)]k

MO =rxF=

= (—98.6k) N.m

Bir Kuvvetin Belirli Bir Eksene Gore Momenti

Baz1 durumlarda, bir kuvvetin belirli bir eksen etrafinda
meydana getirdii momenti bulmak gerekebilir. Sekilde
gosterilen bir tekerlegin vidasi bir anahtar vasitasiyla gevsetmek
istenirse, uygulanacak kuvvet O noktasindan gecen moment
ekseni etrafinda donme etkisi olusturacaktir ve buda sadece y
ekseni etrafinda bir donmeye sebep olmus olur. Dolayisiyla,
meydana gelen toplam momentten ziyade y ekseninde olusan
moment yeterli olacaktir.

Skaler Analiz:

Sekildeki 6rnegi ele alacak olursak, moment kolu ya da kuvvetin
etki ¢izgisinin eksene dik uzaklig: su sekilde olusur;

dy=d cost
F kuvvetinin y eksinde meydana getirdigi moment;

M, = Fd, = F(d cos0)

F=400N

400 sin 30° N

—— 0.4 m —

400 cos 30° N

F

(© Russell C. Hibbeler)

\ Moment axis

(© Russell C. Hibbeler)



Vektorel Analiz:

Sekildeki gosterilen F kuvvetinin y eksenine gére momentinin
vektorel olarak elde edilmesi gerekiyorsa, oncelikle y ekseninde
herhangi bir O noktasinda kuvvetin meydana getirecegi
momentin hesaplanmasi gerekmektedir.

Myo=rxF

My ’n y eksenindeki izdiisiimii, y ekseni boyunca bileskesi My
olmaktadir. Onceki béliimlerde gordiigiimiiz nokta carpim
kullanilarak;

My=j.Mo=j.(rxF)

Genel bir ifadeyle, sekilde gosterildigi gibi a ekseni boyunca u,
birim vektoriinii belirleyerek su ifade yazilabilir;

Mi:=u,.(rxF)

i jJ Kk
M, = [uaxi + uayj + uazk]. Iy Ty T
E F F

=uax(rsz_Vsz)— uay(erz_VzFx)+uaz (VxFy—Vny)

Ug, Ug, Ug,
M, =u,. rxFH) =% T T
E. E K

Axis of projection

Ug,,Uq, Ug, o ckseni boyunca birim vektorin x, y, z
y (© Russell C. Hibbeler)

bilesenlerini gostermektedir.

Ty, Ty, Ty o ekseninde herhangi bir O noktasindan kuvvetin etki
cizgisi lizerindeki herhangi bir 4 noktasinin konum vektdriiniin
x, v, z bilesenlerini gostermektedir.

E., F,, F, kuvvet vektoriiniin x, y, z bilesenleridir.



ORNEK:

Sekilde gosterilen ¢ubuga etki eden F kuvvetinin AB ekseni
boyunca meydana getirecegi M momentini hesaplayiniz.

COZUM:
Cubugun AB ekseni boyunca tanimlanan birim vektor ug;

r, (0.4i+02))
s /(0.4m)Z + (0.2m)?2

Up =

= 0.8944i + 0.4472j

r vektorii AB eksenindeki herhangi bir noktadan kuvvetin etki
cizgisi tizerindeki herhangi bir nokta olarak
tanimlanabilmektedir. Yani rc, rp, rzc ya da rap kullanilabilir.

rp=(0.6i) m
F = (-300k) N
0.8944 0.4472 0 .
My = ug. (rpxF)=1 0.6 0 0 (© Russell C. Hibbeler)

0 0 —300

=0.8944[0(=300) — 0(0)] — 0.4472[0.6(=300) — 0(0)] + 0[0.6(0) — 0(0)] = 80.50 N.m
Islemin pozitif cikmas1 Mz ve ug birim vektdriiniin yonlerinin ayni oldugunu gostermektedir.
M. momentini kartezyen vektor seklinde gosterecek olursak;

M.z = MLisus = (80.50 N.m)(0.8944i + 0.4472j) = (72.0i + 36.0j) N.m



ORNEK:

Sekildeki F kuvvetinin OA4 ekseni boyunca meydana getirecegi

momenti hesaplayiniz.

COZUM:

F kuvvetinin OA ekseni boyunca olusturacagi moment

Mo4 =uo4 . (r x F). r konum vektorii OA4 eksenindeki herhangi
bir noktadan kuvvetin etki c¢izgisi iizerindeki herhangi bir
nokta olarak tanimlanabilmektedir. Yani rop, roc, r4p ya da

r4c kullanilabilir.

Toa (0.3i + 0.4j)

Upyg =

= 0.6i + 0.8j

rop = (0.5 + 0.5k) m

|y
Tcp

Toa  \[(0.3m)% + (0.4m)2

(0.4i + 0.4j + 0.2K)m

= (300N) (

= (200i + 200j + 100K)N

Mos=uo4 . (rop x F)

0.6 0.8 0
0.5 0 0.5
200 —200 100

J(0.4m)2 + (—0.4m)% + (0.2m)2

= 0.6[0(100) — (0.5)(—200)] — 0.8[0.5(100) — (0.5)(200) + 0 = 100 N.m



Kuvvet Cifti (Couple)

Bir kuvvet cifti siddetleri esit fakat yonleri zit iki paralel kuvvetten meydana gelir.

Yani, kuvvet ¢iftinin momenti moment merkezinden (referans O noktasi) bagimsizdir. Bu
nedenle kuvvet ¢iftinin momenti bir “Serbest Vektor” diir.

Vektorel olarak:

Mo =raxF +rex(-F)
=(ra-rg)x F=rxF

Kuvvetin bir noktadan bir noktaya tasinmasi:




Ornek Problem: Sekilde verilen 400 N’luk iki kuvvetin; a) O noktasina, b) A noktasina
gbre momentini bulunuz.

Coziim:
|
. : *400 N Kuvvet ¢iftinin momenti;
< Ld - —
- M= Fd = 400(7)
1
S Tt S = 2800 N-m
L
o
woNy b M, = 400(3) + 400(4) = 2800 N-m CCW
1 |
S ) M, = 400(5) + 400(2) = 2800 N-m CCW
3m 2m2m

Iki siktaki sonuglar aym ¢ikmustir. Sonug olarak kuvvet ¢ifti ile ilgili olan moment degerinin
moment alinan noktadan ba unu sOyleyebiliriz. Momenti,

M, = Fd = 400(7) = 2800 N-m P

Ornek Problem: Sekilde verilen 400 N’luk yatay kolu O noktasina (esdeger bir kuvvet ve
moment ¢ifti olarak) indirgeyiniz.

Coziim:

400 N

200 mm

69.3 N-m

M = Fd =400 (0.200 sin 60°) = 69.3 N-m




Kuvvetler Sisteminin indirgenmesi

M:=r;xF;
Fq, F» ve F3 iin Esdeger bir kuvvet ve Kuvvet ve Momenti
O’ya taginmast momente indirgeme tek kuvvete indirgeme
60 2m ‘ Sm ‘ Ornek Problem: Sekildeki plakaya etkiyen
b hsoN kuvvet c¢ifti ve kuvvetleri esdeger bir kuvvete
D . e —— ] indirgeyiniz.
| I: 140 N-m
2m | 1 = -
| 1 80N
2m| ! 5
40N-—1)--— - Q.—4
m

EF_I-] Ry =40 + 80 cos 30° - 60 cos 45°= 66.9 N
2Fy]  Ry=150+80sin 30° + 60 sin 45°=132.4 N

R=JRZ+R?] R=/(66.9)?+ (13247 =1483N

— tan-l 132.4 — K2 Do
] f= tan 6.0 63.2

= 2(Fd)] M, = 140 - 50(5) + 60 cos 45°(4) - 60 sin 45°(7)
=-237 N.-m

|M| =237 Nm




Tek kuvvete indirgeme:
Bunun i¢in dort metot kullanilabilir:

1.
[ R=1483N
N [Rd = |M,|]
1.600 m g=163.2° . _
I 1.483d = 237
. :
\ OTRGTE d=1.600m
\"-...__../ B
2.

*’ AR R, b = M,

b =% =1.792 m

R.d = |M,|

237 _,
66.9 -

c= 54 m

4.Daha genel bir yaklasim i¢in vektorel analiz kullanilabilir:

burada r, O’dan baglayip R’nin ekti ¢izgisi iizerindeki herhangi bir noktada biten bir konum
vektoridiir.

(xi + yj) x (66.9i +132.4) = -237k [MM 13 4x - 66.9y = -237

(132.4x - 66.9y)k = -237k

X=0 i¢cin Yy=3.54 m bulunur.

y=0 icin x=-1.792 m bulunur. Skaler ¢6ziimle ayn1 sonuglar elde edilir.



ORNEK

Kupl momenti skaler ve vektorel olarak
bulunuz.

CcOZUM:
Skaler Coziim:

F=25N
d=06c0s30"=52m

M =Fd =(25m)(5.2m)
M =129.9 Nm

M, = 1, x(~25k )+ 1 x (+25k)
M, = 8jx(-25k)
+(6cos 30%i + 8- 6sin 30°k) x (+25k)

M =—200i —129.9j+ 200i = (—129.93‘)' Mo

(
- (—130j)Nm
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