BOLUM 4
4.1. HALKALAR

Tanim 4.1.1. H bostan farkli bir kiime, @ ve ©, H de iki i¢ islem olsun. Asagidaki aksiyomlar (6zellikler)

saglanirsa (H,®,®) cebirsel yapisina bir halka denir.

HI) (H,®) bir degismeli gruptur.

H2) © isleminin / de birlesme 6zelligi vardir. Yani Va,b,c € H igin (a ©b)Oc=aO(bOc) dir.

H3) © isleminin @ islemi lizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir. Yani Va,b,c € H igin

aQ(b®c)=(a0b)®(a®c) ve (a®b)Oc=(a®c)®(bOc) olur.

Not: Tanimda gecen @ sembolii yerine genellikle +, © sembolii yerine de genellikle - kullanilacaktir.

Not: (H,+,-) bir halka olsun. A nin + iglemine gore etkisiz elemanima halkanin sifir elemam veya sifiri

denir ve genellikle 0, veya sadece 0 ile gosterilir. A nin - islemine gore etkisiz elemani olmayabilir. Eger

- islemine gore de etkisiz eleman1 varsa bu elemana halkanin birim elemani veya birimi denir ve



genellikle 1,, veya sadece 1 ile gosterilir, boyle bir halkaya da bir birimli halka denir. Halka ikinci isleme

gore degisme Ozelligine sahipse bu halkaya bir degismeli halka denir.

Not: Gruplarda oldugu gibi halkalarda da iki eleman i¢in tanimli + ve - islemleri sonlu sayida eleman i¢in
de tanimlidir. Bu durumda genel birlesme ve genel dagilma 6zellikleri de saglanir. Yani A bir halka olmak
uzere Va,,a,,...,a,,b,b,,...b, € H i¢in
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Teorem 4.1.2. H bir halka olsun. Bu durumda,
(1) VaeH i¢ina0,, =0,a =0, olur.

(ii) Va,be H igin a(-b)=(-a)b=-(ab) olur.

(i)  Va,beH i¢in (—a)(-b)=ab olur.

(ivy  Hbirimli ise Va e H i¢in (-1, )a=a(-1,)=-a olur.

(v)  Hbirimliise (-1, )(-1,)=1, olur.

Ispat: (i) Herhangi aeH alalm. 0,+0, =0, oldugundan a(0, +0,)=a0, olup H bir halka
oldugundan @0, +a0, =a(0, +0, )=a0, olur. Budurumda 0, +a0, +(~(a0,))=a0, +(-(a0,))
olup a0, +(—(a0,))=0, oldugundan a0, +0, =0, ve buradan da a0, =0, elde edilir. Benzer

sekilde 0,,a =0,, oldugu gosterilebilir.



(i) Herhangi a,beH alahm. b+(-b)=-b+b=0, ve H bir halka oldugundan (i) sikkindan
ab+a(-b)=a(b+(-b))=a0, =0, ve a(-b)+ab=a(-b+b)=a0, =0, olup a(-b) elemam ab
elemanmim H de + islemine gore tersi olur. O halde a(—b)=—(ab) olur. Benzer sekilde (—a)b=—(ab)

oldugu gosterilebilir.

(iii) H deki bir elemanin + iglemine gore tersinin tersi kendisine esit oldugundan (ii) sikkindan Va,b e H
igin (—a)(~b)=(—(-a))b = ab olup istenen elde edilir.

(ivy H birimli olsun. Bu durumda (ii) sikkindan Vae H igin (-1,)a=-(l,a)=—-a ve
a(-1,)=-(al,)=-a olup (-1,)a=a(-1,)=-a olur.

(v) H birimli olsun. Bu durumda (iii) sikkindan (-1, )(-1,)=1,1, =1, olup istenen elde edilir.

Not: H bir halka olmak iizere Va,be H igin a(-b)=(-a)b=—(ab) oldugundan —(ab) yerine —ab

yazilacaktir.



Tanim 4.1.3. H bir halka ve ae€ H olsun. —a ya a elemaninin ters isaretlisi veya karsit1 denir, a

elemaninin varsa « islemine gore tersine de a elemanmin tersi denir ve genellikle a' ile gosterilir.

Tamm 4.1.4. H ={0,,} tek elemanli bir halkadir. Bu halkaya sifir halka veya asikar halka denir. Genel

olarak halka sifir halkadan farkli kabul edilir.

Teorem 4.1.5. Birimli bir halkada birim ve sifir elemanlar birbirinden farklidir.

Ispat: H bir birimli halka olsun. 1, # 0, oldugunu gésterirsek istenen elde edilir. Eger 1,, =0, olsa
Vae H i¢in a=al, =a0, =0, olup H={0,} olur ki bu da halkanin sifir halkadan farkl: kabul

edilmesiyle ¢elisir. O halde 1,, # 0,, olup istenen elde edilir.

Tamm 4.1. 6. H birimli ve degismeli bir halka ve halka H —{0,} = H", ikinci islem . ye gore bir grup

ise H ye cisim denir.

Ornek: QR ve C adi toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir cisimdir. Z bir cisim degildir.



Tamm 4.1.7. Bir H halkasinda sifirdan farkl bir a elemant icin

ab=0, veyaba =0, olacak sekilde 30,, #b € H bulunabilirse a elemanma halkanin bir sifir bélen

elemani denir. Eger boyle b elemani yoksa a elemanina halkanin bir sifir bélen olmayan elemani denir.

Not: Tanimdan 0, ne sifir bolendir ne de sifir bolen olmayandir.

Tamm 4.1.8. Sifir bolensiz (sifirdan farkli her elemant sifir bolen olmayan) bir halkaya bir tam halka

denir, birimli, degismeli ve sifir bdlensiz bir halkaya bir tamhk bélgesi denir.
Teorem 4.1.9. Sonlu elemanli bir tamlik bdlgesi cisimdir.
Tanim 4.1.10. H bir halka olsun. Eger, her «c # i¢in na=0 olacak sekilde bir »>0 tamsayisi varsa, boyle

n>0 tam sayilarinin en kii¢iigiine H halkasmin karakteristigi denir. Eger bu 6zelllikte hi¢cbir »>0 tam

say1s1 bulunamiyorsa H 1n karakteristigi sifir denir.



Not: Tamlik bolgesinin karakteristigi sifir degil ise asaldir.
4.2. Alt Halkalar ve Idealler

Tamim 4.2.1. H bir halka ve & # S < H olsun. Eger Skiimesi H deki islemlere gore kendi basina bir halka
ise S ye H nin bir alt halkasi denir.

Not: H bir halka olsun. Bu durumda {0,,} ve H, H nin birer alt halkasidir. Bunlara H nin asikar alt

halkalari denir. A nin varsa {0, } ve H den farkh alt halkalarina 6z alt halkalar1 denir

Teorem 4.2.2. H bir halka ve & # S < H olsun. Bu takdirde S nin bir alt halka olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Va,be S icina—be S veab e S olmasidrr.

Ispat: (:>) S, H nin bir alt halkas1 olsun. Bu durumda S, H deki islemlere gore kendi basina bir halka

olup Va,be S i¢in a—be S ve abe S olur.



(<) Va,beS igin a-beS ve abeS olsun. @ =S < Hve Va,beS igin a—be S oldugundan alt
gruplardaki ilgili teoremden S, + islemine gbre H nin bir alt grubu olur. Ayrica S ¢ H oldugundan
Va,beS i¢in a,be H olup (H,+) bir degismeli grup oldugundan a+b=5b+a olur. O halde (S,+)

cebirsel yapisi1 bir degismeli grup olur.

Va,be S i¢cin ab e S oldugundan H deki « islemi S de bir i¢ islem olur. Ayrica S ¢ H oldugundan
Va,b,ceS i¢in a,b,ce H olup (H,+,) bir halka oldugundan (ab)c=a(bc), a(b+c)=ab+ac ve
(a+b)c=ac+bc olur.

Boylece S, H deki islemlere gore kendi basina bir halka olup H nin bir alt halkas1 olur.

Teorem 4.2.3. Bir halkanimn birtakim alt halkalarinin kesisimi de bir alt halkadir.

i

Ispat: H bir halka ve {S }I,E ,» H nin alt halkalarmin bir ailesi olsun. ﬂ S, kiimesinin A nin bir alt halkas:

iel
oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. Vie I igin S,, H nin bir alt halkas1 oldugundan (S,,+) grubu

(H,+) grubunun bir alt grubu olup 0, €, olur. Vie! i¢in 0, €S, oldugundan 0, €[]S, olup

iel



S, # olur. Ayrica [ |S, < H oldugu da agiktir. Yani @ #( |S, © H olur. Herhangi a,be( S,
1 yr 1 g 1 1

iel iel iel iel

alalim. a,b e ﬂSl. oldugundan Vie 7 icin a,b e S, olup S;, H nin bir alt halkas: oldugundan a—b € S,

iel

ve abe S, olur. Viel i¢cin a-beS, ve abe S, oldugundan a—beﬂSl. ve abeﬂSl. olur. Yani

iel iel

Va,b e ﬂSl. icin a—-be ﬂSl. ve ab e ﬂSl. olup ilgili teoremden ﬂ S, , H nin bir alt halkasi olur.

iel iel iel iel
Tanim 4.2.4. H bir halka ve & # I < H olsun. Eger
(1) Va,bel igin a-bel ve
(i) Vael ve VreH igin racl (arel)

ise / ya H nin bir sol (sag) ideali denir. Hem sol, hem de sag bir ideale iki tarafl ideal veya sadece ideal

denir.

Not: Her ideal bir alt halkadir, fakat her alt halka bir ideal olmayabilir.

Not: {0,,} ve H, bir A halkasinn birer idealidir. Bunlara H nin asikar idealleri denir. H nin varsa {0, }

ve H den farkli ideallerine de 6z idealleri denir.



Teorem 4.2.5. Bir A halkasinin birtakim sol (sag) ideallerinin kesisimi de H nin bir sol (sag) idealidir.

Ispat: {Si}iE ,» H nin sol (sag) ideallerinin bir ailesi olsun. ﬂSl. kiimesinin H nin bir sol (sag) ideali

iel
oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. Vi e [ i¢in S,, H nin bir sol (sag) ideali oldugundan (S,,+) grubu

(H,+) grubunun bir alt grubu olup 0, €S, olur. Vie!l i¢in 0, €S, oldugundan 0, eﬂS,. olup

iel

ﬂSl. # (& olur. Ayrica ﬂSl. c H oldugu da agiktir. Yani & # ﬂSl. c H olur. Herhangi a,b e ﬂSl. ve

iel iel iel iel

herhangi » € H alalim. a,b € ﬂSl. oldugundan Vie I icin a,be S, olup S;, H nin bir sol (sag) ideali

iel

oldugundan a—beS, ve racS, (aresS,) olur. Viel i¢in a—beS, ve raeS, (areS,) oldugundan

a—beﬂ[Sl. ve raeﬂSl. (areﬂSij olur. Yani Va,beﬂ[Sl. ve VreH igin a—beﬂ[Sl. ve
ie iel iel ie ie

rae ﬂ S, [ar € ﬂSl.j olup ilgili teoremden ﬂ S, , H nin bir sol (sag) ideali olur.
iel iel iel



Tamim 4.2.6. s, # halkasmin bir alt kiimesi olsun. # 1n s yi kapsayan biitiin ideallerinin arakesitine s
nin iirettigi ideal denir ve () ile gosterilir. Eger s={a} tek elemanl bir kiime ise s nin iirettigi ideale

temel(esas) ideal denir ve (a) ile gosterilir.

Onerme 4.2.7. Tam sayilar halkasmin her ideali bir temel idealdir.

Tamim 4.2.8. Her ideali temel ideal olan bir tamlik bolgesine bir temel ideal bolgesi denir.

Tanim 4.2.9. 7 ve J, # halkasinin iki ideali olsun. 7+J={a+b:acl,beJ} kiimesine 7 ve J ideallerinin

toplamu denir.

Tanmm 4.2.10. 7 bir halka ve 7, # halkasmin bir ideali olsun. v a,beH# i¢in, a=b (mod I)=a-bel ile
tanimlayalim. Bu bagint1 bir denklik bagmtisidir. ne# 1n denklik smifi da #+7={h+a: acI} olup biitiin

denklik siniflarmin kiimesi # /1 ile gosterilir.



Onerme 4.2.11. # halkasinm bir 7  idealine gore tammlanan denklik simflar1 arasida

(a+1)®(b+1)=(a+b)+1, (a+1)O(b+I)=(ab)+1 ile tanimlanan ® ve o islemlerine gére # /1 bir halkadur.

Tamim 4.2.12. Bir 6nceki 6nermedeki halkaya # m 7 idealine gore boliim halkasi denir.



