4 Limit
Bir Fonksiyonun Bir Nokta Civarindaki Davranigi
oy xz — i
Jx) ="

fonksiyonu x = 1 civarida nasil davranir?

Verilen formiil, x = 1 hari¢ biitiin x reel sayilart icin Jyi tamimlhi kalar. (0 ile bole-
meyiz). Herhangi bir x # 1 degeri igin, pay: ¢arpanlarina ayirip, ortak garpani sadelestir-

erek formiilii basitlestirebiliriz:

A _ (r = Dix + H=x+iﬁ x#1
f{f x — 1

S Boylece f’nin grafigi bir noktasi, yani (1, 2), ¢ikartilmis olan

°r y =x+ 1 dogrusu olur. Bu ¢ikartilmis nokta Sekilde

/i = flx) = el bir “bosluk™ olarak gosterilmektedir. f(1) tanimh
KE/ i o olmadifi halde x’i 1’e yeterince yakin segerek, f(x)in
/g degerini 2ye istedigimiz kadar yakin bulabilecegimiz
fsz; 0 | > % aciktir




x’in 1’in altinda ve -1

iistiindeki degerleri fR="r—7=x+1 x#1
0.9 1.9
1.1 )
0.99 1.99
1.01 2.01
0.999 1.999
1.001 2.001
0.999999 1.999999
1.000001 2.000001
x 1’e yaklasirken f(x) 2 limitine yaklasir deriz ve bunu
: V=12 veya I 2 =1 .
xlil}il f(’i) Ik xl—l—?} »— 1 ‘

olarak yazariz.



4.1 Fonksiyonlarin Limitleri

Tanmm 4.1.1 : a € R noktas ve e € R, saypsi verilsin. (a — €, a+ ¢€) =

{r €R: a—e <z <a+ e} ack arahifina a noktasmn e-komsulugu denir

ve Ue(a) ile gosterilir. Uc(a)\{a} kimesine de a’mn delinmis e-komsulugu
Q

denir ve U, (a) ile gosterilir.
1

. 1 1, o 1
megin, Ur(0) = (—=, =). U1(0) = (—=. ( L=t
Ornegin, { %(‘{}} ( "3 ). U(0) = ( 5 )) U (0, 2}
4 2, & . 4 o 2,
,Ui(=1) = (—-3; — 1)U (-1, —;:37) oldugu aciktir.

{im

e

b

——————Crememalii O —> (/(f('a) = Cq.—e) OH'€3

U (o= (ae, are)\ $a}




Tanim 4.1.2 : FE C R alt kimesi ve a € B noktas: wverilsin. a’mn her

(}.E(a)

kdmesinin bir limat (ygidma) noktasy  denir.

komsulugunda E kimesinin en az bir eleman: wvarsa a noktasina E

Eger, a € E ve a noktast E nin bir limit noktas: degilse. a ya E nin
bir izole (yaltik) noktasr adv verilir.
—> E-n V1 @lva nokdalam Liimesi E fle g3siedlir. Bu {omima 9ore
YaelR Tax OL€ E &y V550 tan UD(SCOQ/\E + @ die.
Ornegin, E = [0, 1] kiimesinin her noktast (0, 1), (0, 1], [0.1) ve [0, 1] kiimelerinin
bir limit noktasidir. Tanimdan ve bu érnekten de goriildiigii gibi bir kiimenin
limit noktasi kiimenin kendisine ait olmavabilir.
o R nin her noktas: @ nun bir limit noktasidir. Ygni @,/:— (R.

o E={—: n € N} kiimesinin valnizca bir 0 € R limit noktas1 vardir.
n

o]
* Eger. a € R noktasi E nin bir limit noktas1 ise, her U, (a) komsulugunda

E nin sonsuz sayida elemam vardir.



¢ a=2noktas1 E = [—1,1]U {2} kiimesinin izole noktasidir. Gercekten,
her 0 < < 1/2 sayis1 icin ENUs(2) = {2} oldugundan, 2 € E noktasi E
nin limit noktas1 olamaz.

Tamim 4.1.3 :‘Cauchy’ye gore): Eger, her ¢ > 0 ve her r € X icin 0 <
|v —a| < & iken |f(2)— A| < € olacak sekilde sayisina bagh bir § = 5(e) > 0
sagest varsa, [ nin X kimesine gore a noktasindaki limiti A dur denir ve
im f(z) = Aveyax € X, x — a iken f () — A seklinde yazilir.

-

Bu tamm daha kisa olarak su sekilde vazilabilir:
lim f(r) = A Ve > 0icin 36 > 0 6yle ki Vo € X icin

e
0 < {r—a} <d=|f(x) — A| < € olur.
Bu tammin degili su sekilde yazilabilir:
im f(z) # A< 3e >0 6yle ki ¥6 > 0 icin Iz € X ovle ki
ol e (1

0<|z—a|<d=|f(z)—A| >e€olur.



O<|r—al<dere ng.(a) & xe (a-§, 0\.4.5)\_(&}
[f(z) —Al<ee f(x) eUlA) & f(x)e (A-€, A+E)

L 0 3 - o - xu - G 3 %
lim f(r) = A & A nm her [/ (A) komsulugu icin @ mmn oyle bir 74( a)

N Bxeaa
o . 3 OV p .
komsulugu vardir ki, herhangi € Us(a) N X icin f(x) € UlA) (veva
@ "

[(Us(a) N X) C U A)) olur.
Uyarn: Eger. f : X — R fonksivonu herhangi bir ¢ € R noktasmin bir

o 2 . . . AP ! AR
delinmis {/(a) komsulugunda tammb ise, yani /(a)NX = [/ (a)NR = Us(a)

ise, X 3 x — a (veva x € X, 2 — a iken) verine daha kisa olan 7 — «
semboliini kullanacagiz.

Kl)am. ’—€- ~An & no kdznn daki HMN{,
X CLe,Bn?\au\\_e,.mn o nokdas cvecinda
ken a-ya yaklodirken f-mn neye
(degerlein neye) yaklaghga
bulmalihys .




:g ’gon\(k;yonww-’\ X=a rokdasinda
IMThan o\vvxazz\j\a 0 nokdada degening
o\most arzsinda bir ﬂI,S\MJ yolkdur.

—F(X), x=a 'da tomimb veya tonims =
olsa bile Wmik beliclemes - /
Yoarndawi g griclerin fimiinde 7
W L0 = A dur




Ornek : X =R\{0}, f(z)==zsin? ve a=0 olmak iizere

lim x sm == £}

s}

oldugunu gésteriniz.

Cozlim: Herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde § = € alalim. O halde. her
o L. .

r € X icin |zsin 2| < |2| oldugundan dolay1 her » € Us(0) icin |z sin -] < e

bulunur. Demek ki, her € > 0 icin 36 = ¢ 6vyle ki Vo € X icin
0<|z|<d=|rsinl| <e

olur. Bu ise lim x sin = L =0 dogrulugunu gosterir. ¢

-}

Ornek : lim |sgnx| = 1 oldugunu gosteriniz.

a -}

Her x € R\{O} icin ]"Sgn t| = 1 oldugundan dolay1 0 ve 1 noktalarmin sirasiyla
herhangi U 5(0) ve U.(1) komsuluklar icin f({75(0)) = {1} C [E}(l) oldugu

aciktir. Dolayisiyla, lim [sgnz| = 1 dir.

)



Ornek : X =R\{-1}, f(2)= u

e € (0 = 1 olsun. Limil tanimana
r+1

kullanarak

5 x 1
im T
11 4 1 2

oldugunu gosteriniz.

Cozlim:  Herhangi bir ¢ > 0 sayis1 verildiginde her x ¢ { 5(1) icin

I 1 S e S
' +1 ’5! < € olacak sekilde €'na bagh § > 0 sayisim bulalim. § < 1 icin
T~ Z ’ ’ ’ :

' o T 1 Tr— '
Her x € (0. 2) oldugunda imim{ == i — 9! (} +1§) < i x
x 2 2(x 2

oldugundan, § = min{2¢, 1} > 0 aliwsak her z € Us(1) icin

IQW-

a
r-+1

bulunur. Bm lece, her € > 0 icin 3§ = min{2e, 1} > 0 dyle ki Vr € Us(1) icin
x

'z 41

- -| < € olur.



Ornek ling 4x—5 =7 oldugunu gésteriniz.
¥
Coziim:

Herhangi bir £ > 0 sayis1 verilsin. 0 <

X— 3[ < ¢ oldugunda l( 4x-5)- 7’ <&
olacak sekilde 35: 5 (&) > 0 bulmaliyiz.

Herhangi bir & > 0 sayisi i¢in 0 <|x—3|< & olsun.

K4X—5y;dzﬁx—lﬂ:4

X—ﬂ<4§

olup ’( 4x-5)- 7" < & olmasi geregi & :Zi secilmelidir.
fiR—>R, f(x)=c sabit fonksiyonunun her noktada limiti
kendisidir. Ciinkii Herhangi bir £ >0 sayis;, Vae R icin 6 >0 ne olursa
olsun0<|x—a|<& oldugunda If(x) ~ c’ =lc—c|=0<& olur. Yani
limf(x) = ¢ olur.

xX—>a



Ornek : lmx”-5=-1oldugunu gosteriniz.

X2
Coziim:
Herhangi bir £>0 sayist verilsin. 0< x-2|<J  oldugunda
'(13 ~5)- (—1){ <& olacak sekilde 35:5(&)>0 bulmaliyiz. Herhangi bir

&> 0 sayistigin 0 <|x—2|<J olsun.

l(x“ — 5)—(—1)'-: ’x‘ —4l: ‘x~2“x+2’ <’5lx+2l

bulunur. Buradan 8%+ 48 = ¢ ifadesinden & = o A ;6 tde =-2++Jd+ e

bulunur.



II. Yol: it £3S¥eriminde. amag her € >0 ?7/40\ biv $>0 Sauhs|
bulmak olduZunday S-am smiclandiclmasincon bir s3kin co
\/Ok'h,«r. Bunon %o:\e, SOKM\-/M Jekrar— g/02-€r§€\;
Ye>O Sovsn o‘/om O< Ix-2)<8 O\O(Mfgur\c[o\ 3L kisitomisa
O Ix-21 <$<1 = x#2 v -1<x2<1 = 3<x+2<5
ot . Buradan
Xt 5 ()| = (-4 = |x-2l. [x+2|

< S Ix+2) € 58

olu,f; £>0 Satin %(//t'w 5——-%\'\%’1){/5} sefilme b i,

t\)\gf: Pav ;?[XB &(\L«)&\,orwnw\ X=a nokteundaks (WA L olman
denmek venlen her €50 rph O<Ix—al<s = [£(0-LI<e os.

b S?O SW&’ISW\( bu\wxa\& demekhy . Lot g—m\\ var{\g\ e ﬂg\\,@v\‘f
%G\‘QBH\?\@' fle Tlzileamez -



Tanim 4.1.4 (Heyne 'ye gore): X CR. f: X — R bir fonksiyon ve a € X'

olsun. Eger, her n € N icin x,, € X\{a} ve lim r, = a kosullarim saglayan
) FE e N0
her (xy,) dizisi icin km j(:,,) = A ise. [ nin a noktasinda limiti A dir denir
FLmp €

ve th flz)=A zfm;a r€ X, x— aiken f(x) — A yazlr.
X3x—a

Bu ve ileride verecegimiz tanimlar verilen bir f ()

fonksiyonunun a € R olmak uzere © — a (veya r — a=. 2 — a®) ve a =

+0o(a = —o0) olmak iizere x — +o00 (veva  — —nco) iken limitinin meveut

olmadigin gostermekte biiyiik kolayhk saglar.

Bu tammm degilini asagidaki sekilde verebiliriz.
flr) # A & Vn € N icin z,

—e

hm € X\{a} ve lim 2, = a kosullarmm

}{ T e TXT
mgl&y{m oyle (x,,) dizisi vardir ki, lim f(z,) # A dir.

T X



Onerme 4.1.5 : Limitin Cauchy ve Heyne'ye gore tanvmlar: denktir.
ispat‘: (Cauchy) = (Heyne ) ygkfi& ) f(x) = A olsun (Cauchy’ve
gore). Bu durumda, her € > 0 icin 36 = d(e) > 0 ovle ki Vo € fsﬁi a)N X icin
|f(x) — A| < € olur.
Her n € Nicin r, € X\{a} ve lim z, = a kosullarim saglayan herhangi
B
bir (&) dizisi verilsin. O halde. 3n, = ns) € N oyle ki Vn > n, icin
T, € (G&(a:) N X dir. Dolaysiyla. |f(x,) — A| < € elde edilir. Bévlece. her
€ > 0 i¢in dn, € N oyle ki Vn > n, icin (2, € i}gg(ﬂ) N X oldugundan)
F(an) — A
demektir.
(Heyne ) = (Cauchy)  Cauchy'ye gore r € X icin lim f(x) = A

;&‘ e er

bagmtisinin gerceklenmedigini varsayalim. O halde. verilen ¢ > () sayisi icin

< € bulunur. Bu da Heyne've gore lim f(x) = A olmas:
) X3z-—a

o o # e . - -
On = —.n € N olmak tizere 3, € U, (a) N X 6yle ki |f(x) — A| > € saglanir.
. | _,



. - ° - 1
Her n € N icin, 2, € Us,(a) N X, 2, € X\{a} ve |z, — al < ¢

< Op = —

- . i L,
kosullarimm saglandigi ve son esitsizlikten de lim T, = a elde edilir. Fakat,

¥ om0
her n € Nicin | f(2,) — A| > ¢ oldugundan, lim Jlan) # A elde ederiz. Bu
FU e TN
da Heyne've gore th f(x) = A olmas: ile celiski olur. O
A =R b ]
Ornek : lim sm = limitinin mevcut olmadigina gésteriniz.
x-3{} N
Coziim: 1 1
E Iy = —— p Ve 1y = —
—Z 4+ 2nn T4 onn

(xn) ve (y,) dizilerini gozoniime alahm. Her n € N

icin .y, € R\{0} ve lim z, = lim ¢ Yn = 0 oldugu aciktir. Fakat, her
T e 260 Fhrey S

n € Nicin sin -~ = —1 ve sin + = 1 oldugundan.

K Hn -

lim sin - =—1 ve limsint =1
Tl O En

Teoee X0 Yn
elde edilir. Demek ki, her A ¢ R sayvist Heyne've gore sin «3» fonksivonunun 0

noktasinda limiti olmaz. Bu da istenen limitin meveut uhn&(’iwnn gostermekte-
dir. ¢



oR . kéN £0%) = =xC kowek zfm\u&iyo/wwn her a € R nokdasmda
mh vardir ve  Lim :f(x} = luv\ XK ——ak .

X

Rechongt biv ac R alalim. Vne N TR Xp A ve lim X,= a

0-%- bir (X) dizs afmcltgnda Hfﬁmz gdre
Wn x5 < lim (a)k = b\W\ (% ¥+ -+ %) = 1?0 %y W Xne - - im N

X=> N—=>00 N0 N N—2e0

— Hk
buluvw\& -
OK AFO o . /&"};V(; ﬁ—:—%- duw. Clhnkis X, —>a olan Wh%
(%) MR\t dizrsi Toum
Din A = Lo _L—_J—a.—.-_—i— | w1
X—=> N—>00 ;é\\ro YA a W {:aka* x;o
Wik vokdus -

C\AA\MA Q(w\\"‘—*" ) (‘3—«\\" =L elinrss 1{041\3 =n —> 400 ,
1?(‘9.“\: —N\ —>—00 obw? {-\@J\z edre waksokd—



