Belirli integralin Ozellikleri :

TEOREM 2.f ve g fonksiyonlar1 [a,b] kapali araligi iizerinde
integrallenebilirse, belirli integral asagidaki kurallar1 saglar :

(1) Integrasyon sirasi :

a b
J-f(x)dx = —Jf(x)dx

(2) Sifir genislikli aralik :

ff(x)dx =0

(3) Sabitle carpim : (k sabit)

b

fkf(x)dx = kff(x)dx

a

(4) Toplam ve Fark :

b

b b
f [FG0) + g()]dx = j F()dx + j 9()dx

a

(5) Toplanabilirlik :

ff(x)dx+ff(x)dx= ff(x)dx

(6) Maksimum - Minimum esitsizligi : Egermaks f ve minf, f
fonksiyonunun [a, b] kapali araligindaki maksimum ve minimum degerleri
ise, 0 zaman

b
minf.(b—a) < ff(x)dx < maks f.(b —a)

gerceklesir.

(7) Baskinlik : [a, b] kapali aralig1 tizerinde f(x) = g(x) ise f: fl)dx =
f: g(x)dx, ayn1 zamanda f(x) = 0 ise f: f(x)dx = 0 olur.
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Kural (1) ve (2) tanim olarak alinir, digerlerinin ispat1 gerekir. Ornek
olarak Kural (6) yiispatlayalim :

n n n
minf.(b—a) = minf.ZAxk = z min f. Ax;, < Zf(ck)Axk
k=1 k=1 k=1
n n
< Z maks f . Axy = maksf.z Ax; = maks f. (b —a)
k=1 k=1

Yani f fonksiyonunun [a, b] kapali araligindaki tiim Riemann toplamlar1 su
esitsizligi saglar :

minf.(b—a) < Zf(ck)Axk < maks f. (b —a)
k=1

O halde Riemann toplamlarmin limitleri, yani integral de bu esitsizligi
saglar.

ORNEK 2.

1

ff@ﬁx=5 ff@Mx=—Z fg&Mx=7

-1

ise

(1)
1 4
[ reax == [ feax = -2 =2
4 1

@)

1

f[Zf(x) +3g(x)]dx =2 ff(x)dx +3 fg(x)dx =2.5+3.7=31.
3)
4 1 4
jf(x)dx - ff(x)dx ; ff(x)dx —54(-2)=3.
Z1 Z1 1

ORNEK 3.
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1

j\/1+cosxdxs2

0
oldugunu gosteriniz.

Coziim. Maksimum - minimum kuralini kullanalim :

f(x) =+v1+ cosx fonksiyonunun [0,1] kapali araligindaki maksimum
degeri :

maks f = V14 cos0=vV1+1=+2.

O halde

1

f\/1+cosxde2

0

olur.

Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirsea < x <bh
olmak tizere [a,x] araliginda da integrallenebilirdir. Boylece a<x<b

olmak lizere

Filab] >R, F(x)= | f(1)d

a

biciminde integral ile tanimli fonksiyonundan sozedilebilir. Bu integral
a < x <bolmak tizere bir iist sinir olan x degiskeninin fonksiyonudur. Bu
fonksiyonun tiirevi asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem(integral Hesabin Birinci Teoremi). f :[a,b]—)Rsﬁrekli bir

fonksiyon olmak tizere bir F: [a, b] — R fonksiyonu
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dir.
Teorem(integralin tiirevi -Leibniz Teoremi):

u,vfonsiyonlarl[a,b] araliginda tiirevlenebilir fonksiyonlar ve f

fonksiyonu da integrallenebilir olsun. Bu taktirde
v(x)

F(x)= [ f(t)t
u(x)

fonksiyonutiirevlenebilirdir ve tiirevi

dir.

Ornek: F(x)z)]sin(tz)dt = F'(x)=?

. 1 x
Ornek:hm—2 4—dt=?
=0 x7 9ttt +1

TEOREM (integral Hesabin ikinci Temel Teoremi): f fonksiyonu [a, b]
araliginin her noktasinda surekli ve F’de f ’nin [a, b] araligindaki herhangi
bir ters tiirevi (Ilkel Fonksiyonu) ise

[EGodx = F(x) " =F(b)-F(a)

olur.

Ornek:

foax X[ 817
) 3] 73373

TEOREM ( Belirli integraller icin Ortalama Deger Teoremi)
f, [a, b] araliginda surekli ise [a, b] icindeki bir ¢ noktasinda

f(c)zﬁjf(x)dx

olur.

Ornek: f(x) =3—cosx fonksiyonunun [—n, n] araligindaki ortalama degeri

nedir.
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Ornek: Taban yarigap: 3, yiiksekligi 12 br olan bir dairesel dik koni
tepesinden y br uzakta tabanina paralel bir diizlemle kesiliyor. Elde edilen
dairesel kesitin alaninin ortalama degeri nedir?

Teorem (Degisken Degistirme):

g fonksiyonu [a,b] araliginda tiirevlenebilir fonksiyon ve f fonksiyonu da

integrallenebilir olsun. g (x) =uigin

]J:f(g(x))g'(x)dx = j:f(u)du
olur.

NOT: integral, degisken degistirme yontemiyle hesaplanacaksa degiskenler
degistirilirken eski degiskene doniilmek istenmiyorsa integrasyon sinirlarini
da degistirmek gerekir.

s

2
- COS X
Ornek: [ ———dx =?
0

1+sin® x

sinx =u cosxdx =du

x=0 ,u=sin0=0

. T

X=— ,u=sin— =1

2 2
L
2 1

Cos X du 1 T
J.+2dX= I > =arctanu| =arctanl—arctan0=—
o 1+sin” x o l+u 4

a

2
Ornek: j sin’® xdx = ?
0

Teorem(Kismi integrasyon):

f, g fonksiyonlar1 [a,b] araliginda tiirevlenebilir fonksiyonlar olsunlar.

:]jf(x)g'(x)dx = f(x)g(x) :: —Ef'(x)g(x)dx
dir.

T
Ornek: j xcosxdx =7
0
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x=u ,cosxdx=dv denilirse
dx =du, v=sinx

olur.
n T n

. . . . T[
Ixcosxdx :xsmx| —Ismxdx = TESIHTE—OS]HO-I—COSXO =-2
0 0 0

Belirli integral Yardimiyla Alan Hesabi

1) f(x)fonksiyonu[a,b] kapali araliginda pozitif, siirekli ve grafiginin

asagidaki sekilde oldugunu kabul edelim.

(er. fer) 4) a=xo <x; <xX2<x3<. .. <Xp2 <Xy <X,=b

,‘

G EMXp.x) , 1k =<n

A =Xp—Xp1 15k <n

Xp=4d Xy X2

Xo = a,x, = b, x-ekseni ve y = f(x) fonksiyonu ile sinirl bolgenin alanini
hesaplayalim. Bahsedilen alan A olsun. [a, b] aralifinin diizgiin parcalanisi
P = {xg, x4, ---, X5} olsun. Bu durumda Axy = Axy, = -+ = Ax,,
olur. Sekildeki dikdoretgenlerin alanlar1 toplami belirtilen seklin yaklagik
alanin1 verir.

Xg <€ <X, <€y < X9, ..y Xpnoq < € < xp, Olacak sekildeki ¢y, cy,
... , Cp noktalar1 alinirsa dikdortgenlerin alanlari toplami

Fe)B, + F(e)Ax + -+ f ety = ) f(e)B¥; ~ A

Bu ise [a, b] araliginin n-esit alt araliga boliinmesi ve bu araliklardan z;
noktalarinin alinmasiyla elde edilen Riemann toplamidir. Buna gore

istenilen alan
b

A= 1im > e - jb fo dx = [ y dx
i=1 p

a

dir.
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2) Her x € [a, b] i¢in f(x) < 0 olsun.
Y v
a b

.j(x} <0 xe[a.b]‘
Bu durumda [a, b] nin bir P = {x, x4, ..., X, } parcalanisi i¢in dikdortgen

alanlar1 i = 1,2, ...,n igin —f(z;)Ax; oldugundan Riemann teorisine gore
A nin gercek degeri

n
A = lim Z —f(z)Ax;
n—oo
i=1

b
A=—Jf(x)dx

olur.

3) Eger f fonksiyonu [a,b] araliinin bazi yerlerinde pozitif bazi yerlerinde
negatif ise fonksiyonun pozitif ve negatif oldugu bolgelerdeki alanlar ayri

ayr1 hesaplanarak toplanir.

y= l(l)

A=ff(x)dx+ ff(x)dx

4) Benzer sekilde, x = g(y) egrisi y-ekseni ve y =c,y=d dogrularmin

sinirladigi bolgenin alan1 A olmak iizere
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» X
d d
A=fg(y)dy=jxdy
C Cc
SONUC:
1)y = f(x) egrisi x = a, x = b ve ox-ekseni arasinda kalan bolgenin alani,
b
A= [Ivlax
a

2)x = g(y) egrisi y =c, y =d dogrular1 ve oy-ekseni arasinda kalan
bolgenin alani,

d
A= flx |dy
C
dir.

NOT:Eger alan x-ekseninin altinda veya y-ekseninin solunda ise bulunan
sonucun mutlak degeri alinir. Dikdortgen hangi eksene dik ise integral ve
siirlar o eksene gore alinmalidir.

Ornek:f(x) = x? — 1 fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasinda kalan
bolgenin alanin1 bulunuz.
oziim: x> —1=0, x = ;1

AY

NS
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1

OSIIE

1 3
A=f|x2—1|dx= X x

Ornek:f(x) = x? — 4 fonksiyonunun grafigi x-ekseni ve x = —1,x = 4
dogrular1 ile siirli bélgenin alanini bulunuz.

-1

Coziim:

ffonksiyonu(—1, 2) araliginda negatif (2, 4)araliginda ise pozitif tanimlidur.

2 4

32 59
A= flxz—4|dx+f(x2—4)dx=9+?=?
1 2

Ornek:x = 1 — y? parabolii ile y-ekseni arasinda kalan bolgenin alanini
bulunuz.

Coziim:
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y 4

\1

.
;h

v

i

=1
1 3 1 4
A:f(l—yz)dy=(y—y—) =z
-1 3 -1 3

iki Egrinin Simrladig Bolgenin Alam

y = f(x), y = g(x)egrileri ile x = a, x = b dogrularinin sinirladigi alan
A olsun.

y =fx)
+Y /<A_/\
A
XXX
y =:s:(.\'l
i —
o b

f(x) > g(x)olmak ftizere alinacak dikdortgenlerin yiikseklikleri h(z;) =
f(z;) — g(z;) olacagindan istenen alan

b
A= f FG0) = g0l dx

dir.

NOT:integral bolgesinde diisey seridin iist ve alt uclarmin (yatay serit ile
caligiliyorsa sag ve sol uclarmin) dayandigir egriler ayni olmalidir. Bu
durumda istenen alan bir tek integral ile hesaplanabilir. Seritlerin u¢larinin
dayandigi egriler ayni degilse bolge bu 6zelligi gercekleyecek sekilde alt
bolgelere ayrilmalidir. Alt bdlgeler iizerinden integrallerin toplami alinarak
istenen alan bulunabilir.

Ornek:y = x%, x =1, x = 2, y = 0 tarafindan sinirlanan bélgenin alanini
bulunuz.
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~
<
Il
=

\.
Hikly

1 2 x(y=0)

1) Bolgeyi diisey seritle tarayalim.

Y i y=x?

1 2 x(y=0)
2 2 3 2
X 7
A= |ydx=|x?*dx=—| == br?
3 3
1 1 1

y A
F i
1
1 2 ™ x(=0)
1 4 1 1 7
A=f(2—1)dy+f(2—ﬁ)dy= y|0 (-3 =g b
0 1 0
Ornek:y = 2 — x? parabolii ve y = —x dogrusu arasinda kalan bolgenin
alanini bulunuz.
2—-x’=—x=x*-x-2=0=>(x-2)(x+1)=0=>x=2,x=-1
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—ANNNATTTTTY

2
A= f((Z —x%) — (=x))dx =§

Ornek:y = /x egrisi, x-ekseni ve y —x+2 =0 dogrusunun birinci
bolgede sinirladigi boélgenin alanini bulunuz.
y2=y+2isey?—y—2=00lup(y—2)(y+1)=0dany =2

o

2

Ornek:f(x) = 1+1x2 ve f(x)= x? egrileri tarafindan sinirlanan bdlgenin
alanini bulunuz.

f(¥) =, Dy = (—o0,0),

xl_i)r_noo 1+1x2 =0, ;1_{?0 1+1x2 = 0, y = 0 yatay asimptod.

y' = —(15%)2 olmak tizere y' = 0 i¢in x = Odur.
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¥ 1 4 2 _ o _ 2 2 1) — _
=Tz =X tx 2=0=>x*+2)(x*-1)=0=>x=

Higink; = (—1, %) ve K, = (1,%) kesim noktalar1 olmak iizere

\?

¥ =

1

A j L. PR f L. B 2[ x3]
= —_— = _— = arctanx———
1+x2 2% 1+x2 2)% 6

_ 2(7‘[ 1)_7‘[ 1_37‘[—2
= =537

0

Egri Denklemlerinin Parametrik Olarak Verilmesi Durumunda Alan
Hesabi

x=g(t)
y = h(t)
x-ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin alanini hesaplayalim:

Parametrik denklemi { olan bir C egrisi x = a,x = b dogrular ile

y = f(x)egrisi, x = a,x = b dogrulan ile x-ekseni tarafindan sinirlanan
bolgenin alan1 A olmak ilizere A = f: y dx oldugunu biliyoruz. Bu integrali

t cinsinden ifade edelim.
2
x=gt)=>dx=g'(t)dt > A= j h(t)g'(t)dt
ty
Olur. Burada t4,t,; tninx = a,x = b ye karsilik gelen degeridir.

X = acost

m{y = bsint

parametrik denklemi ile verilen elipsin alanini bulunuz.
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Once elipsin dortte birinin alanini bulalim.

o
il B
S | A E

x=0=t== .
2olmak tlizere
y=a=t=0

0 0 0
cos2x —1
A= 4f bsint(—asint) dt = 4ab j —sin’tdt = 4abJT dx
3 3 3
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