FONKSiYONUN EKSTREMUM DEGERLERI

Bu boliimde verilen bir fonksiyonun tiirevinden yararlanarak bu
fonksiyonun ekstremum degerlerini yani maksimum ve minimum
degerlerinin ne olacagini ve bu degerleri aldig1 noktalarin nasil
belirlenecegini inceleyecegiz.

TANIM: f: D — R bir fonksiyon olsun. Eger Vxe D i¢in f(x)< f(c)
olacak sekilde bir ce Dvarsa, bu c¢ noktasina fonksiyonun mutlak
maksimum noktasi, f (c) degerine de fonksiyonun mutlak maksimum

degeri denir. Benzer sekilde VxeDigin f(x)> f(c) olacak sekilde ki

¢ € Dnoktasia fonksiyonun mutlak minimum noktasi, f (c) degerine de
fonksiyonun mutlak minimum degeri denir.

UYARILAR: Verilen bir fonksiyonun mutlak maksimum veya mutlak
minimum degerleri olmak zorunda degildir. Yine bu degerlerden birisi olup,
digeri bulunmayabilir. Ayrica fonksiyon mutlak maksimum ve mutlak

minimum degerlerini tanim kiimesindeki birden c¢ok noktada alabilirler.
Simdi bu soylediklerimizi drnekler lizerinde gérmeye calisalim.

ORNEK: f:R >R, f (x) =x fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon mutlak

maksimuma ve mutlak minimuma sahip degildir. Ger¢ekten; bu fonksiyon
ceR noktasinda mutlak maksimuma sahip olsaydi VxeR igin

f(x) < f(c) =c olmaliydu. Ancak x=c+5eR icin
f(x) = f(c+5) =c+5> f(c) =c olacagindan hi¢bir ¢ € R noktas1 mutlak

maksimum noktasi olamaz. Benzer diislince ile ¢ € R noktasi fonksiyonun

mutlak minimum noktasi olsaydi Vx e Rigin f (x) > f (c) =c olmaliydi.
Ancak x=c-3eR i¢in f(x)=f(c-3)=c-3<f(c)=c olacagindan

hicbir ¢ € R noktas1 mutlak minimum nokta olamaz.

ORNEK: f:R >R, f (x) =x’ fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon icin

c=0 noktas1 mutlak minimum noktasidir. Ger¢ekten Vxe R icin

f (x) =x">f (0) =0 olur. Boylece bu fonksiyon i¢in 0 mutlak minimum

degerdir. Ancak mutlak maksimum noktas1 yoktur. Eger ¢ € R noktasinda

mutlak maksimumu olsaydi VxeR igin f (x)S f (c) olmaliydi. Ancak
x=+1+c i¢in f (\/1 +c’ ) =1+¢*> f(c)=c* olacagindan bu fonksiyon

mutlak maksimuma sahip degildir.



ORNEK: f(0,2] >R, f(x)=x" fonksiyonunu alirsak Vxe(0,2] icin
f(x)<f(2)=4 oldugundan c¢=2 fonksiyonun mutlak maksimum
noktasi, f (2) =4 fonksiyonun mutlak maksimum degeridir. Ancak
Vx e (0,2] icin f(x) >0 olur ve 0= f(O), 0¢ (0,2] oldugundan
f (x)Z f (c) olacak sekilde ce(0,2] yoktur. Boylece fonksiyonun (0,2]

tizerinde mutlak minimumu yoktur.

ORNEK: [:(0,2) >R, f(x)=x" fonksiyonu i¢in 0< f(x)<4 olur.
Ancak

f(c)=0=c=0¢(0,2)ve f(c)=4=c=%2¢(0,2)

olup, bu fonksiyonun mutlak maksimum ve mutlak minimum noktasi
yoktur.

NOT: Bu orneklerden kolayca goriilebilecegi gibi; eger fonksiyonun tanim
kiimesi sinirsiz ise veya igermedigi u¢ nokta varsa mutlak maksimum veya
mutlak minimum bulunmayabilir.

ORNEK: f:R-R, f (x) =sinx fonksiyonunu alirsak VxeR igin

-1< f(x) =sinx<1 ve ke€Z i¢in c= —%+ 2k noktalarinin hepsi bu

fonksiyonun mutlak minimum noktalari, yine ¢ = %+2k7z noktalar1 da bu
fonksiyonun mutlak maksimum noktalaridir.

Goriildugii gibi bir fonksiyonun mutlak maksimum veya mutlak
minimum noktalar1 birden ¢ok olabilir.

TEOREM (EKSTREMUM DEGER PROBLEMI): f:[a,b] >R

stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun[a,b] araliginda
mutlak maksimum degeri M ve mutlak minimum degeri m vardir. Yani
d¢,,¢, €[a,blicin f(¢;)=m ve f(c,)=M olmak iizere Vx €[a,b] i¢in
m< f (x) <M gergeklesir.

Bu teoremde f nin siirekli ve tanim kiimesinin sinirlt ayn1 zamanda ug

noktalar1 icerdigine dikkat edilmelidir. Bunlarin saglanmadigr durumda m
ve M sayilarmin varligini garanti edemeyiz.



Verilen bir fonksiyonun tanim kiimesine ait olan bir noktanin uygun
bir komsulugunda maksimum veya minimum degerleri bulunabilir. Bunlar
yerel maksimum ve yerel minimum olarak ifade edilirler. Simdi bu
kavramlari inceleyelim.

TANIM: f:D — R bir fonksiyon olsun. ¢, Dkiimesinin bir i¢ noktasi
olmak {lizere, eger c¢ noktasini igeren bir acik araliktaki Vxe D igin
f (x)S f (c) oluyorsa bu ¢ noktasina yerel maksimum nokta, f (c)
degerine de yerel maksimum deger denir. Benzer sekilde ¢ noktasini igeren
bir acik araliktaki Vx € Digin f (x) > f (c) oluyorsa bu ¢ noktasina yerel

minimum nokta, f (c) degerine de yerel minimum deger denir.

Bir fonksiyonun grafigi iizerinden mutlak veya yerel maksimum,
minimum degerlerini belirleyebiliriz. f :[a,b]—)Rfonksiyonunun grafigi

asagidaki gibi olsun.
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Grafige dikkat edilirse fonksiyon en kiiclik de§erini a noktasinda, en biiyiik

degerini de e noktasinda almaktadir. O halde mutlak minimum nokta a ,
mutlak maksimum nokta e dir.

cnoktasina bakilirsa, ¢ noktasinin yakinlarinda f fonksiyonunun ¢

noktasinda aldig1 degerden daha biiyiik degeri yoktur. O halde ¢ noktasi
yerel maksimum noktadir.
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d noktasina bakilirsa, d noktasinin yakinlarinda f fonksiyonunun

d noktasinda aldig1 degerden daha kiiglik deger yoktur. O halde d noktasi
yerel minimum noktadir.

b noktasina bakilirsa, » noktasimin yakinlarinda f fonksiyonunun

b noktasinda aldig1 degerden daha kiigiik degeri yoktur. O halde b noktasi
yerel minimum noktadir.

UYARI: [a,b] de tanimli fonksiyonun aralifin u¢ noktalarindaki

ekstremum degerleri incelenirken a noktasi i¢cin a<x<a+o (yani a
noktasinda sagdan) ve b noktasi i¢in b—0 <x<b (yani b noktasinda

soldan) olacak sekilde belirlenmis bir 6 >0 sayisi igin f (x) degerleri

incelenir.

ORNEK: f :[—2, 2] >R, f (x) :x|x—l| fonksiyonunun grafigini ¢izerek

varsa mutlak veya yerel ekstremumlarini inceleyiniz.

x-x , x>1

—x*+x ,x<l1

f(X)=X|x—1|={

fonksiyonunun grafigi asagidaki gibi ¢izilir:
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Grafige gore Vx €[-2,2] i¢in —6 < f'(x) < 2yazilir. Bdylece x =—2 mutlak

minimum, x =2 mutlak maksimum nokta olur. Bunlarin disinda x :%

noktasi igin Vxe(0,1) oldugunda f(x)<f (%j olup, x :% yerel

maksimum  noktadir. x=1noktas1 i¢in Vxe (%,%} oldugunda
f (x) > f (1) olup x =1yerel minimum noktadir.

Simdi tlirev kullanilarak ekstremumlarin nasil belirlenebilecegini
inceleyelim.

TEOREM: (FERMAT TEOREMI) f:[a,b]—>R bir fonksiyon ve

ce(a,b) (yani ¢ 1i¢ nokta) noktasinda yerel minimum veya yerel
maksimuma sahip olsun. Eger f fonksiyonu bu ¢ noktasinda tiirevlenebilir

ise f"(c)=0olur.

Dikkat edilirse Fermat teoremi bize ekstremum noktalar
buldurmuyor. Ancak bu noktalarin nerede aranacagma dair ipucu veriyor.
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Yine bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Yani f '(c) =0olan ¢
noktalarinin ekstremum nokta olmalar1 gerekmez.

ORNEK: f(x)=x" fonksiyonunu alahm. f'(x)=3x’vec=0 igin
f'(¢)=0, f(c)=0o0lur. Ancak 0sayisini igeren hangi agik aralik alinirsa

alinsin, bu aralikta hem pozitif hem de negatif sayilar bulunur, yani kimi x
degerleri i¢in f'(x)>0 ve kimi x degerleri i¢in f (x) <0 olacagindanc =0

tirevi 0 yapmasina ragmen ekstremum nokta olamaz.

NOT: Boylece Fermat teoremi de dikkate alinirsa bir f fonksiyonunun

ekstremumlart tiirevi 0 yapan i¢ noktalarda, tlirevinin olmadig i¢
noktalarda ve tanim kiimesinin u¢ noktalarinda arastirilmalidir. Bu noktalar
‘kritik noktalar’ olarak ifade edilirler.

ORNEK: Biraz dnce grafikten ¢ozdiigiimiiz,
f:[-2.2] >R, f(x)=x[x-]|
fonksiyonuigin kritik noktalarimiz, [—2,2]ara11g1n1n u¢ noktalar1 olan

. < 1. . <
x =12 noktalar, tlirevin sifir oldugu x =3 i¢ noktas1 ve tiirevin olmadigi

x =1 i¢ noktasidir. Boylece kritik noktalarin hepsi ekstremum nokta olurlar.

ROLLE VE ORTALAMA DEGER TEOREMLERI

TEOREM (ROLLE TEOREMI):Bir f:[a,b]— R fonksiyonu [a,b]
kapali araliginda siirekli ve (a,b) acik araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger

f(a) = f(b) ise f'(c) =0 olacak sekilde bir ¢ e(a,b) vardir.

Burada 6zel olarak f'(a)= f(b)=0alnirsa, Rolle teoremi soyle ifade
edilebilir:

f fonksiyonunun herhangi iki kokiiniin arasinda tlirevinin de bir kokii

vardir.

Rolle teoremini geometrik olarak su sekilde yorumlarniz. Eger
tiirevlenebilen bir fonksiyon yatay bir dogruyu farkl iki noktada kesebiliyor
ise bu noktalar arasinda egrinin tegetinin x-—eksenine paralel oldugu,
dolayisiyla tiirevin sifir oldugu en az bir nokta vardir.
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ORNEK: x’+3x+1=0 denkleminin bir tek reel kokiiniin oldugunu
gosterelim:

£(0)=1>0,7(-1)=-3<0ve f siirekli oldugundan Aradeger
teoremi geregince (—1,0) acik araliginda en az bir kok vardir. Eger

f(x)=0 denkleminin birden ¢ok reel kokii olsaydi, f fonksiyonu

tiirevlenebilir oldugundan Rolle teoremi geregince iki kdokiiniin arasinda

tirevinin de kokii olmaliyd;, ama f'(x)=3x"+3#0oldugundan bu

gerceklesemez.

ORNEK: r(6)=0+sin’ g— 8 seklinde tanimlanan fonksiyonun (—o0,+00)

araliginda bir tek kokiiniin olacagini gosterelim:

r(O) =-8<0, r(lO) >0ver fonksiyonu siirekli oldugundan (0,10)
acik araliginda en az bir kok vardir. Eger r(é’) =0 denkleminin birden ¢ok

kokii olsaydi,» fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan Rolle teoremi
geregince Rolle teoremi geregince iki kokiiniin arasinda tiirevinin de kokii
olmaliydi, ama

r'(@):1+§sin%:0:> sin%:%

oldugundan bu gerceklesemez.

ORNEK: f(x)=x"—6x"+11x—6fonksiyonunun tiirevinin koklerinin

hangi aralikta bulunduguna bakalim:



f tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Rolle teoremi kullanilirsa
f(1)=f(2)=00ldugundanl<c, <2 igin f'(¢,)=0
f£(2)=f(3)oldugundan2 < ¢, <3 i¢in f"(c,)=0.

/" ikinci dereceden bir polinomoldugundan en ¢ok 2 kokii bulunabilir

ve dolayisiyla bu kokler [1, 3] araliginda olmalidur.

TEOREM (ORTALAMA DEGER TEOREMI): Bir f:[a,b] >R

fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) acik araliginda tiirevlenebilir

RACORAC)] (b;_f @ _ 1) olur.
—a

olsun. Bu durumda 3c € (a,b) igin

Ortalama deger teoremi Rolle teoreminin degistirilmis bir halidir.
Gergekten ortalama deger teoreminin sonucu

f®B)=fla)=(b~-a)f(c)
bi¢iminde ifade edilirse

f@)=1b)= fic)=0
olur.

Bu teorem geometrik olarak soyle yorumlarnir: Teoremin kosullari

gergeklesirse @ ve b arasindaki en az bir ¢ noktasi i¢in C (c, f (c))

noktasinda ¢izilen teget A(a, f(a)) noktastm B(b, f(b)) noktasina

birlestiren 4B kirisine paralel olur.



f(a

Kirise  Paralel
Teget

yAram—

ORNEK: f: [0,2] —> R, f(x)=x"-3x+5 fonksiyonu i¢in ortalama deger

teoremini saglayan ¢ sayisini bulalim:

f fonksiyonu[0,2] tizerinde siirekli, (0,2)1'izerinde tiirevlenebilirdir

ve f(x)=3x" -3 olup,

f'(c):w:3c2—3zﬂ:1:>c:$iolur. Ote  yandan
-0 2-0 3
2 . 2
A ¢(0,2) oldugundan ¢ = N olmalidur.
.. 2x-3 , 0<x<2 ]
ORNEK: f: [O, 3] >R , f(x)= {6x e _7 . 2<x<3 fonksiyonu

ortalama deger teoremini saglar mi1?

f fonksiyonu[0,3]1'izerinde stirekli (O,3)1’izerinde tiirevlenebilir

olmalidir. [0,3]1'izerindesﬁreksiz ve (0,3)ﬁzerindetﬁrevsiz olabilecegi

nokta x=2 noktasidir. Bu noktada siireklilik ve tiirevlenebilmeyi

inceleyelim.

lim /(x) = (2)=1olur mu?

lim f(x)= lim(6x—x>—7)=1, lim f(x)=lim(2x-3)=1
x—2" x—2" x—2" x—2"



oldugundan £, [0,3] iizerinde siirekli bir fonksiyondur.

lim f(x)—-f£(2) lim 6x—x"—7 1: lim 6x—x"—8 lim 6—2x
x—>2" xX— 2 x—2" xX— 2 x—>2" xX— 2 x—>2" 1

=2

oldugundan f'(27)=2ve

lim = lim
-2 x—=2 2 x—=2

. f(x)—;‘(Z) o 2x-3-1 20x-2) _,

x—27 xX—

oldugundan f'(27) =2 ¢ikar. O halde f fonksiyonunun 2 noktasindaki

tiirevi vardir. Boylece ortalama deger teoreminin sartlar1 saglanir. Simdi
teoremde ki ¢ sayisini1 bulalim:

f©=(fB3)-f(0)/(3-0)=5/3

, 5
denkleminde € € (0’ 2] ise/ (©)=2= 3 olacagindan© € (2’ 3] olmalidur.

, , 5 13
Boylece / (1) =6-2x gy f1(€)=6-2c= 3 ifadesinden ©~ ¢ bulunur.

ARTAN VE AZALAN FONKSIYONLAR

Ortalama Deger Teoremi kullanilarak f : [a,b] >R, [a,b] de stirekli
(a,b)de tiirevlenebilir bir fonksiyon ise f(b)— f(a)=(b—a)f'(c) olarak
yazilabilir. x, <x,olmak iizere Vx, ,x, e [a,b] alalm. O halde f
fonksiyonu [xl,xz] araliginda ortalama deger teoreminin sartlarini
sagladifindan  f(x,)— f(x,) =(x, —x,)f'(c) olacak sekilde ce(x,x,)
vardir. Boylece (a,b) araliginda  f'>0 ise f(x,)< f(x,) olacagindan
fonksiyon artan, f''(c) <0 ise f(x,)> f(x,) olacagindan fonksiyon azalan

olur.

Bdylece f nin tiirevinin pozitif oldugu yerlerde f artan fonksiyon, f
in tlirevinin negatif oldugu yerlerde f azalan fonksiyon olur. Bu sonug

sonlu olmayan araliklar i¢in de gegerlidir.

ORNEK: f(x)=x’—-12x—5 fonksiyonunun artan ve azalan oldugu yerleri
bulalim:

f(x)=3x"-12=0=x=F2
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(_w’_z)ile(z’Jroo) araliklarinda / '(x)>0 oldugundan f (x) fonksiyonu
bu araliklar {izerinde artan iken, (_2’2 ) araliginda f '(x ) <0 oldugundan

f (x) fonksiyonu bu aralik lizerinde azalandir.

J'(x) + -

YEREL EKSTREMUMLARIN BELIRLENMESINDE ARTANLIK-
AZALANLIK ILiSKiSi

Eger ¢ noktast f fonksiyonunun bir ekstremum noktasi isecnoktasinin

maksimum veya minimum nokta olup olmadigin1 ¢ noktasinin solunda ve
saginda fonksiyonun artan ve azalanlik karakterine bakarak anlayabiliriz.

1) f fonksiyonu c¢ noktasinin solunda artan saginda azalan ise ¢ yerel

maksimum noktadir.
/C\
2) f fonksiyonu ¢ noktasinin solunda azalan saginda artan ise ¢ noktasi

yerel minimum noktadir.

RN



Boylece 1) ve 2) ifadeleri dikkate alinirsa ekstremum noktada
fonksiyonun tiirevi isaret degistirmelidir. Boylece f'tiirevic noktasinda

negatiften pozitife gegcmisse ¢ yerel minimum ; pozitiften negatife gecmis
ise ¢ yerel maksimum noktadir.

Bu anlatilanlar dikkate alindiginda eger f' tlirev fonksiyonunun

grafigi verilirse ekstremum noktalar1 ve tiirlerini belirleyebiliriz. Buna Yerel
ekstemumlar icin Birinci tiirev testi denir.

mut. max.

anoktast mutlak minimum, ¢, noktas1 mutlak maksimum. ¢,

noktasinda f''(c;) =0 ve f' isaret degistirmediginden ekstremum yoktur.

c,noktasinda f''(c,) =0 ve f' isaret degistirir, artanliktan azalanliga

gecer o halde ¢, yerel maksimum.

c,noktasinda f''(c,;) =0 ve f' isaret degistirir, azalanliktan artanliga

gecer o halde yerel minimum.

c,noktasinda tiirev yok, o halde bu nokta bir kritik nokta olarak

mutlak maksimum.

12



csnoktasinda f'(c;) = 0 ve tiirev isaret degistirmediginden ekstremum

yok.

b noktasinda sadece soldan bakilir, yerel minimum vardir.

ORNEK: f(x)=x’-12x-5 fonksiyonunun kritik noktalardaki

ekstemumlarini inceleyelim:
f'(x)=0=>x=732
olup, kritik noktalar F2 dir.

x=-2noktasinda f' , artanliktanazalanhiga gectigi i¢in yerel

maksimum ve x=2 noktasinda azalanliktanartanliga gectigi icin yerel
minimum
vardir.

—00 —2 2 Q0

SN S

YEREL EKSTREMUMLAR IiCIN iKINCI TUREV TESTI

f fonksiyonu ikinci mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon ve c¢
noktas1 kritik nokta olsun. ( f'(¢)=0 olsun.) Yine f" fonksiyonunun c

noktasint iceren bir acik aralikta siirekli oldugunu kabul edelim. Bu
durumda

1) f"(c) <0 ise ¢ noktas1 yerel maksimum nokta
2) f"(c¢) >0 ise ¢ noktast yerel minimum noktadir.

Eger f"(c)=0 olursa bu test cevap vermez.
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ORNEK: f(x)=x"—4x’+10 fonksiyonunun yerel ekstremumlarini

inceleyelim.

f(x)=4x-12x* =0 = 4x*(x-3) =0,

oldugundan x, = x, =0, x, =3 kritik noktalardir.

f"(x)=12x> —24x, f"(0)=0oldugundan bir sey sdylenemez.

f"(3) =36 > 0oldugundan x =3 yerel minimum noktadir.

S ')

f'nilin isaret tablosundan da goriildiigi gibi x =3 yerel minimum nokta,

x = 0 ekstremum nokta degildir.

5 4
ORNEK: f(x)= % —% +7 fonksiyonunun yerel ekstremumlarini

inceleyelim:
Kritik noktalar f'(x)=x*—-x’=0=>x=0,x=1olur.

f"(x)=4x’-3x> , f"(0)=0o0ldugundanx=0  icin  bir  sey
sOyleyemeyiz.

f"(1)=1>00ldugundan x =1 yerel minimum noktadur.

14



Y- 0 ! o0

')+ - +

f'tiirevinin isaret tablosundan gorildiigi gibi x=0 yerel maksimum
noktadir.

ORNEK: f fonksiyonunun tiirevi f'(x)=(x—1)>(x—=2)(x—4) seklinde

olsun. f fonksiyonunun yerel ekstremumlarini inceleyelim:
Kritik noktalardir: f'(x)=0= x=1Lx=2,x=4.
f"(x)=2(x-D(x=2)(x—4) +(x—1)*(x—4) +(x—1)*(x—2)
£"(1) = 0 bir sey sdylenemez.
f"(2)=-2<0oldugundan x =2 yerel maksimum,
f"(4)=18> 0 oldugundan x =4 yerel minimum olur.

/f'nilin isaretini incelersek

f'(x) + + - +

Gortldiigii gibi x =1 noktasinda artanlik karakteri degismediginden
x =1 ekstremum nokta degildir.

x =2 yerel maksimum , x =4 yerel minimumdur.

15



ORNEK: —% <x< % icin  f(x)=-2x+tanx fonksiyonunun yerel
ekstremumlarini inceleyelim:

Kritik noktalar

f'(x)==2+1+tan’ x=0 =tan’ x =1=tan x = F1 :>x=$%.

F'(x)=2tanx(1+tan’ x) , f GJ = 4> 0oldugundan x = % yerel

minimum, f "(—%j =—4 < 0oldugunan x = —% yerel maksimumdur.

ORNEK: f'(x) = (sinx—1)(2cos x +1) olarak verilen f fonksiyonunun

a) kritik noktalar1

b) artan azalan oldugu yerler

¢) yerel ekstremumlarini inceleyiniz. (x € [O, 27[] )

CcOZUM:
. 1
f'(x)=0<sinx=1 V 2cosx+1:0(cosx:_5j
7 27 Az
®x=5+2k7z 14 x:T+2k7z |14 x:T+2kﬂ , kel

oldugundan kritik noktalar O, % , 2?7[,4% ve 27z olarak bulunur.

f'(x) in isaret tablosunusoyledir:

i 27 4
x 0 2 3 3 27
sinx—1 - - - -
2cosx+1 + + D _ b+
/() - - * B




f fonksiyonunun artan oldugu kiime (

f fonksiyonunun azalan oldugu kiime (

27 4r

9

3

02

)

SEE

Ry

J

x =01 saginda azalan oldugundan x =0 yerel maksimum

Vs
xX=—
2

degildir.

notasinda artanlik karakteri degismediginden ekstremumnokta

2r < <
x = ——noktasinin solunda azalan, saginda artan oldugundan bu nokta yerel

minimum noktadir.

4
X= Tﬂ noktasinin solunda artan, saginda azalan oldugundan bu nokta yerel

maksimum noktadir.

x =27 nin solunda azalan oldugundan x =27z yerel minimum nokta olur.

KONKAVLIK VE EGRI CiziMi

Asagida Sekil a ve b de y = f(x) egrisini ve bu egri iizerinde hareketli

bir noktay1 gézoniine alalim.

A y=f(x)
t
N
7/'/
! M > X
0

Sekil a

/x;\\l =flx)
\

Sekil b

(T) Sekil a da oldugu gibi bu hareketli nokta M den N ye dogru
ilerlediginde, tegetler saat yoniiniin tersinde doner ve egri tegetlerinin
iistiinde kalir ise egriye yukari dogru konkavdir (konvekstir) denir.

(IT) Sekil b da oldugu gibi bu hareketli nokta M den N ye dogru
ilerlediginde, tegetler saat yoniline doner ve egri tegetlerinin altinda kalir ise
egriye asagl dogru konkavdir (konkavdir) denir.
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Bu 6zelliklere genel olarak egrinin konkavhgi denir.

Tegetin, Sekil a da oldugu gibi saat yoniiniin tersine donmesi, f'(x)

tiirevinin artan bir fonksiyon olmasi1 anlamina gelir.

Benzer sekilde, tegetin Sekil b de oldugu gibi saat yoniinde dénmesi,
f'(x) tiirevinin azalan bir fonksiyon olmasi anlamindadir.

Bu o6zellikler konkavlik i¢in asagidaki tanimi verirler. Bu tanimi
Ortalama Deger Teoremini, f'(x)’e uygulayarak elde ederiz:

Tamm: (Konkavlik icin ikinci tiirev testi)

y = f(x) fonksiyonunun, /cRaraliginda ikinci tirevi olsun. Bu aralik

boyunca, eger

a / "(x) > 0ise f nin grafigi / araliginda yukar1 konkav
(I0) f"(x) < 0ise f nin grafigi / araliginda asag1 konkavdir.

Ornek: v =3x" —10x’ egrisinin konkavligini inceleyiniz.
Céziim: } =15x" =30 oldugundan
V' =60’ —60x = 3" =60x(x" —1)=60x(x—1)(x+1)

bulunur. Buna gore asagidaki tablo olusur:

X |- -1 0 +1 +00
' — O —|— ¢ — O +
y A K. Y K. A K. Y .K.

O halde egri,[—l, 0] ve [l, OO] da konveks, (—OO,—I] ve [0,1] de konkavdir.

Doniim (Biikiim) Noktasi

18



y = f(x) egrisininkonveksliktenkonkavliga veya konkavliktankonvekslige
gectigi ve fonksiyonun siirekli oldugu noktaya doniim (biikiim) noktasi

denir.

O halde:

(a) Cnoktasi f igin bir doniim noktasiise ya f"(c) =0 veya f"(c) yoktur.
(b) Cnoktas1 /' i¢in bir doniim noktast ise f"'(c) =0 ve f"(c)# 0olur.

/" fonksiyonu C noktasinda isaret degistiriyorsa bu nokta f nin bir doniim

noktasidir.

Ornek: y =x'-3x" -4 egrisinin biikiim noktalarini bulunuz.

Coziim: y’ =3x"—6x ve y"'=6x—6=6(x—1) olup

»" + D -
y Y .K. A K.

Tablo goz oniline alindiginda x =1 i¢in " tlrevi sifir ve isaret
degistirmekte oldugundan (1,-6) biikiim noktasidir. Diger bir ifade ile,

x=11i¢in " =0 ve """ =6= 0 oldugundan (1,-6) biikiim noktasidir.
Ornek: =1+(X —2)5 egrisinin biikiim noktalarini bulunuz.

g;ﬁzﬁm:y'=5(x—2)4 ve y"=20(x—2)3 , y'"=60(x—2)2 olup x =2 igin
y"=0 ve y" =0 oldugundan bir sey sOylenemez. Boyle bir durumda,

x =2 icin y"nin isaret degistirip degistirmedigine bakilir:

19



V" - P +

Yy AK. Y K.

Tablo gbézonline alindiginda x=2 i¢in " tiirevi sifir ve isaret

degistirmekte oldugundan (2,1) biikiim noktasidir.

Uvari: f'(¢)=0, f"(c)=0 ve f"(c)=0 olmasi hallerinde tiirevler kolay

bir sekilde alinabiliyorsa, X=C i¢in sifir olmayan ilk tiirev bulununcaya

kadar tiirev almaya devam edilir. Bu takdirde, (c, f(c)) noktasi, sifir

olmayan ilk tiirevin mertebesi tek ise biikiim noktasi, ¢ift ise bir ekstremum

noktasidir. Buna gore,

Teorem (ikinci Tiirev Testi): y = f(x) iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon

ve X=C noktasini igeren herhangi bir aralikta siirekli olsun. Eger f'(c)=0

Ve

(a) f"(c) < 0ise X=C bir yerel maksimum noktasidir.
(b) f"(c) > 0ise X=C bir yerel minumum noktasidir.

© / "(c) = 01se X =C bir yerel ekstremum olabilir veya olmayabilir.

EGRI cizimi

y = f(x) egrisinin ¢izimi i¢in agagidaki adimlari takip etmek kolaylik saglar;

(1) Tanim kiimesi ve varsa simetriler bulunur. Eksenleri kestigi noktalar
bulunur.

(2) Birinci ve ikinci tiirevler bulunur.

(3) Kritik noktalar bulunur ve bu noktalarda ekstremumlar belirlenir.

(4) Egrinin artan ve azalan oldugu araliklar bulunur.

(5) Konkavlik incelenerek biikiim noktalar1 bulunur.

(6) Asimptotlar varsa bulunur.

(7) Tiim bunlar ortak bir tabloda gosterilir ve grafik ¢izimi yapilir.
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(x+1)2
1+x°

Ornek: f(x)= fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:(1) 7K ;= (—00,00) = Rdir. Tanim kiimesi simetrik oldugundan

(—x+l)2 B (l—x)2
1+(=x)°  1+x°

fe=

ifadesi hem f(x) den hemde- f(x) den farkh
oldugundan simetri yoktur.
x=01i¢in y = 1oldugundan (0,1) ve y=0i¢inx =—1oldugundan

(-1,0) eksenleri kestigi noktalardir.

2(1-x%)

Q) f'(x)=—"—FFve fry =203
(1+x7%)

(1+x°)

(3) f'(x) tirevini tanimsiz yapan nokta yoktur. O halde kritik noktalar

sadece f'(x)=0 yapan noktalardir. O halde, x = ¥1 kritik noktalardr.

Ikinci tiirev testine gére f''(-1)=1> 0oldugundanx=-1  yerel

minumum ve f"(1) = —1< 0 oldugundanx =1 yerel maksimum noktasidir.

(C))

Tablo incelendiginde (-w,-1) ve (1,0) araliginda fonksiyon azalan, (-1,1)

araliginda artandir.

(5) f"(x) tlirevini tanimsiz yapan nokta yoktur. O halde ikinci tiirevi sifir

yapan noktalar X, = —\/5, x,=0,x,= \/g g0z Oniine alindiginda su tablo

olusturulur:
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V| — 0 +-0 — © +
y AK YK A.K. Y.K.

x,=—3,x,=0,x,= V3 biikiim noktast olur.
(6) /(x) rasyonel bir fonksiyon olup paydayr sifir yapan reel say1
olmadigindan diisey asimptot yoktur. Ayrica lim f(x)=1oldugundan y =1
yatay asimptot olur.

lim | f(x)— p(x)|=0olacak sekilde p(x)=1 sabit olup egik asimptot,

yatay asimptot olarak karsimiza ¢ikar.

@)
X 17® =3 -1 0 1 V3 + o0
I — — 9 +| +9 — S
S
NN IO O\
I 0 1 2 ul 1

B.N. YMin. BN  Y.Maks. BN.
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2
wl -
_ :3 -1 0 1 \/g L

v x+1
Myﬂn[z

X+

! > 0 olmalidir. Asagidaki

2—x

Coziim:(1)Bu fonksiyonun tanimli olmasi i¢in

tablo yardimiyla tanim kiimesi YKf =(-12) olarak bulunur:

X |—o0 .| 2 400
x+1 — O —+ —+
2-x| + ¢ —
x+1 . = -
2—x I

Tanim kiimesi orjine gore simetrik olmadigina gore fonksiyonun

simetrisinden sOz edilemez.

x=0i¢iny = ln% =—-In2 oldugundan(0,~In2) ve =0 ic¢in «x :%
1 S
oldugundan 5 ,0 | eksenleri kestigi noktalardir.

. 6x-3
Q+x—x*)

Q)= ) ve V'

3
2—x)(x+1
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3) y' tlrevini sifir yapan nokta yoktur. Ayrica 3’ tlirevini tanimsiz yapan
y yap y yrica y yap

noktalar tanim kiimesinin eleman1 olmadigindan ekstremum yoktur.

(4) Vx e(—1,2) =TK, igin f'(x)>0 oldugundan fonksiyonun grafigi

daima artan yani yukar1 dogrudur.

(5) f"(x) tlrevini tanimsiz yapan noktalar —1 ve 2 olup tanim kiimesinin

eleman1 degildir. O halde, sadece ikinci tiirevi sifir yapan noktalar1 goz

Oniine alarak asagidaki tabloyu yapalim:

=

3

|
| —
Do

8

AK. Y K.

PO

Buna gore konkavlik x = % de degistiginden x = % biikiim noktasidir.

()

. x+1 .ox+1
lim In =In| lim =—©
x—>-1" 2—x xo>-1" D — x

oldugundan x = —1 diisey asimptot ve

x+lj ( . x+1j
=In| lim = 400
2—x 2 2—x

oldugundan x =2 diisey asimptottur.

lim In (

x—>2"

)
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®

—In2

1
Coziim:

M TK,= ]R\{—l,l} tanim kiimesi orjine gore simetrik Vef(—x) :f(x)

oldugundan grafigin y —eksenine gore simetrisi vardir.

x=0ise y=2 olup (0, 2) y-ekseni kestigi noktadir. y=0ic¢in kok

olmadigindan grafik x — eksenini kesmez.

2

Ve
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1 1

(1 4 1| —8x% =2
y _(2j (x2_1>41n22+(2j (X2_1)3

olur.

(3) ' birinci tiirevini sifir yapan nokta x =0 dir. Ayrica ' birinci tlirevini
sifir yapan noktalar tanim kiimesinde olmadigindan, ekstremumlar sadece

birinci tiirevi sifir yapan x =0 noktasinda aranir. f ”(O) =4> (0 oldugundan

x =0 noktasinda yerel minimum vardir.

“)
X 0
i — o T+
y \ /
Azalan Artan

(—0,0)\{~1} araliginda fonksiyon azalan, (0,00)\{1} araliginda fonksiyon
artandir.
(5) Ikinci tiirevi sifir yapan nokta yoktur. Ayrica ikinci tiirevi tanimsiz

yapan noktalar fonksiyonun tanim kiimesinde olmadigindan biikiim noktas1
yoktur. Ancak ikinci tlirevin tablosu incelendiginde

X |~ _ 1 +00
T =
y | AK YK AK

()
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oldugundan y =1 dogrusu yatay asimptot olur. Egri ve egik asimptot yoktur.

@)
—® -1 0 +1 +00
Y| — — O + +
n _ + + -
y %‘ \Yli &, A}/v
| 0 400 2 +00 0 1
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-ﬂ""""'i""""i?::_
_1W 0 1 7

Coziim:(1) x> —2x -3 =(x+1)(x—3)>0 oldugundan, fonksiyonn tanimli
olabilmesi icinx < —1 veya x>3 olmalidir. O halde
T.K, =(-o0,—1]U[3,40) olur. Tamm kiimesi simetrik degil, dolayisiyla

fonksiyonun simetrisi yoktur.

x=01¢in fonksiyon tanimli degildir. y =0i¢inx, =—-1, x, =3 olup

fonksiyon (—1,0) ve (3,0) noktalarinda x-eksenini keser.

2)
y = 2x-2 _ x—1
Wxt—2x—3 Jx*-2x-3

ve
y'= 4

- 3

(x2 —2x—3)é

olur.

(3)-(4) y' tiirevini tanimsiz yapan noktalarx, =—1 ve x, =3 .noktalaridur.

Ayrica )’ tiirevini sifir yapan nokta x=1 olup bu noktada fonksiyon

taniml1 olmadigindan tiirevi de yoktur.
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Ancak x <1 i¢in tlirev negatif ve x >1 igin tiirev pozitif oldugundan

fonksiyon (—o0,—1) araliginda azalan, (3,+o0)arahiginda artandr.

Ekstremum nokta yoktur.

Yo — +
y | T 7

(5) : Ikinci tiirevi sifir yapan nokta yoktur. Ayrica ikinci tiirevi tanimsiz
yapan noktalar da tanim kiimesinde yoktur. O halde biikiim noktas1 yoktur.
Ancak tanim kiimesinin her noktasinda ikinci tiirev daima negatif
oldugundan egri daima agag1 konkav (konveks) olur.

(6) : x=—-1 noktasinda sol limit ve x=3 noktasinda sag limit degerleri

sonlu oldugundan Diisey Asimptot yoktur.

lim vx*=2x—-3 =4

X—F0

oldugundan Yatay Asimptot yoktur. Ayrica,

V=263 Jx-1| =0

lim

X—>F 0

oldugundan y:|x—1| E.A. olur.

)
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+00

—00

+00
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