ALAN VE SONLU TOPLAMLARLA TAHMINDE BULUNMAK

Belirli integral, matematik ve bilim i¢in 6nemli biiyiikliikleri
tanimlamak ve hesaplamak i¢in kalkiiliiste kullanilan anahtar bir aractir.
Bunlar arasinda olasiliklar, egri uzunluklari, hacimler, alanlar gibi

biiyiikliikler vardir.

Belirli intagralleri formiil haline getirmenin temeli uygun sonlu
toplamlar olusturmaktir. Bir diizlemdeki bolgenin alaninin veya kapali bir
aralikta bir fonksiyonun ortalama degerinin ne anlama geldigini kesin olarak
tanimlamaya ihtiya¢ vardir. Bu biiyiiklilklere 6nce sonlu toplamlarla
yaklagarak integrale baslayacagiz.

[

Sekil 1

x —ekseninin iistiinde, y =1—x> egrisinin altinda ve x=0 ile x=1 diisey
dogrular1 arasinda kalan R bdlgesinin alanini bulmay1 istedigimizi
varsayalim. Bunu yapmanin kolay bir formiilii yoktur. Buna ragmen basit
bir yaklasimda bulunabiliriz.

(a) R bolgesini kapsayan iki dikdortgen kullanilmasi R nin alani igin bir {ist
tahmin verir.
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n
>

Sekil 2 (a)

(a) Dort dikdortgen daha iyi bir tahmin verir. Her iki tahmin alanin gercek

degerinden fazladir.

o=y
[
e
<
Il
U=y
I
=

=
N| =
Bl w
SN———

516
4’16

> X

0|l o025 050075 1

Sekil 2 (b)
[O,l]arahgmda dikdortgenin tabanini olusturan alt aralikta f nin en biiylik
degerinin hesaplanip (y=1-x", [0,1] araliginda azalan oldugu i¢in sol ug

noktadaki deger hesaplanir), iki dikdortgenin alani toplanirsa, R bdlgesinin

A alanimin bir yaklasik degeri

A=1. +§.l=Z:0‘875
42 8

N |~

olarak bulunur. [O, 1] aralig1 4 parcaya boliindiiglinde

1 151 31 7
—t ==
4164 4'4

A~1 .12220.78125
16 4 32
yaklagimi elde edilir.
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Dikdortgenler R bolgesini i¢ine aldigindan bu tahminler ger¢ek alandan
biiyiiktiir. Bu ylizden yaklasik degerlere (0.875, 0.78125 ) iist toplam
denir. Burada yaklasik degerlerden 0.78125 degerinin 4 ya daha yakin
olduguna dikkat ediniz.

y=1-x?
y
1t (%g) 13
23,
4 E)

/

0 0.25 0.5 0.75 4

Alan1 tahmin i¢in yukaridaki sekildeki gibi R bolgesinin dort dikdortgeni
kapsadigin1 varsayalim. Yiikseklikleri, her alt aralikta f fonksiyonunun

aldigi minimum deger olan bu dikdortgenlerin alanlari toplami R nin
alanina alt toplam yaklagimini verir.

1
1

(9]

17

A= +0.—=—=0.53125
32

(@)
-

1 1
+—.—+0.—
16 4 4

AW
NG

Bu tahmin A dan kiigiiktiir. 4 nin degeri alt ve iist toplamlar arasindadir.
0.53125< A4<0.78125

Bu durumda hatanin biiyiikliigli icinde bir sinir elde ederiz; burada hata
0.78125-0.53125=0.25 degerinden biiyiik olamaz.
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y=1-x%
Ve
8’64)(§§
1l—~—<_\8"64//5 39
5'5)

25
&l o
N———

—
b < [--TIN|

0 > X
0.25 0.5 075 1

Bir diger tahmin de ylikseklikleri tabanlarmin orta noktalarinda f nin

degerlerine esit olan dikdortgenler kullanilarak elde edilebilir. Bu tahmin
yontemi alan yaklasimai i¢in orta nokta kurah diye adlandirilir. Bu kural bir
alt toplam ile bir iist toplam arasinda bir tahmin verir, ama alanin gercek
degerinden biiyiik ya da kiiclik oldugu acik degildir. Orta nokta kurali R
alanii sOyle tahmin eder;

631 551 391 151

An 2 — 422 422 42— =0.671875
64°4 644 644 644

Hesapladigimiz her toplamda f fonksiyonunun tanimli oldugu [a,b]

araligl Ax = b-a

esit uzunluklu n— tane alt araliga bolinmiis ve f her alt

araliktaki bir noktada hesaplanmistir. Birinci araliktaki nokta ¢,, ikinci

araliktaki ¢, ...vs. Bu durumda tiim sonlu toplamlar su bigimdedir:

fe)Ax+ fe)Ax+..+ f(c,)Ax .
Gidilen mesafe

Bir otoyolda yoniinii degistirmeden ilerleyen bir otomobilin v(l) hiz
fonksiyonu ile t=a ve t=b zaman araliginda ne kadar yol aldigini
Ogrenmeyi istedigimizi varsayalim. Eger v(t) nin ¥ (t) ters tilirevini
biliyorsak, S(t):F (t)+c yazarak otomobilin konum fonksiyonu s(l)yi

bulabiliriz. Eger hiz fonksiyonu siirat gostergesindeki, sadece degisik
zamanlarda okumalarla bilinirse, bir ters tiirev tespiti miimkiin olamaz. O
zaman ne yapacagiz?
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[a,b] zaman araligini kisalt zaman araliklarina boleriz; her aralikta hiz

neredeyse sabit olur. Sonra her alt zaman araliginda gidilen mesafeye
bilinen uzaklik formiilii yaklagimini yapariz:

mesafe = hiz x zaman

Boliinen araliklar ayni bir A uzunluguna sahip olsun. Her bir araliktan bir
t,,i=12,..,n olacagina gore alinan D yolu i¢in bir yaklagim

D=v(t,)At+v(t,) At +...+v(t, ) At

olur. Burada »n sayisi alt araliklarin toplam sayisidir.

ORNEK: Dik olarak havaya atilan bir merminin hiz
f (l) =160-9.8¢ (m/ sn) dir. Yukaridaki teknigi kullanarak merminin ilk 3

saniyede ne kadar yiikseldigini tahmin ediniz. Toplamlar kesin sonug¢ olan
453.9 sayisina ne kadar yakindir?

coziM: £ (t) azalan oldugunda, alt araliklardan sol u¢ noktalar1 segmek

bir {list toplam tahmini, sag u¢ noktalar1 segmek ise bir alt toplam tahminini
Verir.

(a) f nin sol u¢ noktalarda hesaplandig1 birim uzunluklu ti¢ alt aralik bir {ist

toplami verir:

t

-Gt
NS
)

4
(o

0

At=t,—t =t,—t,=t,—t,

olmak tizere D yiiksekliginin bu durum i¢in tahmini degeri soyle olur:

D= f(t,)At+ 1 (t,) At + f(1;) At
=[160-9.8(0)](1)+[160-9.8(1) |(1)+[160-9.8(2) ](1)

=450.6

(b) f nin sag uc noktalarda hesaplandigi 1 birim uzunluklu ii¢ alt aralik bir alt

toplam verir:

D= f(t,)At+ [ (t,) At + f(1;) At
=[160-9.8(1) ](1)+[160-9.8(2) |(1)+[160-9.8(3)](1)

=421.2
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(¢) Uzunlugu % olan alt aralikta:

Bu tahminler sol u¢ noktalar1 kullanarak bir iist toplam verir:
D ~443.25

Sag uc noktalar1 kullanarak bir alt toplam verir:
D ~428.55

Bu alt1 aralikli tahminler {i¢ aralikli tahminlere gére sonuca biraz daha
yakindir. Alt araliklar kisaldik¢a sonuglar daha da iyilesir.

Ust toplamlar gercek deger 453.9 sayisina yukaridan yaklasirken, alt
toplamlar alttan yaklasir. Gergek deger bu alt ve iist toplamlar arasinda
bulunur. O halde ii¢ sikta verilen durumlar i¢in hatanin biiyiikligii

|ger§ek deger — hesaplanan deger| = |435.9 —428.55|="7.35

Alt araliklarin sayisi artirildiginda bu hata biiytikligili azalacaktir.

NEGATIF OLMAYAN SUREKLI BiR FONKSIiYONUN
ORTALAMA DEGERI

[a,b] araligr lizerinde tanimlanmis bir f fonksiyonunun ortalama
degeri; y=f (x) egrisi, x— ekseni ve x =a, x=»b dogrular ile sinirlanmis

bélgenin alanmi (b—a) ile béliimiine esittir.

y y = f(x)

|
|
1
|
|
1
e ® |
|
1
b

ORNEK: f (x):sinx fonksiyonunun [0, 7[] araligindaki ortalama

degerini tahmin ediniz.

68



COZUM: Sbzii edilen alan A ile gosterilirse, A4y1 hesapladiktan sonra
7—0=0 degerine bolmek gerekir. Ancak su anda alan1 hesaplamak i¢in
basit bir yontem yoktur. Bu nedenle probleme sonlu toplamlarla
yaklagabiliriz.

Bir iist toplam elde etmek i¢in [0,7]aralifinda, y=sinx egrisi ve

x— ekseninin arasindaki bdlgeyi birlikte iceren ve genislikleri ayn1 bir %

degeri olan sekiz dikdortgenin alanlarini toplariz. O zaman A4 nin yaklasik
degeri

4 s RY/4 4 S RY/4 T
A ~| sin— + sin — + sin — + sin — + sin — + sin — +sin — |.—
8 4 8 2 8 4 8 8

~(0.38+0.71+0.92+1+1+0.92+0.71+0.38).

0|y

=(6.02). §~2 365

olarak bulunur. y =sinx in[O, 7[] araligindaki ortalama degeri i¢in tahmini

365

V4
Alana yaklagim igin bir iist toplam kullandigimizdan bu tahmin sin x

alam1 7 ile boldiigiimiizde ~ 0.753 degerine ulasiriz.

n [0, 7[] iizerindeki gercek ortalama degerinden daha biiyiiktiir. Eger her

dikdortgenin giderek inceldigi daha ¢ok dikdortgen kullanilirsa gergek
ortalama degere daha ¢ok yaklasiriz.

ALISTIRMALAR

1) Sonlu yaklagimlart kullanarak asagidaki fonksiyonlarin grafiklerinin

altindaki alan1 tahmin ediniz:

(@) f(x)=x%, x=0ve x=1arasinda

(b) f(x

(@ f(x

x, x=0 ve x =1arasinda

1
—, x=1 ve x =5 arasinda

x

4—x*, x=—2ve x=2arasinda

(x)=
© f(x)=
(x)=

NOT: i: Esit genislikli iki dikdortgen ile bir alt ve {ist toplam

ii: Esit genislikli dort dikdortgen ile bir alt ve {ist toplam hesaplayarak
yaklasimlar1 yapiniz.
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2) Orta nokta kuralim kullanarak, asagidaki fonksiyonlarin grafiklerinin
altindaki alan1 6nce iki ve sonra dort dikdortgen kullanarak tahmin ediniz.

(a) f(x) =x", x=0 ve x=1arasinda

3) Bir cisim helikopterden agagiya birakiliyor. Cisim gittik¢e hizlaniyor, fakat
ivmesi hava direncinden dolayr zamanla azaliyor. Ivme m /s> olarak
Ol¢iilmektedir ve birakildiktan 5 sn sonraki her saniyede ivme asagidaki

gibi kaydediliyor:
t 0 1 2 3 4 5
a 9.75 5.92 3.59 2.18 1.32 0.80

(a) t=5iken siirat icin tahmini bir {ist deger bulunuz.
(b) ¢ =51iken siirat icin tahmini bir alt deger bulunuz.
(¢) t=31iken diislilen mesafe i¢in tahmini bir iist deger bulunuz.

4) Verilen aralig1 esit uzunluklu dort araliga bolerek ve f yi alt araliklarin orta
noktalarinda hesaplayarak, bu aralik {izerinde f nin ortalama degerini

tahmin etmek i¢in sonlu toplamlari kullanmiz.
(a) [0,2]iizerinde 1 (x) = x*
(b) [1,9]iizerinde £ (x) =%
(¢) [0,2]iizerinde £ (x) =%+sin2 t

7t

(d) [0,4]izerinde /' (x) = 1—(005;} .

Sigma Sembolii ve Sonlu Toplamlarin Limitleri
¥ : Sigma sembolii

Her bir k = 1,2, ..., n igin a;, sayilar1 verildiginde
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n
Zak=a1+a2+---+an
k=1

formiiliil den n ye n tane terimin toplamini verir.
Sonlu Toplamlar i¢cin Cebir Kurallari
1. Toplam Kural: :

n n n
Z(ak+bk)=2ak+ bk
k=1 k k=1

=1

2. Fark Kural :

n n n
Z(ak_bk):zak_zbk
k=1 k=1 k=1

3. Sabitle Carpim Kural : (Herhangi bir ¢ sabiti)
n n
z Cak =C z Clk
k=1 k=1

4. Sabit Deger Kural : (¢ herhangi bir sabit deger)

ORNEK 1.
(a)

5
Zk=1+2+3+4+5=15
k=1

(b)

3
Z(—l)"k = (DL 4+ (D224 (=1)3.3=-1+2 -3 = -2
k=1

(©)
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2
k 1 2
kz_lk+1 1+1 2+1 G+ (5 ="/g
ORNEK 2 .1 + 3 + 5 + 7 + 9toplamini sigma toplamu olarak belirtiniz.

Coztim.

5 4 6
1+3+5+7+9=Z(2k—1)=Z(2k+1)=2(2k—3)
k=1 k=0 k=2

ORNEK 3.
(a)
kzl(% —k?) = 3kz=1k —;kz,
(b)
i(_ak) = i(—l)ak = —i Qg ;
k=1 k=1 k=1
(c)

3 3
Z(k+4)=Zk+24=(1+2+3)+(3.4)=18;
k=1 k=1

k=1

(d)
!
2"
ORNEK 4. Ik n dogal sayinn toplam :
n
z )= n(n +1)

k=1

A+243++n)+(+-D+NM—-2)+--+1)
=n+D)+(n-1+2)+(n—-243)+--(n+1)
=n(n+1),

yani
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Asagida ifade edilen kareler ve kiipler toplami igin formiiller
matematiksel tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanir.

[k n kare :

i 12 = nn+1)(2n+1)
B 6
k=1

Ik n kiip :
- n(n + 1)
oo ()

Sonlu Toplamlarin Limitleri

ORNEK 5. Sayilar sonsuza ve genislikleri sifira yaklasan esit genislikli
dikdortgenleri kullanarak, y = 1 — x? egrisinin grafigi altinda ve x -
ekseninde [0,1]aralig1 tistiindeki R bolgesi alaninin alt toplam yaklagimlart
icin limit degerini bulunuz.

Coziim.[0,1]araliginiAx = (- O)/n = 1/n esit uzunluklu n tane alt
araliga boliip n tane dikddrtgen ile bir alt toplam olusturalim.

Alt araliklar _ x_

0.l [V 2l [ D ) 5y

0 1 27 nl
n n n
Bu alt araliklarin sag u¢ noktalarini kullanarak bir yaklasim
- 21 (1 k¥ w1 1%
_(k = )= S — 2
Z(l ( /n) )n_Z(n n3>_2n n3zk
k=1 k=1 k=1 k=1
1 1, 1 n(n+ D@+ 1)
—nS— Y K =1-
n nd n3 6
k=1
n+1)(2n+1)

6n?
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Aranan limit deger :

lim <1_(n+1)(2n+1)> 1

6n2

ol N

= 2/3

n—-oo

Benzer bir hesaplama {ist toplam yaklasimlarinin da yakinsadigini gosterir.
Her sonlu toplam yaklasim

i fe)(M/n)

degeri de 2/3 e yaklasir, giinkii her sonlu toplam yaklagimi alt ve iist toplam

yaklagimlar1 arasindadir.
Riemann Toplamlar:
a ve b arasinda (n — 1) tane nokta secilsin :
Xo=a<x1 <X < <xp_1<b=x,
Bu durumda
P ={xg,xq, ..., Xn}
kiimesine[a, b] kapal1 araliginin bir 'boliiniisii' denir.
P boliiniisii [a, b] yi n tane kapali alt araliga boler :
[x0, 1], [x1, 2], ) [X0—1, 2]
O zaman k. nci alt aralik : [xy_q, X ]
Bu k. nci alt araligin uzunlugu : Ax;, = xj, — X4

Simdi her bir alt araliktan bir nokta segilsin : ¢, € [xy_1, xk], kK = 1,2,...,n
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Sn= ) flebx
k=1

toplamiaf fonksiyonunun [a, b] araligindaki 'Riemann toplami1' denir.

Bir P = {xy, X4, ..., X, } boliinlisiiniin normu ||P]|| ile gosterilir ve soyle
tanimlanir :

[|P]| = maks{x; — x¢, X3 — X1, 0o, Xpy — Xp—1}
= maks{Ax, : k=1,2,..,n}

Yani P boliiniigiiniin normu alt araliklarin uzunluklarinin en biiytigiidiir.
Belirli integral

Tamm. f(x)bir[a, b] kapali aralig1 lizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Asagidaki kosullar saglanirsa, bir J sayisma f(x) fonksiyonunun [a,b]
tizerindeki 'belirli integrali' denir ve J sayis1

> e,
k=1

Riemann toplaminin limitidir :

Verilen her &€ > 0 sayisina karsilik [a,b] nin ||P|| < § kosulunu
saglayan her P = {xy, x4, ..., X, } bOlliiniisii ve ¢; sayisinin
[X)—1, xx ] arahigindaki her se¢imi i¢in

<&

Z fler)Dxy — ]
k=1

olacak sekilde bir § > 0 vardir.
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Bu tanim boliiniisiin normunun sifira yaklasmasi durumunda bir limit
alma iglemini gerektirir.

Alt araliklarin hepsi esit, yani Ax = G a)/n genislikli olmasi

durumunda, C € [x3—1,x;] olmak ilizere (yani cy, k. alt araliktan
secilmek tizere), Riemann toplamlar1 sdyle olusturulur :

S, = z": fcr)Dxy = zn: f(ex) (b ; a)
k=1 k=1

Eger n = oo iken bu Riemann toplamlarinin limiti varsa ve | sayisina

esitse, bu J sayist1 f(x) fonksiyonunun [a,b] araligi iizerinde belirli
integralidir. O halde

J = lim Z fc) (b%“) = lim Z fce)x
k=1 k=1

yazilir. Belirli integralin tanimindaki J sayis1 yerine

b

j f(x)dx

a

sembolii kullanilir ve 'adanb ye kadar f(x)dx integrali' veya bazen 'a dan b
ye kadar f(x) in x degiskenine gore integrali' diye ifade edilir. Belirli
integral semboliindeki bilesen kisimlarin isimleri soyledir :

a : integralin alt sinir1
b : integralin {ist sinir1
f(x) : integrand

x : integral degiskeni

Tanimdaki kosul saglandiginda f(x) fonksiyonunun [a, b] tizerindeki
Riemann toplamlarinin | = f: f(x)dx belirli integraline yakinsar oldugunu

ve f(x) in [a, b] iizerinde 'integrallenebilir' oldugunu soyleriz.
Integrallenebilen ve Integrallenemeyen Fonksiyonlar

Bir [a,b] kapali aralig1 iizerinde her fonksiyonun integrali yoktur.
Hatta bazi1 fonksiyonlar bu aralikta sinirli olsalar bile integrallenemezler.
Simdi [a, b] de hangi kosullar1 saglayan fonksiyonlarin integrallenebildigini
sOyleyecegiz.
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Ozel olarak [a,b] kapali araliginda siirekli olan her fonksiyon ve
dolayisiyla en fazla sonlu sayida sigramali siireksizlige sahip her fonksiyon
bu aralikta integrallenebilirdir.

TEOREM 1 -Siirekli Fonksiyonlarin integrallenebilirligi : Eger bir f
fonksiyonu [a, b] kapali aralig1 iizerinde siirekli ise veya bu aralikta en ¢cok
sonlu sayida sigramali siireksizligi varsa, o zaman f: f(x)dx belirli

integrali  vardir, yani f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda
integrallenebilirdir.

ORNEK 1.

1, xrasyonelise

f(x) =

0, xirrasyonelise

fonksiyonunun[0,1] kapali araligi {izerinde Riemann integrali yoktur.

Eger [0,1] kapali araliinin bir P boliiniisii alinir ve ¢, sayist f
fonksiyonunun [xj_, x,] alt aralig1 tizerindeki maksimum degerini verecek
sekilde secilirse, bu P boliiniisiine karsilik gelen Riemann toplami soyledir:

U= flabne = ) (Dix =1
k=1 k=1

Cunki her [xj_q,xx] alt araligif(c;) =1 olacak sekilde bir ¢
rasyonel sayisini igerir. Boylece bu se¢imi kullanan her Riemann toplami 1
dir ve bu se¢imleri kullanan Riemann toplamlarinin limitleri de 1 dir.

Diger yandan, eger c; noktasini f fonksiyonunun [x;_q, x| alt araligi
tizerindeki minimum degerini verecek sekilde alirsak, her [xj_q,x;] alt
araligi f(c,) = 0 olacak sekilde bir irrasyonel say1 igerdiginden, Riemann
toplami soyle olur :

n

Zn: fei)Dxy = E(O)Axk =0
=

k=1

Bu secimleri kullanan Riemann toplamlarmin limiti sifirdir. Limit ¢
noktalarinin se¢imine bagl oldugu i¢in f fonksiyonu [0,1] kapali araliginda
integrallenemez.
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