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hazirlanmis bir ders notu niteligindedir.



ONSOZ

Sevgili 6grenciler;

Sizler icin hazirlamis oldugum “isletme Matematigi” adl kitabimin amac; sizlere isletme
matematigi kavramlarimi vermek ve bu kavramlarin isletme ve iktisat problemlerinin
¢oziimiinde kullamlmalarim saglamaktir. Isletme Matematigi dersinde ana kaynak olarak
yararlanabileceginiz bu kitapta isletme ve iktisat problemlerine agirlik verilmeye ¢alisiimistir.
Matematik bilgilerinin isletme ve iktisat problemlerinin ¢6ziimiine 151k tutabilmesi ve
rehberlik edebilmesi i¢in hazirlamis oldugum bu kaynagin uzun yillar sizlere yol gosterecegini
imit etmekteyim. Bu kitabi farkli kilmak ve katki saglamak amaciyla béliim sonlarina ¢éziimli
calisma sorulari ve coktan secmeli sorular da eklenmistir. Kitabimizda, isletme Matematigi
dersinin tiim konulari ele alinmaktadir.

Siz sevgili 6grencilerimizi gelecege hazirlamak amaciyla sundugum bu kitabimda gozden
kacan eksiklikler ve farkina varilmamis hatalarim olduysa, bu konuda sizlerden gelecek
katkilarla ve her tiirlii goriisiiniiz ile sorunlarin en aza indirilebilecegini iimit etmekteyim.

Son olarak siz degerli 6grencilerimiz HOSGELDINIZ... Sizleri aramizda gormekten mutluluk
duymaktayim. Universite hayatimzda basar1 merdivenlerini kosarak cikmaniz dilegiyle...
“Isletme Matematigi” adl1 kitabimin 6grencilerime derslerinde bagarili olmalari i¢in yardimci
kaynak olusturmasi disinda ¢ok daha oOnemlisi problem c¢ézme ve sayisal diisiinme
aliskanliklarini kazandirmasi yéniinde yararlh bir kaynak olmasini dilerim.

Subat 2019
Prof. Dr. Ergiin EROGLU

Istanbul Universitesi
Acik ve Uzaktan Egitim Fakiiltesi
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KISALTMALAR

DP: Dogrusal Programlama
r(A)=A Matrisinin Ranki
VAM: Vogel Atama Metodu
RAM: Russel Atama Metodu
BBN: Basabas Noktasi

Det: Determinant
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YAZARNOTU

Degerli 6grencilerim,

Isletme Matematigi dersi, daha énceki yillarda gérmiis oldugunuz derslerden biraz farkhidir.
Dogrusal Programlama, Dualite ve duyarhilik analizi ile ulastirma probleminin ¢6zimi
konular ile ilk defa karsilasacak olabilirsiniz. isletme problemlerinin matematiksel olarak
modellenmesi isletme matematigi bilgileri yardimiyla gerceklestirilecektir. Ozellikle 3. ve 4.
Sinifta alacagimiz sayisal agirhkh derslerdeki basarimiz Isletme Matematigi dersinden
basariniza baghdir. Bu nedenle Isletme Matematigi dersinde anlatilan konulari iyice
kavraminiz sizler i¢cin 6nemli olacaktir.

lyi bir y1l gecirmeniz dilegi ile.

Prof. Dr. Ergiin EROGLU
10U Agik ve Uzaktan Egitim Fakiiltesi




1. COK DEGISKENLI FONKSIYONLAR



Bu Boliimde Neler Ogrenecegiz?

1.1. iki Degiskenli Fonksiyonlar

1.2. U¢ Boyutlu Koordinat Sistemi (U¢ Boyutlu Uzay)
1.3. U¢ Boyutlu Uzayda iki Degiskenli Fonksiyon

1.4. U¢ Degiskenli Fonksiyonlar

1.5. Cok Degiskenli Fonksiyonlar



Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) iki degiskenli fonksiyon ne demektir?
2) Ug degiskenli fonksiyona bir érnek veriniz?
3) Ug boyutlu uzayda iki degiskenli bir fonksiyon nasil bir sekil olusturur?



Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Cok Degiskenli
Fonksiyonun Tanimi

Cok degiskenli fonksiyonun
tanimini bilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak

Ug boyutlu uzayda
U¢ Boyutlu Uzay noktalarin gosterimini Okuyarak, Fikir yiiriiterek
yapabilmek
iki Degiskenli Lk deglskenll bir Okuyarak, Tekrar yaparak, Ornek
Fonksiyonlar fonksiyonu ozerek
y tanimlayabilmek ¢
Ug Degiskenli Ug degiskenli bir Okuyarak, Tekrar yaparak, Ornek
; fonksiyonu <
Fonksiyonlar cozerek

tanimlayabilmek




Anahtar Kavramlar

Cok degiskenli Fonksiyon
U¢ Boyutlu Uzay




Giris

Bu boéliimde gercek hayattaki isletme, ekonomi ve sosyal bilimlere ait problemlerin
matematiksel olarak modellenmesinde sik¢a kullanilan ¢ok degiskenli fonksiyonlar ele
alinmaktadir.

Bir durumdan digerine, gozlemden gozleme farklilik gosteren 6zelliklere “degisken” adi
verilir. Degiskenin belli 6zelliklerine kars:i getirilen say1 ve sembollere ise “degiskenin
degeri” adi verilmektedir. Degisken adi verilen iki terimin arasindaki matematiksel
iliskiye fonksiyon adi verilir. Matematikte degiskenler kiigtik italik harflerle gosterilir. x,
v, z degiskenleri gdstermek i¢in en sik kullanilan harflaerdir.

Ornegin degiskenler x ve y olsun. Eger x i¢in her deger y icin sadece tek bir deger ile
iliskiliyse, y degiskeni "x degiskeninin fonksiyonudur” denilir. Bu fonksiyondaki x
“bagimsiz degisken” ve y ise “bagiml degiskendir”, ¢linkii y’'nin degeri x’in degerine
baghdir. Bagimsiz degisken fonksiyonun girdilerinden herhangi birisidir. Bagimh
degisken ise fonksiyonun ciktisidir. Kisacasi, “eger x verilmisse, o zaman y bulunur”
ifadesinde x bagimsiz degiskeni, y ise bagimli degiskeni simgelemektedir.

Temel Matematik dersi iceriginden de hatirlanacag: gibi, bir tane bagimsiz degiskene
sahip olan fonksiyonlara tek degiskenli fonksiyon denmektedir. Tek degiskenli
fonksiyonda y bagimli degisken, x ise bagimsiz degisken olup; tek degiskenli fonksiyon;

y =f(x)

biciminde gosterilir.

Tek degiskenli fonksiyonlar, gerek teoride gerekse uygulamada karsilasilan problemlerin
matematiksel olarak modellenmesinde ¢ogunlukla yetersiz kalirlar. Bu nedenle pek cok
problem birden fazla degiskenin kontrol edilmesini gerektirir. Bu sebeplerden dolay,
degisken sayis1 birden fazla olan fonksiyonlari1 analiz edebilmek i¢in ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin ayrintili incelenmesi gerekir. Bu béliimde iki degiskenli fonksiyonlar
agirlikl olmak tizere ¢ok degiskenli fonksiyonlar tizerinde durulmaktadir.



1.1. Iki Degiskenli Fonksiyonlar

Basit anlatimla iki girdisi tek ¢iktis1 olan fonksiyona iki degiskenli fonksiyon denir. Bir
diger ifade ile iki bagimsiz degiskeni olan fonksiyonlara “iki degiskenli fonksiyonlar”
denir.

Bir marangoz atdlyesinde iretilen (satilan) tahta masa ve tahta sandalyelerden elde
edilecek gelir, iki degiskenli fonksiyonlara bir érnektir. x ve y, bir donemdeki sirasiyla
masa ve sandalye liretim miktarlarini gostermek tizere, birim satis fiyatlar1 masa i¢in 400
TL ve sandalye icim 100 TL ise, bu atdlyenin tahta masa ve sandalye iiretiminden
(satisindan) bir donemde elde edecegi gelir;

R(x,y) = 400x + 100y

fonksiyonu ile hesaplanir. Burada R (toplam gelir) bagimli; x ve y degiskenleri bagimsiz
degiskenlerdir. x ve y liretim (satis) miktarlarindaki degisim, bagimsiz degisken olan R’yi
degistirmektedir.

Genel olarak iki degiskenli fonksiyon z = f(x,y) veyay = f(x;, x,) biciminde gosterilir.
Burada x ve y (x; ve x,) bagimsiz degisken, z ise bagimli degiskendir. Boyutlar1 x ve y
olan dikdoértgenin alani,

S =xy

cevresinin uzunluguy,
P=2(x+y)

dir. Burada dikdortgenin alan1 ve ¢evre uzunlugu kenar uzunluklarinin iki degiskenli
fonksiyonlardir.

Cogu zaman, eger bagimsiz degisken sayisi 2 ise, bagimsiz degiskenler x, y ve bagimh
degisken z ile; bagimsiz degisken sayisi 3 ise, bagimsiz degiskenler x, y, z ve bagimh
degisken w ile gosterilir.

Cok degiskenli fonksiyonlar gilinltiik yasamin pek ¢ok alaninda karsimiza ¢ikar ve pek ¢ok
problemin matematiksel modelinin kurulmasinda ve ¢éziilmesinde kolaylik saglar.

Ornek:

A ve B gibi iki tiir irlin Ureten bir isletmenin haftalik sabit giderleri toplami1 FC =
10000 TL, irtin basina hammadde maliyeti A {iriinii icin 200 TL, B triini i¢in 400 TL'dir.
Bu isletmenin haftada x adet A {riini ve y adet B tiriinii Uretilmesi durumunda haftalik
toplam maliyet;



q1 = A uriininin iretim (satis) miktari
@, = B Urlniinin tretim (satis) miktari

¢; = A Uriinliniin birim maliyeti
¢, = B uriiniiniin birim maliyeti

Toplam maliyet fonksiyonu;
TC(q1,92) = €1G1 + ¢c2q2 + FC
TC(q1,q2) = 200q, + 400g, + 10000
olur ki, bu, iki degiskenli bir fonksiyon tanimlar. Burada q; ve q, bagimsiz degiskenler,
toplam maliyet (T'C) ise bagimli degisken olur. Bu isletme, haftada 20 adet A {iriinii ve 30
adet B triint Uretilirse, haftalik toplam gider, yukaridaki ifadede g, yerine 20 ve g, yerine
30 yerlestirilerek;
TC(10,15) = 200.20 + 400.30 + 10000 = 26000 TL

olarak toplam maliyet hesaplanir.

Ornek:
Basit faiz icin kullandigimiz formiil,

S=f(P,1t)
S(P,r,t) =P+ Prt
S(P,r,t) =P(1+rt)

bir ti¢ degiskenli fonksiyon tanimlar. 2000 TL, y1llik % 6 faiz orani ile 3 y1l vadeli mevduat
hesapta kalirsa paranin 3 y1l sonundaki toplam degeri;

S(P,r,t) =P+ Prt=P(1+rt)
$(2000,0.06,3) = 2000 + 2000.0,06.3
5(2000,0.06,3) = 200 0 + 360 = 2360 TL
olarak hesaplanir.

Tanim: Bos kiime olmayan herhangi 4, B ve C kiimeleri verilsin ve A X B sembolii A ve B
kiimelerinin kartezyen ¢carpimini gostersin:



AXB={(x,y)|x€A,yeEB}

Eger A X B kimesinden alinmis her (x,y) ciftini € kiimesinden tek bir z eleman ile
esleyen bir f kurali verilmisse bu f kuralina A X B kiimesinden C kiimesine iki degiskenli
fonksiyon denir ve sembolik olarak,

f:AxB - C, z = f(x,y)

biciminde gosterilir. A X B’'ye fonksiyonun tanim kiimesi veya tanim bdélgesi, C ye ise
fonksiyonun deger kiimesi denir.

Diger bir deyisle, D c R? bélgesinin her (x,y) sayi ciftine bir ve yalmz bir z = f(x,y)
gercel sayisim1 karsiik getiren bir f bagintisina D’den R’ye (R? — R) iki degiskenli
fonksiyon denir. D’ye fonksiyonun tanim kiimesi, R’ye fonksiyonun deger kiimesi adi
verilir.

G={zz=f(x,y),(x,y) ED,z € R}
Ornek:
A = {-1,2,3},B = {-2,1}, C = {2,3,5} kiimeleri verilsin. O zaman, A X B kartezyen
carpimi;

AxXxB={(-1,-2),(-1,1),(2,-2),(2,1)(3,-2),(3, 1) }

olur. f kuralini agsagidaki gibi tanimlayalim.

f(-1,-2) =3
f(-1,1) =5
f2,-2) =2
f(@2,1) =5
f(@3,-2)=2
f(@31) =2

Bu sekilde tanimlanmis f, A X B’den C ye bir iki degiskenli fonksiyondur.

Ornek:
f: R®*>R,f(x,y) =x% — y?iki degiskenli fonksiyonu icin f (0,1), f(—2,3) vea € R
olmak tlizere, f(a, @) y1 hesaplayiniz.

Coziim:
f0,1)=02-12=-1



f(=2,3)=(-2)*-3%> =5
fla,a)=a*—-a%*=0
Ornek:

f: R>> R taniml, f(x,y)=x?—3xy+ y? iki degiskenli fonksiyonu icin, f(1,3),
f(1,-1), f(—1,2) fonksiyon degerlerini hesaplayiniz.

Coziim:
f(1,3)=12-313+32=1
fA,-1)=12-31.(-1) +(-1)?=5
f(=1,2) = (-1)2=3.(-1).2+2% =11
Ornek:

f:R*>R; z=f(x,y) =x* +y?
iki degiskenli fonksiyonu icin, (3, 4) degerini hesaplayiniz.

Cozum:

z=f(x,y) =2 +y?
2(3,4) = f(3,4) =+/32+42 =5

(x,y,z) = (34,5
1.2. Ug¢ Boyutlu Koordinat Sistemi (U¢ Boyutlu Uzay)

Bir kagidin ylizeyi veya bir tahta diizlemi digstlniliirse, bunlarin iki boyutlarn
bulunmaktadir. Tahta ylizeyinin eni ve boyu gibi. Bu iki boyutlu diizlem, xy-kartezyen
koordinat sistemi olarak adlandirillir. Kartezyen koordinat sisteminde bulunan
noktalarin x ve y olarak iki bileseni bulunur. Orijin noktasi olarak adlandirilan (0, 0)
noktasi, x ve y eksenlerinin kesisim noktasidir. Birinci b6lgede bulunan noktalarin her iki
bileseni de pozitif, ikinci bolgede bulunan noktalarin, x degeri negatif, y degeri pozitif;
liclincii bolgede bulunan noktalarin, her iki bileseni de negatif, déordiincii bolgede bulunan
noktalarin, x degeri pozitif, y degeri ise negatif olur. Ornegin (3,5) noktas: 1. bolgede,
(—4, 2) noktasi ikinci bolgede, (—5, —6) noktasi li¢clincii bolgede ve (4,—1) noktasi da
dordiinci bolgede bulunur.

10



rYy
(-,4+) (+,+)
2. Bolge 1. Bolge

x
- o0 >
3. Bolge 4. Bolge
(-5-) (+,-)
\/

Sekil 1: iki boyutlu diizlemi (xy- kartezyen koordinat sistemi)

Bagimsiz degisken x ekseninde, bagiml degisken y ekseninde olmak iizere, tek degiskenli
bir fonksiyon iki boyutlu kartezyen koordinat sisteminde gosterilirken, iki degiskenli bir
fonksiyon ise ancak li¢ boyutlu dikdortgensel koordinat sisteminde (li¢ boyutlu uzayda)
gosterilebilir.

Ug tane birbirine dik dikdértgensel yiizeylerin olusturdugu eksen takimina ii¢ boyutlu
uzay denmektedir. U¢ boyutlu dikdértgensel koordinat sisteminde 8 bélge
bulunmaktadir.

=
+
+
+
+
I
I
I
I

<
+
+
I
I
+
+
I
I

11



Sekil 2: U¢ boyutlu dikdortgensel koordinat sitemi

Asagidaki sekillerde (x,y,z) eksenlerinden olusan bir ti¢ boyutlu uzayda (xy,y4,2;)
noktas: grafik tizerinde gosterilmektedir. Ikinci sekilde ise ii¢ boyutlu uzayda bir 6rnek
nokta belirtilmistir.

9 z
(x1, y1, 1) A R(0,y,2)
3 S(x 0,2)
] i i :y
XN fmooe e~ 4"/
X (xll yl)

Sekil 3: U¢ boyutlu uzayda bir noktanin gésterimi

%A

P(x, v z)

3

X

Sekil 4: U¢ boyutlu uzayda noktanin bilesenleri

A \

P(-2,4,2)

X

Sekil 5: U¢ boyutlu uzayda (-2, 4, 2) noktasinin gosterimi
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Sekil 5 dikkatle incelenirse, U¢ boyutlu uzayda bir noktanin x, y ve z gibi ii¢ bileseni
bulundugu gériiliir. Ornegin (-2, 4, 2) noktas1 bu uzayda konumlandirabilmek icin, x
ekseni boyunca negatif yonde 2 birim, y ekseni boyunca pozitif yonde 4 birim, z ekseni
boyunca pozitif yonde 2 birim ilerlenir.

1.3. Ug Boyutlu Uzayda iki Degiskenli Fonksiyon

y = f(x) (tek degiskenli fonksiyon) kosulunu saglayan(x,y) degerleri iki boyutlu
diizlemde (xy-kartezyen koordinat sisteminde) bir dogru veya egriyi olustururken, bir
z = f(x,y) (iki degiskenli fonksiyon) kosulunu saglayan (x,y,z) noktalari lic boyutlu
uzayda bir yiizey olustururlar. Bu yiizeye, z = f(x,y) fonksiyonunun grafigi denir.
Asagida iki degiskenli bir fonksiyonun ii¢ boyutlu uzayda (koordinat sistemindeki) grafigi

ornek olarak verilmektedir.
4

Zz

Sekil 6: iki degiskenli bir fonksiyonun grafigi

Tek degiskenli fonksiyonlarin tanim kiimesi bulunurken x yerine konabilecek sayilar
kiimesi belirtilir. Ornegin, f(x) = v/x fonksiyonunun tanim kiimesi R* olur. Yani tanimh
olan x ekseni lizerindeki noktalar ifade edilmekte iken, iki degiskenli fonksiyonlarin tanim
kiimesi de (x, y) koordinat sisteminde gosterilmektedir. Buradan da anlasilmasi gerekir
ki, bu noktalar bir diizlem tizerinde bulunur. xy-diizlemi tizerinde tanimli noktalar iki
degiskenli fonksiyonda yerine kondugunda, z = f(x,y) fonksiyonun aldig1 degerler
bulunarak, bu degerler de z ekseni boyunca negatif veya pozitif yonde ilerlenerek
konumlanir. Konumlanan bu noktalar ii¢ boyutlu uzayda dogrusal veya egrisel ylizeyler
olusturur.

Ormek:
Asagida verilen iki degiskenli fonksiyonun tanim kiimesini bulunuz.

2x + 4y

Jx2+y2—4

7 =
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Coziim:

Verilen fonksiyonda payda karekok ifadesi icerdiginden, negatif sayilarin karekokii
alinamadigindan, kok icerisindeki ifade > 0 olmalidir. Ayrica fonksiyon kesirli oldugu icin
paydanin sifir olmamasi gerekir. Bu nedenle verilen fonksiyonun tanim kiimesi;

x2+y2—-4>0
x2+y2>4

olur.

Sekil 7: Ornekte verilen fonksiyonun tanim kiimesi

Bu esitsizligin kartezyen koordinat sistemindeki grafigi, yukaridaki gibi olacaktir ki, bu
esitsizlik koordinat sisteminde yarigapi r = 2 olan bir dairenin dis tarafi anlamina gelir.
Esitlik olmadig icin de daire etrafi yani cember bu alana yani tanimli alana dahil degildir.
Tepeden bakildiginda x,y dizleminde bir dairenin disinda kalan alan olarak
goriinmektedir. Sekilden de anlasilacagi gibi verilen fonksiyonda x ve y yerine -2 den
kiiciik ve 2 den biiytik sayilar kondugunda fonksiyon tanimli olur. [-2, 2] araliginda sayilar
konursa, verilen iki degiskenli fonksiyon tanimsiz olur.

14



Sekil 8: Ornekte verilen fonksiyonun tanim kiimesi

Ornek:
Asagida verilen iki degiskenli fonksiyonun tanim kiimesini bulunuz.
2
Z=—
[x2 — 32
Cozum:

Onceki érnekte oldugu gibi, verilen fonksiyonda payda karekok ifadesi icerdiginden,
negatif sayilarin karekoki alinamadigindan, kok icerisindeki ifade > 0 olmalidir.

x2—y2>0 - x*>y?

Bu esitsizlik kartezyen koordinat sisteminde asagidaki gibi gosterilir. Tarali alanda
bulunan noktalarin apsislerinin karesi ordinatlarinin karesinden buiytiktiir.

%
boss?
o
%

et
SR
oot
et

3
25
42525
255
b5t
35058
Jatele;
%
5

2
&
19585
s
otof
25
5
[
25
K
%
E
W

b

Sekil 9: Ornekte verilen fonksiyonun tanim kiimesi
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1.4. Ug¢ Degiskenli Fonksiyonlar

Ornegin bir yatinmcimin r faiz oram ile bankaya yatirmis oldugu P miktarindaki
anaparanin t donem sonraki degeri;

S=fPrt)y=P.(1+7r)

ile hesaplanir. Yani paranin gelecekteki degeri, anaparanin miktarina (P), faiz oranina ()
ve donem sayisina (t) baghdir. Paranin gelecekteki bagimli degiskenin degeri; anapara,
faiz oran1 ve donem sayisina yani li¢ bagimsiz degiskene baghdir. Bu 6rnekten de
anlasilacaglr gibi, bu fonksiyonda; tli¢ bagimsiz degisken, bir bagimh degisken
bulunmaktadir.

u=f(x,y,z) veyay = f(x4,%2,x3) biciminde olan yani li¢ bagimsiz degiskeni bulunan
fonksiyonlara ti¢ degiskenli fonksiyonlar denir. Ornegin;

u=x?+y%+z2
fonksiyonu ti¢ degiskenli bir fonksiyondur.
Ug degiskenli fonksiyonlarin tanim kiimesi ti¢ boyutlu uzayda bir hacim olusturur. Ancak
u¢ ve Ucten fazla degisken bulunan fonksiyonlarin grafikleri bir anlam tasimaz ve g

boyutlu uzayda grafikleri ¢izilemez.

Ornek:
u=Inx*+y*+z>-1)

fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.
Cozum:
Logaritma (veya [n) fonksiyonu pozitif sayilarda tanimli oldugu icin, In fonksiyonunun
saginda bulunan parantezin i¢i pozitif olmalidir, yani sifirdan biiytik olmaldir.

x2+y2+2z2-1>0

x2+y?+z2>1

ifadesi, merkezi (0, 0, 0), yarigap1 1 olan kiirenin dis tarafini ifade etmektedir. Dolayisiyla
verilen fonksiyonun tanim kiimesi, kiirenin disinda kalan ii¢ boyutlu uzaydaki bir
hacimden ibarettir.

Ornek:
w=In(1-x2%—-y?—-2?%)
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fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

Coziim:
Logaritma (veya In) fonksiyonu pozitif sayilarda tanimli oldugu i¢in, In fonksiyonunun
saginda bulunan parantezin i¢i pozitif olmalidir, yani sifirdan buiyiik olmalidir.

1-x2—-y2-22>0
1>x%+y%+2°
x*+y*+z2<1

ifadesi, merkezi (0, 0, 0), yarigap1 1 olan kiirenin i¢ tarafini ifade etmektedir. Dolayisiyla
verilen fonksiyonun tanim kiimesi, kiirenin i¢inde kalan ili¢ boyutlu uzaydaki bir
hacimden olusur.

1.5. Cok Degiskenli Fonksiyonlar
Tanim: Bos kiime olmayan herhangi A4, A,, As, ..., A, kimeleri verilsin ve A; X 4, X
As ... X A,, sembolii n kiimenin kartezyen carpimini gostersin:

Al X AZ X A3 e X An = {(xl, xz, ey xn) | x1 € Al ) xz € Az, ey xn € ATL}

Eger A; X A, X As ... X A, kiimesinden alinmis her (x;, x5, ..., x,) nokta B kiimesinden
tek bir y eleman ile esleyen bir f kurali verilmisse bu f kuralina A; X A, X A5 ... X A,
kiimesinden B kiimesine n degiskenli fonksiyon denir ve sembolik olarak,

f: A XAy, XA;..XA, - B, y = f(x1,%2, ., Xp)

biciminde gosterilir. 4; X A, X Az ... X A,’e fonksiyonun tanim kiimesi veya tanim bolgesi,
B ye ise deger kiimesi denir. Diger bir deyisle, D c R™ boélgesinin her (xq, x5, ..., x,)
noktasina bir ve yalmz bir y = f(xq,x,,...,x,) gercel sayisini karsilik getiren bir f
bagintisina D’den R’ye (R™ — R) n degiskenli (¢ok degiskenli) fonksiyon denir. D’ye
fonksiyonun tanim kimesi, R’ye fonksiyonun deger kimesi adi verilir. y =
f(x41,%3,+++,x,) biciminde olan fonksiyonlarda x;, x,, -, x, bagimsiz degiskenler, y ise
bagiml degiskendir.

Ornek:
Asagidaki fonksiyonlarin kas degiskenli fonksiyon olduklarini belirleyiniz.

Cozium:
Cok degiskenli bir fonksiyonun ka¢ degiskenli oldugu belirlenirken, fonksiyonun bagimsiz

degisken sayilarinin ka¢ olduguna bakailir.

fx,y,z2)=3x+y+z
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(Ug degiskenli fonksiyon, x, y, z bagimsiz degiskenler)
f(x,v,z,t) = 2x? + 5y% — z2 — ¢

(dort degiskenli fonksiyon)
u
f,y,z,u,v) =x+ In(y) + z* -

(5 degiskenli fonksiyon)

18



Uygulamalar
1) y = In(x + y — 1) Fonksiyonunun tanim araligini bulunuz.

Cozim:

Logaritma fonksiyonu pozitif reel sayilar i¢in tanimhdir.
Dolayisiyla, x + y — 1 > 0 olmaldir.

x+y—1>0 y>—-—x+1

A

%//%,

<

i

m__
&
I
.

'
n
1

Sekil 10: y = In(x + y — 1) fonksiyonunun tanim kiimesi

19



Uygulama Sorulari
1) z = x3 — 3x + 3y — y3 Fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Coziim:

Bu fonksiyonun grafigi ancak, bilgisayar paket programlar1 yardimi ile ¢izilebilir. Bu
ornekten anlagilmalidir ki, verilen fonksiyon iki degiskenli bir fonksiyondur. iki degiskenli
fonksiyonlarin grafikleri de ti¢ boyutlu uzayda bir ylizey olusturur. Bu fonksiyon grafigi
de li¢ boyutlu uzayda ugan haliya benzer bir ytlizey olusur.

Sekil 11: z = x® — 3x + 3y — y? fonksiyonunun grafigi

2) Araba kiralayan bir firma birbirinin benzeri arabalar1 ginlik 50 TL’ye kiraya
vermektedir. Bunun yaninda kilometre basina 2 TL {icret istemektedir. Bu firmadan bir
adet araba kiralayan bir sahsin katlanacagi maliyetin fonksiyonunu olusturunuz. 3 giin
arabayi kiralayan ve 350 km yol yapan bir kisi ne kadar maliyete katlanmak zorundadir.

Coziim:

X : gun sayisl,

y : arabanin katettigi mesafe (km)

Olmak iizere, arabanin birkag giin kullanilmas1 durumunda olusacak maliyet;

C=50.x+2y
kadar olacaktir. x = 3 giin ve y = 350 km oldugundan,

C =503+2350=850TL

o0deme yapmasi gerekir.
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3)
flx,y,2) = eV ¥
Fonksiyonu i¢in,

£(2,-1,6) =?

Coziim:

f(x,y,z) = eVz=*"=7*
£(2,-1,6) = eVo @D _ VT _ o1 =
e=2,718...
4) f(x,y) = In(x + y- 1) Fonksiyonu i¢in f(e, 1) =?

Coziim:
fxy) = n(x+y-1)

f(e,1) =In(e+1-1)=Ine=1
5) U¢ boyutlu uzayda, P; (2, —1,12) ve P,(—1, 3, 0) noktalar arasindaki uzakhg: bulunuz.

Coziim:
Uc boyutlu uzayda, P; (x4, V1, z;) ve P,(x5, ¥,, Z;) noktalar1 arasindaki uzaklik;

d =0 —x2)*+ (1 — ¥2)* + (71 — 2,)?
formuld ile bulunur.

Verilen iki noktanin koordinatlari formiilde yerine konulursa;

d=[2-(DP+[(-1—-@)]*+[12 - 0]?

d = 32 + [~4]2 + [12]%

d=vV9+ 16 + 144 =169
d=13

olarak uzaklik hesap edilir.
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu béliimde ¢ok degiskenli fonksiyonlara bir giris yapilmistir. U¢ boyutlu uzay tanimi

verildikten sonra iki degiskenli fonksiyonlar ve li¢ degiskenli fonksiyonlar anlatilmistir.
Son boliimde ise ¢ok degiskenli fonksiyon tanimi verilmistir.
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Boliim Sorulari

1) Asagida verilen fonksiyon icin f(3,4,12) degeri asagidakilerden hangisidir?

3
et = e
a)l
b) 3/4
¢)3/5
d) 1/4
e) 3/13

2) Asagida verilen fonksiyon kac¢ degiskenli bir fonksiyondur?

3x
u—f(x,y,Z)—\/m
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

3) K, L ve M irlnlerinin tiretimi i¢in kullanilan hammadde miktarlar sirasi ile 2, 4 ve 5
ton ise, stokta bulunan hammadde miktar1 160 ton olduguna gore K ve M iiriinlerinin
tretilmemesi, sadece L irini Uretilmesi durumunda, en fazla ka¢ tane L {rilni
tiretilebilir?

a) 32
b) 40
c) 80
d) 160
e) 320

4) f(x,y) = x?y + xy? ise,

a) 0

b) —4
c) —3
d) -2
e) —1
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5) Asagida iki degiskenli fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

flx,y) =\/x2+y2—9+\/9—(x2+y2)

a) {(x,y) € R?, x*+y?>9}
b) {(x,y) € R?, x?> +y? > 9}
o) {(x,y) € R? x*+y? <9}
d) {(x,y) € R?, x? +y% =9}
e) {(x,y) € R? x*+y? <9}

6) Asagida verilen ¢ok degiskenli fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden
hangisidir?

16
JxZ+y2+ 22 —-16

f,y,2) =

a) Merkezi (0,0,0) yarigapi 4 olan kiirenin yiizeyi

b) Merkezi (0,0,0) yaricapi 4 olan kiirenin dis tarafi

c) Merkezi (0,0,0) yarigapi 4 olan kiirenin i¢ tarafi

d) Merkezi (0,0,0) yarigap1 4 olan kiirenin yiizeyi dahil olmak tizere dis tarafi
e) Merkezi (0,0,0) yarigapi 4 olan kiirenin ytlizeyi dahil olmak iizere i¢ tarafi

7) Asagida verilen ifadelerden hangisi yanhstir?

a) Tek degiskenli fonksiyonlar grafik diizlemde bir dogru veya egri olusturur.

b) iki degiskenli fonksiyonlar ii¢ boyutlu uzayda bir yiizey olusturur.

c) Iki degiskenli fonksiyonlarin tamim kiimesi kartezyen koordinat sisteminde
gosterilebilir.

d) U¢ veya daha fazla degiskenin ii¢ boyutlu uzayda grafigi gosterilemez.

e) iki degiskenli bir fonksiyonda bir tane bagimli bir tane bagimsiz degisken bulunur.

8)f: R2>R,f(x,y) =x?—3xy + y? iki degiskenli fonksiyonu igin, f(1,3) = ?
a) 1

b) 5

c) 7

d) 11

e) 13

9) z = In (x* + y? — 9) Fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

a) x2+y%2>9
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b)x? +y2<9
c) x2+y%?>9
d)x*+y?<9
e) x> +y*=9

10) x? +y? <1 esitsizligi kartezyen koordinat sisteminde agagidaki bélgelerden
hangisini gosterir?

a) Merkezi (0,0) yarigcapi 1 olan dairenin dis1
b) Merkezi (0,0) yarigapi 1 olan dairenin ici
c) Merkezi (1,1) yaricapi 1 olan dairenin dis1

d) Merkezi (1,1) yaricap1 1 olan dairenin igi
e) Merkezi (0,0) yaricapi 1 olan gemberin kendisi

Cevaplar:

1)e, 2)c, 3)b, 4)a, 5)d, 6)b, 7)e, 8)a, 9)c, 10)b
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2. COK DEGISKENLI FONKSIYONLARDA EKSTREMUM
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

2.1. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Limit

2.2. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Sureklilik

2.3. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Kismi Tiirevler

2.4. Yerel Maksimum ve Yerel Minimum

2.5. Iki Degiskenli Fonksiyonlarda Ekstremum Noktalar1
2.6. [kame ve Tamamlayici Uriinler
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Boliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Cok degiskenli fonksiyonlarda limit nasil alinir?

2) Cok degiskenli fonksiyonlarda kismi tiirevler nasil alinir?
3) Ektremum nokta ne demektir?

4) [kame ve tamamlayici iiriin ne demektir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Cok Degiskenli
Fonksiyonlarda Limit

Cok degiskenli fonksiyonun
limitini alabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak

Kismi Tirevler

Cok degiskenli
fonksiyonlarda kismi
tiirevleri hesaplayabilmek

Okuyarak, Fikir ytiriiterek, Tekrar
yaparak

Ektremum Noktalarin
Bulunmasi

Noktalarin Karakterlerini
belirleyebilmek

Okuyarak, Ornek soru ¢ézerek

[kame ve Tamamalayici
Uriin

Uriiniin ikame {iriin veya
tamamlayici tiriin olup
olmadigini belirleyebilmek

Okuyarak, Ornek soru ¢ézerek
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Anahtar Kavramlar

Limit ve Siireklilik
Kismi Tiirev Kavrami
EKkstremum Noktalar
ikame Uriin ve Tamamlayici Uriin
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Giris

Tek degiskenli fonksiyonlar konusu hatirlanir ise, bir fonksiyonun ekstremum noktasini
bulabilmek icin birinci tliirevden yararlanilmaktaydi. Bu boliimde iki veya daha fazla
degiskenin bulundugu fonksiyonlar anlatildigindan kismi tirev kavrami devreye
girmektedir. Oncesinde de limit tanim1 yapmamiz gerekir.
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2.1. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Limit

Tek degiskenli fonksiyonlarda, “f(x) fonksiyonu, x, noktasinda tanimli olsun ya da
olmasin, x, xy'a (x — x) istenildigi kadar yaklasirken, fonksiyon belirli bir reel sayiya
gerektigi kadar yaklasiyorsa, fonksiyonun x, x,’a yaklasirken limiti L’dir” olarak
tanimlanir ve asagidaki gibi gosterilir.

lim f(x)=1L
X-Xq

iki degiskenli fonksiyonlar icin, “f (x, y) fonksiyonu, (x,, y,) noktasinda tanimli olsun ya
da olmasin, (x,y), (xo, ¥o)'a [(x,y) = (xo, Yo)] istenildigi kadar yaklasirken, fonksiyon
belirli bir reel sayiya (L) gerektigi kadar yaklasiyorsa, fonksiyonun (x,y), (xq, y5)'a
yaklasirken limiti L'dir” denir ve asagidaki gibi gosterilir.

feoy) =L

lim
(x,y)~(x0,50)

Benzer sekilde ¢ok degiskenli fonksiyonlarda, “y = f(xq,x;,,x,) fonksiyonu (x,
X5, Xy) noktasinda tanimh olsun ya da olmasin, (XX, X,), (X10,X20,"** Xno)'a
istenildigi kadar yaklasirken, fonksiyon belirli bir reel sayiya (L) gerektigi kadar
yaklasiyorsa, fonksiyonun (x4, x5, -+ x5,), (X109, X20, *** Xno) a yaklasirken limiti L’dir” denir
ve asagidaki gibi gosterilir.

lim f(xy, x5, xy) =1L
(x1,%2,+ X))~ (X10,X20,** Xno)

Ornegin, iki degiskenli bir fonksiyon i¢in limit kavrama;

lim X1,X5) = L
L (a,b)f (%1, %2)

biciminde gosterilir.
Ornek:
lim x?2+y?= lim +32+4+42=5

(x.y)— (3.4) (x.y)— (3.4)

2.2. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Siireklilik

f (x,y) fonksiyonu (x,, ¥,) noktasinda asagidaki sartlari sagladigi takdirde stirekli olur.
o f (x0,¥p) var ise; yani fonksiyon (x,, y,) noktasinda tanimli ise,
o (x0,y0) noktasi icin fonksiyon L gibi bir limite sahip ise,

limit x,y) =1L
(x'y)_)(XOIyO)f( y)
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o (%9, ¥o) noktasinda fonksiyonun aldig1 deger, limit degerine esit ise,

fO,y) = f(x0,¥0)

lim
(x,¥)=(x0,¥0)

Uc ve daha cok degiskenli fonksiyonlarin limit ve siirekliligi de benzer yolla
tanimlanabilir.

2.3. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Kismi Tiirevler

Tek degiskenli fonksiyonlarda fonksiyonun tiirevi, x bagimsiz degiskeni Ax kadar
arttirilldiginda, fonksiyonun 4y = f(x 4+ 4Ax) — f(x) artmasinin 4Ax’e orani bulunup, sonra
bu Ax artisi sifira gotiiriilerek limitinin alinmasiyla elde edilir.

Ay fOet Ax) — f(x)
fO= I am " &

z = f (x,y) iki degiskenli fonksiyonu verildiginde bagimsiz degiskenlere Ax ve Ay
artmalar1 verildiginde fonksiyon artmasi1 4z = f(x + 4x, y + 4y) — f(x, y) olur. Bu
artmanin bagimsiz degiskenler artmasi olan (4x, Ay) ikilisine orani anlamli degildir.
Bagimsiz degiskenlerden birisi sabit tutulursa fonksiyon tek degiskenli fonksiyona
dontsir ve artik yeni fonksiyonun tiirevinden s6z edilebilir.

Dolayisiyla iki degiskenli fonksiyonlarda kismi tiirev tanimindan bahsedilir. Birinci
dereceden kismi tiirevler i¢in olusan limit tanimlar1 asagida verilmektedir.

Ax

fu6y) = £ (6y) = Jim

Ay

fy(x, y) = fy'(x,y) = Al;;rilo

Iki degiskenli bir z = f(x,y) fonksiyonunda, eger y sabit tutulursa; z= f(x,y)
fonksiyonunun x’e gore tiirevi varsa, bu tlireve x’e gore kismi tlirev; eger x sabit tutulursa;
z = f(x,y) fonksiyonunun y’ye gore tilirevi varsa, bu tiireve ise y’ye gore kismi tiirev
denir. Birinci dereceden kismi tiirevler asagidaki gibi gosterilir.

l af 0z

f;C' fx ) fx(x:J’)» al a; Zy
, of oz

fy; f;c: fy(x,y); @, @, Zy
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ikiden fazla degiskenli fonksiyonlarda da benzer sekilde ka¢ degisken var ise her bir
degiskene gore kismi tiirevler bulunabilir. Ornegin u = f(x,y,z) l¢ degiskenli
fonksiyonun birinci dereceden ti¢ farkli kismi tiirevi alinabilir.

x’e gore kismi tlirev:

0 0
fley =2 =2

y'ye gore kismi tiirev:

0f au

z'ye gore kismi tlrev:
_0f 0Ou
.y, 2) = 0z 0z

2.4. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda ikinci Dereceden Kismi Tiirevler

z = f(x,y) iki degiskenli fonksiyonunun iki defa x’e gore veya iki defa y’ye gore veya da
once x’e gore sonra da y’ye gore turevleri alinirsa, ikinci dereceden kismi tiirevler
bulunmus olur.

2
o =5 5) =33 = 5

2
fey = 3y (afg; y)) dy (g];) az BZy

Jox = 6x<af(69;y)) 6x<g£) aizazx

b =55 (52 =55 =5

ikinci dereceden kismi tiirevler asagidaki gibi gosterilir.

de d%z
fax fxx(er): W ’ W , Zyx
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d2f d2z
fyy ) fyy(x;J’) ) d_yz ) d_yz ) Zyy

x.7) d*f d*z
fey o fey(.¥) dxdy ' 0xdy ’ xy

*.7) d*f d*z
fyx ) fyx X;y ) ayax ) ayax ) Zyx

Ornek:
Asagida verilen fonksiyonun birinci dereceden kismi tiirevlerini bulunuz.

f(x,y) = 3x%y® — 5xy + y*
(6, y) = fi(x,y) = 6xy> =5y
fy(x,y) = fy(x,y) = 9x*y? — 5x + 2y

Ornek:
Asagida verilen fonksiyonun birinci dereceden kismi tiirevlerini bulunuz.

flx,y) = x*/y?

2x
fe(x,y) = i (x,y) =2

x? x?> —2x?

x,y) =fy(x,y) =-2y.—=—-2.—=
Key) =ty Y-y y3 3

Ornek:
Asagida verilen fonksiyonun birinci dereceden kismi tiirevlerini bulunuz.

f(x,y) =x.e¥*
Verilen fonksiyon, ii¢ degiskenli bir fonksiyon oldugu icin, x’e gore, y’'ye gore ve z’ye gore
olmak tiizere li¢ tane kismi tiirevi vardir.

fe(,y) =i (x,y,2) = e¥*
f(y) =fy(x,y,2z) =0.e¥* +z.e¥%.x = x.z.e”*

(x,y)=f,(x,y,z) =0.e¥* +y.e¥*.x =x.y.e*
Ornek:
Asagida verilen fonksiyonun ikinci dereceden kismi tilirevlerini bulunuz.

f(x,y) = 3x%y® — 5xy + y?
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Birinci dereceden kismi tiirevler:
fr(x,y) = 6xy> — 5y

fy(x,y) = 9x?y* — 5x + 2y
ikinci dereceden kismi tiirevler:
fx (6, ¥) = fix (%, ) = 6y°
foy (6, ¥) = fiy (x,¥) = 18xy? = 5
frx (6, ¥) = fx(x,y) = 18xy? = 5
fry (6, y) = fyy(x, ) = 18x%y + 2
2.5. Yerel Maksimum ve Yerel Minimum
z = f(x,y) denklemi ile tanimlanan iki degiskenli bir f fonksiyonu ve bu fonksiyonun
tanim kiimesi icinde (a,b) € R? verilmis olsun. Eger (a,b) yi merkez kabul eden bir
(a,b, f(a,b)) dairesel bolgedeki her (x,y) icin f(a,b) = f(x,y) ise, bu takdirde f(a, b)

ye f’'nun bir yerel maksimum degeri denir. f (a, b) degeri f'nun bir yerel maksimum
degeri ise, f'nun (a, b, f (a, b)) civarindaki grafigi asagida goriildiigi gibi olacaktir.

z

O

X Y

Sekil 12: Yerel maksimumun gosterimi
Eger (a, b) yi merkez kabul eden bir dairesel bolgedeki her (x,y) icin f(a,b) < f(x,y)
ise, bu takdirde f(a, b) ye f’'nun bir yerel minimum degeri denir. f(a, b) degeri f'nun

bir yerel minimum degeri ise, f'nun (a, b, f (a, b)) civarindaki grafigi asagida gorildiugi
gibi olacaktir.
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Yerel minimumun gosterimi

Sekil 13:

37

e\ .
AN
Ry

W
?mmﬂ,nnmwwwmw% /
4 wwhﬁ. L

-
Y
oy — /

R SRy
TR RN
| R 0
&
ﬂ%@u@%ﬁ%ﬁ%

S &%&@@W

L
A

a. 0. 0)

{

e

Yerel maksimum minimum ve eyer noktasi

Sekil 14




2.6. Iki Degiskenli Fonksiyonlarda Ekstremum Noktalari

Nasil ki tek degiskenli bir fonksiyonun tepe noktalarini bulmak i¢in tiirev alinmakta ise,
Cok degiskenli fonksiyonlarda da ayni uygulama yapilir. Ancak birden fazla bagimsiz
degisken oldugu icin, tiirev alinirken her bir bagimsiz degiskenin degisiminden
fonksiyonun degisimini belirleyebilmek icin kismi tiirevler alinir. Kismi tiirev ¢ok
degiskenli bir fonksiyonun, sadece ilgili degiskeni sabit degilken alinan tiirevdir. Cok
degiskenli fonksiyonlarda ekstremum noktalarini bulmak i¢in birinci dereceden kismi
tirevler alinir.

Verilen bir z = f(x, y) fonksiyonu i¢in,

1. Kritik noktalar bulunur.

a) Fonksiyonun x’e gore tiirevi, f, alinir. f,'(x, ¥o) bulunur.

b) Fonksiyonun y’e gore tiirevi f,, alinir. f,,'(x, yo) bulunur.

C) Bulunan kismi tiirevler 0’a esitlenerek kritik noktalar bulunur.
2. Ikinci dereceden kismi tiirevler,

fxx (x' y), f;cy(x’ y) ve fyy(x' y)
bulunur.
3. Bulunan ikinci dereceden kismi tiirevlerde biittin kritik noktalar yerine konur.
4. Kritik noktalarin maksimum veya minimum noktalar1 olup olmadigina karar
verilir.

fxx fxy
fox  fyy

W(x,y) =

= fix(a,). fyy(a,b) = [fiy(a, DI = fux- fyy — [fiy]

Bir diger gosterim de asagidaki gibidir.

0%f  0%f
0x* oxdy| 0*f 9*f (9%
Wy =| .. zy: 2392
a°f  o0°f d0x? dy 0xdy
dydx 0dy?
02 02 02 0?2
PRl i =27 p=97
dx? 0x0y dyodx dy?
_|4 B|_ _
A= c D =A.D—-C.B

C = B oldugu i¢in;
_ A B _ 2 _ _p2
A—|C D|—A.D C-=A.D-B
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http://tr.wikipedia.org/wiki/%C4%B0%C5%9Flev_%28Matematik%29
http://tr.wikipedia.org/wiki/T%C3%BCrev

Durum 1. Eger A> 0ve f,,(a,b) < Oise f(a,b) bir yerel maksimumdur.
Durum 2. Eger A> 0ve f,,(a,b) > 0ise f(a,b) bir yerel minimumdur.
Durum 3. Eger A < O ise f(a, b) bir eger (semer) noktasidir.

Durum 4. A = 0 ise, bu test noktanin maksimum veya minimum olup olmadigi ile ilgili
bir sey séylemez.

5. Bulunan kritik noktalar icin fonksiyonun aldig1 degerler bulunur, z = f(a, b)

Ornek:
flx,y) =x%+y%+4xy — 10x — 8y
fonksiyonunun ekstremum noktalarini bulunuz.

Cozum:
Ilk olarak verilen fonksiyonun birinci tiirevi alinir. Fonksiyonda x ve y gibi iki bagimsiz

degisken bulundugundan x ve y’ye gore birinci dereceden kismi tlirevler bulunur.

x’e gore kismi tlirev:

of 2x +4 10
ox Xy
y’e gore kismi tiirev:
of _ 2y +4x —8
dy Yoo
Elde edilen kismi tiirevler sifira esitlenir.
of _ 2x + 4 10=0
ox Xy B
of _ 2y+4x—-8=0
ady itd x h
2x +4y =10
2y +4x =8

Elde edilen ¢6ziim (x = 1,y = 2) noktasi olur. Bu nokta birinci tiirevleri sifir yaptigindan
bir ekstremum noktadir. Simdi bu noktanin maksimum veya minimum oldugunu bulalim.
Ikinci dereceden kismi tiirevler alinur.
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92f

a_xzzfxx =2
0%f
0% f
0xdy = foy =4

fex(1,2).£5,(1,2) = [f4y(1,2)]* =22 -4* = -12<0
ciktigindan dolay1 6nceki bulunan (1,2) noktasi bir semer noktasidir.
z=x%2+y%+4xy — 10x — 8y

Ornek 2: Televizyon iiretimi yapan bir firmanin yillik iscilik ve malzeme maliyeti
asagidaki fonksiyonla verilmistir.

C(x,y) = 2x* + 2xy + 3y%? — 16x — 18y + 54
burada x yilda harcanan is¢ilik miktarini, y ise yilda harcanan malzeme miktarini

gostermektedir. Toplam maliyeti en kiigiikleyebilmek icin is¢ilik ve malzeme miktarini
bulunuz. Minimum maliyeti hesaplayiniz.

Cozium:
66_4 +2 16
ox X Y
6C_2 +6 18
dy X T oy
4x + 2y = 16
2x + 6y =18
P(x =3,y =2)
dzC_4
dx?
dZC_6
dy?
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d*c

d0xdy =2
W(x,y) = ]]:;z gz = fx(a,b). £,y (a,b) — [fry (@, b)]? = 4.6 — 22 = 20 > 0
d*c _ 450
axz 7

oldugu i¢in P(x = 3,y = 2) noktasi bir minimum noktadir.
Minimum maliyet;
Copin = 2.32+2.32+3.22-163—-182+54 =12

Ornek:
Asagidaki fonksiyonun tepe noktalarini bulunuz.

flx,y) =2x3+y3—6x— 12y

Cozum:
ilk olarak birinci dereceden kismi tiirevler bulunur.

fxl(xiy) = 6X2 -6
fy(x,y) = 3y? — 12
Bulunanlar kismi tiirevler 0’a esitlenir:

6x2—6=0 x>—-1=0 x=1ve x=-1

3y2-12=0 y2—4=0 y=2vey=-2
Bulunan kritik noktalar;
Pi(1,2), P,(1,-2), P;(—1,2), P,(—1,-2)
Bu noktalarin maksimum veya minimum nokta olup olmadiklari incelenir.
Verilen fonksiyon icin ikinci dereceden kismi tiirevler alinir.
(%, y) = 12x

(6, y) =0
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yx(x,y) =0

fyy(x,y) = 6y
Determinant matrisi olusturulur.
fxx fxy 12x 0’
w X, = =
() fyx fyy 0 6y
Burada her bir noktanin degerleri yerine konur.
P;(1,2) igin:
1121 0 _12 0| _
wen =757 gal=lg 1ol =144 >0

oldugu i¢cin P; minimum veya maksimum olabilir. Ikinci tiirev isaret incelemesi yapilir.

x(1,2) > 0 oldugundan; P, (1,2) bir yerel minimum noktasidir.
P,(1,—-2) igin:

W(Pl):|1%)'1 6.0—2|:|102 —22|:_144<0

oldugu icin P, noktasinda maksimum veya minimum nokta yoktur.

P;(—1,2) icin:
_M2.-1 0|_(-12 O0|_ _
W(Pl)_| 0 6.2|_ 0 12|_ 144 <0

oldugu i¢in P; noktasinda maksimum veya minimum nokta yoktur.

P,(~1,—2) i¢in:
12.—-1 0 —12 0
we) =" | =

6.—21 =1 0 —12|=144>0

oldugu i¢cin P, minimum veya maksimum olabilir. Ikinci tiirev isaret incelemesi yapilir.

ex(—1,—2) = —12 oldugundan; P,(—1, —2) bir yerel maksimum noktasidir.

Son adim olarak da, fonksiyonun minimum ve maksimum olarak aldig1 degerler elde

edilir.
fmin = f(1,2) = 2 +8-6-24 = =20

fnax = f(=1,-2) = =2 —8 +6 +24 = 20
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2.7. Ikame ve Tamamlayic1 Uriinler

Birbiri ile iligkili iki mal g6z 6niline alalim. Birinci tirtiniin fiyati1 p,; ve talep miktari g, ikinci
lirtinlin fiyat1 p, ve talep miktar1 da g, olsun. Bu iiriinlerin talep miktarlarinin, tiriiniin
kendi fiyati ile diger lirtiniin fiyatina bagh oldugu varsayilirsa,

q1 = f(pp2) ve g =f(p1p2)
olarak ifade edilir. Eger iki bagimsiz degiskenli talep fonksiyonu siirekli ise, ti¢ boyutlu
uzayda bir ylizeyle gosterilebilir. Bu ylizeye talep ylizeyi denir. Talep fonksiyonu

(q1 ve q3) , iki irtintn fiyatlari ile (p4, p,) iliskilidir.

lliskili iki malin talep fonksiyonlari;

g1 = f(pupr2) ve q;=f(p1,p2)

olduklarina gore, bu fonksiyonlarin asagidaki kismi tiirevlerine marjinal talep fonksiyonu
denir.

dq4 p, e gore q4'in marjinal talebi,

ap, " Birindi irinin kendi fiyatina gore olusan marjinal talep
dq, p,'ye gore q,'in marjinal talebi,

ap- " ikindi tiriiniin fiyatina gore birinci Uriinlin marjinal talep
aq, p,’e gbre q,’in marjinal talebi,

op, " Birindi tiriiniin fiyatina gore ikinci tirtine olan marjinal talep
aq, p,’ye gore g,’'in marjinal talebi,

ap-, " ikinci tiriiniin kendi fiyatina gore olusan marjinal talep

Genel olarak p, sabit iken p; azalirsa, q; miktar: artar ve p, sabit iken p, fiyati azalirsa q,
miktar: artar. Ornegin yazic1 veya Kkartus fiyatlarinin ikisinden birinin fiyatindaki azalis
her ikisinin de talebinde artisa sebep olur. Dolayisiyla,

d 0
ﬂ<O ve £<O

op, ap,

olur.

Belirli bir (p4, p,) fiyat cifti icin her iki iriinin marjinal talep fonksiyonlari;
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ba_, . ow
ap; op,

ise bu iki lirline “tamamlayici tiriinler” denir.
Clinki ikisinden birinin fiyatindaki azalisa karsilik her ikisinin talep miktar1 artmaktadir.
Ornegin, yazia1 satislar ile kartus satislan gibi.

Benzer sekilde, belli bir (p4, p,) ciftiicin her iki irlin icin olusan marjinal talep fonksiyonu,

d d
‘h>0 ve q:

—— —>0
ap, op,

ise bu iki lrine “ikame iriinler” denir. Clinkii ikisinden birinin fiyatindaki azalisa
karsilik talep miktarinin birinde artis, digerinde ise azalis olur.

Ornek olarak, margarin ve tereyag: talebinde oldugu gibi. Margarinin fiyat1 artis
gosterdiginde tereyagi fiyati degismez ise tereyaga olan talep artar.

Ornek:
Birbiri ile iligkili iki trtiniin talep fonksiyonlari;

Birinci lirtiniin talebinin, kendi fiyati ile diger liriiniin fiyatina gére gore fonksiyonu;

q1 = f(p1,p2) = 400 — 5p; + 6p,

Ikinci iiriiniin talebinin, kendi fiyati ile diger iiriiniin fiyatina gére gére fonksiyonu;

42 = g(p1,p2) = 250 + 4p; — 5p,

olarak verildigine gore, marjinal talep fonksiyonlarini bulunuz. Bu iki tirtiniin tamamlayici
trunler mi yoksa ikame triinler mi olduklarini belirleyiniz.

Coziim:
Uriinlere iliskin marjinal talep fonksiyonlars;

99 _
op1

9 0 9
G_, 9%_, 0% _

_t1 , = -5
op, op, op,

) )

olduguna gore,
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olduklarina gore, bu iki tirtin ikame trtnlerdir.
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Uygulamalar
1) Asagida verilen fonksiyonunun ekstremum noktalarini arastiriniz.
fle,y) =x3+3y?—27x— 24y + 1
Coziim:
filx,y)=3x2-27=0 > x;=-3vex; =3

fHlxy)=6y—-24 - y=4

Kritik noktalar: (-3, 4) ve (3,4)
fex(x,y) = 6x

fyy(x,Y) = 6

foy(x,¥) = fyx(x,y) =0
A= fox-fyy = (fxy)z

2
A= fex-fyy — (fiy)” = 6x.6 — (0)* = 36x
(- 3,4) noktasi icin;
A=36x =36.(—3) = —108 < 0

oldugu icin (-3,4) noktasi bir ekstremum olmayip f(x,y) fonksiyonunun bir eyer
noktasidir.

(3, 4) noktasi i¢in;
A=36x=363=108>0

fr(34) =6x=63=18>0

oldugu icin (3,4) noktasinda bir yerel minimum vardir. Bu yerel minimum noktada
fonksiyonun degeri;

f(3,4) =3%+3.42-273-244+1=-101

olup bu noktanin koordinatlari (3, 4,-101) olur.

46



Uygulama Sorulari
1) Asagida verilen fonksiyonunun ekstremum noktalarini arastiriniz.
flx,y) =x3+3y?>—27x— 24y + 1

Coziim:
fe(x,y) =3x2-27=0

3x2—-27=0
x=43 ve x=-3

fy(x,y) =6y —24=0

y=+4
Kritik noktalar: (-3, 4) ve (3,4)
frx (X, y) = 6x
fyy(x: y) =6

fxy(x'y) = fyx(x»y) =0

(- 3,4) noktasi i¢in;

A= forfry — (foy) = 6.(=3).6 — 02 = =108 < 0

oldugu icin (-3,4) noktas1 bir ekstremum olmayip f(x,y) fonksiyonunun bir eyer
noktasidir.

(3, 4) noktasi igin;

A= fofry — (fiy) = 6.(3).6 — 02 =108 < 0

oldugu icin (3, 4) noktasinda bir yerel minimum vardir. Bu yerel minimum noktada
fonksiyonun degeri f(3,4) = —101 olup bu noktanin koordinatlari (3, 4,-101) dir.

2) Asagida verilen iki degiskenli fonksiyonunun ekstremum noktalarini arastirin.
fle,y)=—-x3—y3+75x -3y —2
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Cozum:
fe(x,y) =-3x2+75=0

x=+45 ve x=-5
f,(y) =3y*=3=0
y=+4+1 ve x=-1
Kritik noktalar: (-5,-1), (-5,1), (5,-1) ve (5,1)
fex(x,y) = —6x
fyy(x,y) = 6y

foy(x,y) = fyx(x,y) =0

A= fer-fyy = (fay)” = (—6x).6y — 02

(-5,-1) noktasi i¢in;
A= forfoy — (foy)’ = (6.=5).6.(=1) = =180 < 0

oldugu icin (-5,-1) noktas1 bir ekstremum olmayip f(x,y) fonksiyonunun bir eyer
noktasidir.

(-5,1) noktasi i¢in;
2
A= fxx-fyy - (fxy) =(—-6.-5).6.1=180>0

fix(=5,1) =30>0
oldugu icin (- 5, 1) noktasi f(x, y) fonksiyonunun bir yerel minimum noktasidir.

Bu yerel minimum noktada fonksiyonun degeri f(—5,1) = —254 olup bu noktanin
koordinatlar (=5, 1,-254) tur.

(5,—1) noktasi i¢in;
A= fofry — (foy)” = (—6.5).6.(~1) = 180 > 0

fur(5,—1)=—-30<0
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oldugu i¢in (5, —1) noktas1 f(x, y) fonksiyonunun bir yerel maksimum noktasidir.

Bu yerel maksimum noktada fonksiyonun degeri f(5,—1) = 250 olup bu noktanin
koordinatlan (5, — 1,250) dir.

(5,1) noktasi igin;
2
A = fxx'fyy - (fxy) = (_6-5)-6-1 = _180 < 0

oldugu icin (5, 1) noktasi bir ekstremum olmayip f(x, y) fonksiyonunun bir eyer (semer)
noktasidir.

3) Asagidaki fonksiyonunun (0, 0) noktasinda siirekli oldugunu gosteriniz.

fGoy) = JE—x2 -2

Coziim:

£(0,0) =4 —02—02 =2
Ja—02-02=2

lim
(x,y)—(0,0)

lim +4—02—0%=f(00) =2

(x.y)—(0,0)

oldugu icin (0,0) noktasi stireklidir.

4) Asagida verilen fonksiyonunun ekstremum noktalarin1 bulunuz ve karakterlerini
belirleyiniz.

flx,y)=x*+xy+y?—6x+4

Cozium:

6f_2+ 6=0
(')x_x Y -

af
— = 2y =
3y x+2y=0

Burada elde edilen fonksiyonlar sifira esitlenirse;

2x+y=6
x+2y=0
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(x =4,y = —2) cikar. A(4,—2) noktas1 kritik noktadir. Simdi bu noktanin karakterini
belirleyelim.

92 92 92
_f:2 , —f:Z ve f =1
dx? dy? dxdy
92f 3f [ 3%F\° ,
A_6x2'6y2_<6x6y) =22-12=3>0

Diskriminant degeri pozitif ¢iktig1 icin, fonksiyonun maksimum veya minimum noktasi
var demektir.

W>O ve a—yz>0

oldugu i¢in A(4, —2) noktasi bir yerel minimum noktasidir.

5) Asagida verilen fonksiyonunun ekstremum noktalarini bulunuz ve karakterlerini

belirleyiniz.
fle,y) =8—x%+xy—y?+ 12y
Cozum:
% =—-2x+y=0
% =x—2y+12=0
Coziim:

Burada elde edilen fonksiyonlar sifira esitlenirse;
—2x+y=0
x—2y=-12

(x =4,y =8) cikar. A(4,8) noktasi kritik noktadir. Simdi bu noktanin Kkarakterini
belirleyelim.

f _

92f % _,
axz 7’ ody? dxdy

A

L0 9 [ o
~ 0x2'9y?  \0xdy

2
) =(-2).(-2)-1*=3>0
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Diskriminant degeri pozitif ¢iktig1 icin, fonksiyonun maksimum veya minimum noktasi
var demektir.

0% f B
0x2

*f

-2<0 ve a—yz——2<0

oldugu icin A(4, 8) noktasi bir yerel maksimum noktasidir.

6) Asagida verilen iki degiskenli fonksiyonunun ekstremum noktalarini bulunuz ve
karakterlerini belirleyiniz.
fle,y) =y3—x3+6xy+3

Coziim:
of 5
a =—3x“+ 6_’)/
of ,
@ = 3_’)/ + 6x

Burada elde edilen fonksiyonlar sifira esitlenirse;

Birinci denklemden y = — %xz bulunur ve ikinci denklemde yerine konursa,
—-3x2+6y=0
3y2+6x=0

A(x =0,y =0) ve B(x = —2,y = 2) noktalari bulunur.

A(0,0) ve B(—2, 2) noktalar kritik noktadir. Simdi bu noktanin karakterini belirleyelim.
A noktasi icin;

0% f
ﬁ=6x
9%f
—2 =6
dy? y
02

f 6
dxdy

_9%f 9%f (aZf

2
Ay= . - = —6x.6y—62=-36xy—36=0—-36=-36<0
A7 9x2 " 9y? axay) *-0¥ Xy <
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_0*f 0*f
B™ 9x2 " gy?

92f \°
<6x6y> = —36xy — 36 = —36.(—=2).2 — 36 = 144 > 0

A noktasiicin diskriminant degeri negatif ¢cikti81 icin, bu nokta bir eyer (semer) noktasidir.
B noktasi icin fonksiyonun maksimum veya minimum noktasi var demektir.

9%f(~2,2)
— 5 =6.(-2)=12>0
ve
9%f(~2,2)
—— " =62=12
357 6 >0

oldugu icin B(—2, 2) noktasi bir yerel minimum noktasidir.
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti

Bu boéliimde ¢ok degiskenli fonksiyonlarda limit alinmasi, noktalarin siirekli olup
olmadiginin belirlenmesi, cok degiskenli fonksiyonlarda kismi tiirevlerin elde edilmesi ve
ekstremum noktalarin bulunmasi incelenmistir. Son kisimda ise iki iirtine iligkin talep
fonksiyonlar1 verildiginde bu iki Uriiniin tamamlayic1 irin veya ikame trin olup
olmadiklar1 belirlenmistir.
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Boliim Sorulari

1) f(x,y) = In (x* — y*) Fonksiyonuicin f, (x,y) + f,, (x,y)=?

2 -2 1 d 1 1 1
x+y xX—y C)xz—y2 )x2+y2 e)x2 y?

a)

2) z = x? + xy + y? — y fonksiyonunun minimum noktasinin x bileseni asagidakilerden
hangisidir?

a) —1/6
b) 2/3
c) —1/3
d) 0

e) 1/3

3) z = x? + xy + y? — y fonksiyonunun minimum noktasinin y bileseni asagidakilerden
hangisidir?

a) —1/6
b) 2/3
c) —1/3
d) o0

e) 1/3

4) f(x,y) = x* + 3xy + y? fonksiyonu i¢in;
[frx (2;3)]- [fyy (2,3)] — [fxy (2’3)]2 =2

a)5
b) 3
c)o
d) -5
e) -9

5) f(x,y) = y® —x3 4+ 6xy + 3 fonksiyonunun ekstremum noktalarindan birisi 4 (0,0)
noktasi olduguna gore, A noktasinin karakterini belirleyiniz.

a) A Noktasi bir yerel minimumdur.

b) A Noktasi bir yerel maksimumdur.

c) A Noktasi bir eyer (semer) noktadir.

d) A Noktasi hakkinda bir sey s6ylenemez.
e) A Noktas1 kritik noktalardan biri degildir.
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6) f(x,y) =2x?+ 2xy + 2y? — 6x fonksiyonunun ekstremum noktasi olan B’nin
karakterini belirleyiniz.

a) B Noktasi bir yerel minimumdur.

b) B Noktasi bir yerel maksimumdur.

c) B Noktas1 bir eyer (semer) noktadir.

d) B Noktas1 hakkinda bir sey soylenemez.
e) B Noktasi kritik noktalardan biri degildir.

7) f(x,y) = 8 — x? + xy — y? + 12y fonksiyonunun ekstremum noktas1 asagidakilerden
hangisidir?

a) (0,0)
b) (4, 8)
c) (-1, 3)
d) (2, -2)
e) 3, —1)

8) f(x,y) = 8 — x? + xy — y? + 12y fonksiyonunun ekstremum noktasi 4 (4, 8) noktasi
olduguna gore, A noktasinin karakterini belirleyiniz?

a) A Noktas1 bir yerel minimumdur.

b) A Noktas1 bir yerel maksimumdur.

c) A Noktasi bir eyer (semer) noktadir.

d) A Noktasi hakkinda bir sey s6ylenemez.
e) A Noktasi kritik noktalardan biri degildir.

9) Belirli bir (pq, p2) fiyat cifti icin her iki liriiniin marjinal talep fonksiyonlari;

d d
k£ <0 ve 242 <0
op, op,

ise bu iki Urtiin icin ne soylenebilir?

a) Bu iki Urtin ikame trtnlerdir.

b) Bu iki triin tamamlayici triinlerdir.

c) Bu iki tirtin iliskisiz tirtinlerdir.

d) Bu iki iirtin hakkinda bir sey séylenemez.
e) Bilgi yetersizdir.

10) Birbiri ile iligkili iki iirtintin talep fonksiyonlar1 asagidaki gibi belirlenmistir.
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q1 = f(p1,p2) =400 — 5p; + 6p;
q2 = g(p1,p2) = 250 + p; — 4p,

Bu bilgilere gore asagidakilerden hangisi dogrudur?

a) Birinci lirtiniini fiyat1 ikinci Giriintin talebini etkilemez.

b) ikinci tiriiniin fiyat1 birinci iiriiniin talebini etkilemez.

c) Verilen bilgi yeterli degildir.

d) Bu iki iirtin birbirinin tamamlayicisidir.

e) Bu iki tirtin birbirinin ikamesidir.

Cevaplar:

1)a, 2)c 3)b, 4)d, 5)c 6)a 7)b, 8)b, 9)b, 10)e
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3. MATRIS VE VEKTORLER
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

3.1. Matris Gosterimi

3.2. Vektorler

3.3. Matris Tanimlari

3.4. Matrislerde Matematiksel islemler
3.5. Matrislerde Toplama ve Cikarma
3.6. Matris Carpimi
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1)
2)
3)

Boliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

Matris nedir? Vektor nedir? Aralarinda ne fark vardir?
Herhangi iki matrisin her durumda ¢arpimi yapilabilir mi?
Ust iiggen ve alt licgen matris kavramlarini agiklayiniz?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi
. . Matris ve vektdr tanimlarini e
Matris ve Vektor Okuyarak, Fikir yliriiterek

bilmek

Matris tanimlari

U¢ boyutlu uzayda noktalarin
gosterimini yapabilmek

Okuyarak, Fikir yliriiterek

Matris islemleri

Matrislerde toplama ¢ikarma,
carpma islemlerini yapabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak, Ornek
soru ¢ozerek
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Anahtar Kavramlar

Matris ve Vektor
Trsnspoze kavrami
Matris toplami
Matris carpimi
Matrisin kuvvetleri
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Giris

Isletme, ekonomi, miihendislik gibi bir¢cok alandaki problemlerin modellenmesinde
matrislerden sik¢a yararlanilir. Bu nedenle matrisler; o6zellikle isletme matematigi ve
sayisal karar verme teknikleri alanina temel teskil eden bir konudur.

Matematikte matris veya dizey, dikdortgen bir sayilar tablosu veya daha genel bir
aciklamayla, toplanabilir veya c¢arpilabilir soyut miktarlar tablosudur. Bir baska ifade ile
satir ve siitunlardan olusan tablo bigiminde verilmis veriler dizisine matris denir.
Matrisler daha ¢ok dogrusal denklemleri tanimlamak, dogrusal doéntisimlerde (lineer
transformasyon) carpanlarin takibi ve iki parametreye bagh verilerin kaydedilmesi
amaciyla kullanilirlar. Dizeylerin toplanabilir, ¢ikartilabilir, ¢arpilabilir, béliinebilir ve
ayristirilabilir olmalari, dogrusal cebir ve dizey kuraminin temel kavrami olmalarini
saglamistur.
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3.1.Matris GOosterimi

Genel olarak bir matris asagidaki gibi gosterilir. Matrisin sag alt kosesine istenirse
boyutlart yazilir. Matristeki a;; terimleri, A matrisinin elemanlari olarak adlandirilir. m,

matrisin satir sayisini; n ise matrisin siitun sayisini belirtir. a;; elemaninda i indisi

elemanin bulundugu satir numarasini, j ise elemanin bulundugu siitun numarasini

gosterir.

Yatay cizgiler lizerinde yer alan matris elemanlarina matrisin satirlari, diisey cizgiler
lizerinde yer alan matris elemanlara matrisin siitunlar1 denir. Matrisler [ ]| veya ( )
parantezleri ile gosterilirler. Genel olarak 4, B, C, ... biiytik harfle isimlendirilirler. Asagida
bir firmanin yillara gére mevsimsel satislar1 4 satir1 ve 3 siitunu bulunan bir matris ile

gosterilmektedir.

ilkbahar
Yaz

Sonbahar
Kis

Satiglar=S =

Yillar

2009 2010
100 160
130 200
150 250
100 120
100 160
130 200
150 250
100 120

2011
160
190
230
160

160
190
230
160

Ekonomik analizlerin ¢ogunda dogrusal esitlik veya esitsizliklerin olusturdugu bir set s6z
konusudur. Bu tiir problemlerin ¢6zlimiinde matris 6nemli bir konuma sahiptir.

aiq Ay

amn

A=aij

ai1 Q12 Ain
| @21 Q22 QAzn
Am1  Am2 Amn mxn

Asagida 6rnek olarak birka¢ matris gosterilmektedir.

2 8
4 1
-6 0

A

-2
3
2

Burada 4, 3 X 6 boyutlu bir matrisi gosterir.

B

4
1
-1

6 7
0 8
4 4
3
6]
013x2

-1
-5

3 Lxe
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B matrisinde, b,, = 6 ve b3; = —1dir.

3.2.Vektorler
Satir veya siitun sayisi bir olan matrislere vektor denir. Satir veya siitun sayisi bir
oldugundan diger boyutu ile séylenir.

3 boyutlu satir vektori;
u=(2,3,5)
biciminde gosterilir.

2 boyutlu siitun vektort;

biciminde gosterilir.

Vektor aslinda tek satirh veya tek siitunlu matris oldugu i¢in matrisle ilgili sdylenebilecek
ne var ise vektor icin de sdylenir. Ornek olarak iki vektériin toplami veya ¢ikarilmasinda
boyutlarin ayni olmasi gerekir.

Bir satir vektorii ile siitun vektérii carpilabilir. Yani a vektérii a’'nin (a”) transpozesi ile
carpilabilir.

3.3.Matris Tanimlari

3.1.1. 3.3.1. Kare Matris ve Esas Késegen

Satir ve slitun sayisli esit olan matrislere kare matris denir. Bir kare matristeki elemanlarin
indislerinin esit oldugu ( i = j ) elemanlar matrisin esas kdsegenini olusturur. A kare
matrisinin esas kdsegen elemanlari; 2,1, 5 olur.

D:[152 2(6)

K=12 1 9

0 8 22

74-6]

Burada K matrisinin esas kdosegen ogeleri 7, 1, 22°dir

64



3.1.2. 3.3.2. Birim Matris

Kare matrislerin yaygin bir 6rnegi ise, esas kosegenin tizerindeki 6gelerinin 1 geri kalan

ogelerin 0 oldugu birim matristir. Birim matris genellikle I harfi ile gosterilir.

1 0 0
I=]10 1 0

0 0 1
iki, Ug ve Dort boyutlu birim matrisler asagida gosterilmektedir.

L=y 3l

S OoOr O
(=l e ]
oo O

3.1.3. 3.3.3. Sifir Matrisi

Tim elemanlar sifir olan matrislere sifir matrisi denir. Asagida verilen O matrisi, 2 X 3

ve 4 X 3 boyutlarinda bir sifir matristirler.

10 0 0
=10 0 o
"0 0 0
o 0 o
0=10o 0 o
L0 0 0

3.1.4. 3.3.4. Satir veya Siitun Matris (Vektor)

Sadece bir satirdan olusan matrislere satir matrisi veya satir vektort, sadece bir siitundan

olusan matrislere ise siitun matrisi veya siitun vektori denir.

-

y=[3 5 -2]

U1 Wk N
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Genellikle matrisler biiyiik harflerle (6rnegin A), vektorler kiiglik kalin harflerle (6rnegin
x), ve skalerleri ise kiiciik harflerle (6rnegin k, p, v gibi) gosterilir.

3.1.5. 3.3.5. Bir Matrisin Transpozesi - Devrik Matris

Bir matrisin transpozesi (devrik matris) bulunurken satir ve siitunlar yer degistirirler.
Boyutu m X n olan bir A matrisinin satir ve stitunlarinin yer degistirilmesi ile elde edilen
ve boyutu n X m olan matrise A matrisinin devrigi (transpozu) denir ve AT veya A’ ile
gosterilir. Asagidaki ornekte verilen A matrisinin transpozesi B matrisidir ve A7 ile

gosterilir.
3 5 2
A_[4 -1 6]
[se
3 4
B=AT=|5 —1]
2 6
Ornek:
[2 5
A=|3 a| ar=[?%2 3 1
1 —1l5,, [5 4 _1]“3
Ornek:
2 3 1 2 4 5
B=(4 1 -1 BT=(3 1 0]
5 0 2 1 -1 2
7 6
A= 13 4]
2 913

Burada A matrisinin Transpozesi;

s [7 3 2
=16 1 5l
olur.

Transpozenin Ozellikleri

1) ANHT =4

2) (kA)T = kAT
3)(A+B)T = AT + BT
4) (AB)T = BTAT

3.1.6. 3.3.6. Simetrik Matris
Esas kosegene gore simetrik elemanlara sahip olan matrise simetrik matris denir. Bir
matris ile matrisin transpozesi simetrik matrislerde aynidir. A matrisi simetrik matris
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demektir. Bir matrisin devrigi kendisine esitse, yani (A7) = A ise A matrisi Simetrik
Matris adin alir.

Asagida simetrik matrise ornekler verilmektedir.

5 3
S2 = [3 6]
1 2 5
Sy = [2 1 0
5 0 4
Ornek:
3 =2 4]
B=|-2 1 5
4 5 2]

matrisi simetrik matristir.

Ornek:
A= [_xl g] matrisinin simetrik olabilmesi i¢in, a,, elemaninin degeri 2 olduguna gore,

a,;elemaninin degeri de 2 olmalidir. x = 2 olmalidir.

3.1.7. 3.3.7. Ust Ucgen ve Alt Ucgen Matris

Bir kare matriste esas kosegen elemanlarinin altinda kalan biitiin elemanlar sifira esitse
st ticgen matris (U) ve eger esas kosegen elamanlarin iistiinde kalan her eleman sifira
esitse buna da alt liggen matris (L) denir. Asagida Ust liggen ve alt liggen matris tanimina
uyan ornekler verilmektedir.

Ust licgen matris;

3 4 8
0 -1 3
0 0 1
Ust licgen matris;
3 4 8
U=]0 -1 3]
0 O 1

Alt Ucgen matris;
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Alt U¢gen matris;
4 0 0
L=(-1 2 O

3 5 1

3.3.Matrislerde Matematiksel islemler

Matrislerin kendilerine ait bir cebirleri vardir. Matrislerde asagida siralanan islemler
onemlidir.

= Matrislerin Esitligi

» Bir matrisin skalerle (sabitle) carpimi

= Matrislerin toplam (farki)

= Matrislerin ¢arpimi

= Matrisin Kuvvetleri

= Determinant, Minor ve Kofaktor

= Matrisin Tersi

3.1.8. 3.4.1. Matrislerin Esitligi
Ayni tipteki iki matrisin karsilikli tiim elemanlar1 birbirine esit ise bu iki matris esittir
denir.

A=lay] = B=][by]
ise; A = B olur.

Ornek:

-1 1 114 1
A—[ 2 y+2] ve B_[z 5

ise x ve y degerlerini bulunuz.

3x—1=14 x=5
y+2=5 y=3

3.1.9. 3.4.2. Matrisin Skalerle Carpimi

Her hangi bir matris, bir k skaleri ile capilabilir. Sonugta, matris k4,
k.A = k(a;;)

olarak tanimlanir. Ornegin,
cij = koa;

gibi.
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all i aln k X a11 e k X aln
k.A:k.[s - H ol

am1 amn k X am1 k X amn
Bir matrisi k gibi bir sabit sayiyla carpmak demek, tim elemanlarini k ile ¢arpmak
demektir.

k=3ve A =

1 2
0 3 ]
4 -1
ise, A matrisinin k kati, yani 3 katy;
1 2 3 6
k.A=3.[O 3]=[0 9]
4 -1 12 -3

olarak bulunur. Bir matris, bir sayiyla ¢arpilirsa matrisisin her elemani k sayisiyla ¢arpilir.

Ornek:
1 5
5 X% [—3] = [—15]
5 25
Ornek:
1 2 2.1 2.2 2 4
2.10 3]:[2.0 2.3]:[0 6]

4 -1 124 2.¢-n] s -2

3.1.10.3.4.3. Matrislerin Toplami veya Farki

Iki matrisin toplanabilmesi icin satir ve siitiin sayilarinin esit olmasi gerekir. A ve B
matrisleri ayni boyutta olmak sartiyla, toplamlarini bulmak (veya farklarini almak) i¢in
matris elemanlar1 karsilikli olarak toplanirlar (¢ikarilir).

Toplam veya fark matrisinin elemanlari, toplanan veya c¢ikarilan matrislerin karsilikh
elemanlarinin toplamlar: veya farklari olarak elde edilir.
Toplanacak (m X n) boyutlu matrisler;

a;; 0 Qi
: ve B =

Am1  ° Qmn

by - bln]

bml bmn
ise;

C = A + B islemi;
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aj;p o Qan bi1 -+ bin
C=|: H N M i ., . ]
Am1 ** Gmn bmi ' bmn
ay1 by o At by
C = : E :
amlibml amnibmn
Ornek:
7 5 1 21._18 7
[6 4]+[8 9]_[14 13]
[6 o)~ [10 20)=[5 2]
Ornek:
1 3 2 1 0 5 1+41 3+0 245 2 3 7
1 2 0|+]|7 5 2|=11+7 245 0+2]|=|8 7 2
1 3 2 2 1 1 142 3+1 2+1 3 4 3
Ornek:
10 —-90 55 20 100 15 5 =10 30 25 0 40
77 12 0+(11 1 —4|—166 2 5 22 11 -9
3 98 16 4 18 87 13 28 45 —6 88 58
Ornek:

1 3 2 1 0 5 1-1 3-0 2-5 0 3 -3
1 2 0 7 5 2|=|11-7 2-5 0-2|=|-6 -3 -2

1 3 2 2 1 1 1-2 3-1 2-1 1

Sifir matrisi, toplamada (fark almada) etkisiz elemandir. Yani,
A+ 0=01+A=A4A

Matris toplama ve skalerle yapilan islemlerde 6zellikler:
1.A+B =B+ A4
2A+(B+C)=A+B+C=(A+B)+C
3. 4.(k.B) = (k.A).B

4. k. (ky. A) = (k.ky). A

. (k; +k;).A = k;.A+k,. A

6.4+ 0 =

7.A-A = A+ (—4) =

92

3.1.11.3.4.4. Matrislerin Carpimi
iki matrisin carpilabilmesi icin, A matrisinin (birinci matrisin) siitun sayisinin B
matrisinin (ikinci matrisin) satir sayisina esit olmasi gerekir. Bundan dolay matris carpma
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islemlerinde yer degistirme 0zelligi yoktur. Fakat matris carpiminin dagilma 6zelligi
vardir. Matris carpim icin asagidaki o6zellikler yazilabilir. Bir ¢arpimin tanmimli olup
olmadigini anlamak i¢in en kolay yontem, asagidaki sekilde oldugu gibi matrisleri
boyutlariyla birlikte yazarak i¢ kisimdaki sayilarin bir birine esit olup olmadigini kontrol
etmek olabilir. icteki sayilar esitse carpim tanimh olup, sonucta elde edilen matrisin
boyutlar ise dis kisimdaki sayilarin bir araya getirilmesiyle elde edilir.

A X B = C
mxn nxp mxp
Dis

Carpim yapilirken, birinci matris satirlarinin elemanlari ile ikinci matrisin stitunlarinin
elemanlar1 karsilikli ¢arpilir ve toplanir.

ap ap Ain bi b, b1,1 Cr1 Cr2 Cip
azp az A2 X by by bzp Cn Cr2 Cip
Ami A2 ooe An an an ooe bnp Cmi Cm2 oo Cmp
Ornegin;
a;;  ap ... ap|x|\bi| = abytanbyt...tan.b, = cqy
b21
bn]
Ami  Amz oo Qn | X|D12| = @uibi2Fa2.025+F ... F0pp.bp> = Cp2
b22
an

b,
[al a..... an].lb?‘=a1.b1+a2.b2+"'+an.bn
by

10

[0 20 53] i —0+4+40+20+3=63

1
Bu carpimda, € matrisinin elemanlarinin indisine dikkat edilirse ¢carpma isleminin nasil

yapildigi hakkinda daha fazla bilgi elde edilebilir. Mesela c;; terimlerinin, A matrisinin i.
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satirtyla B matrisinin j. siitununun elemanlarinin karsilikli carpilip bu ¢arpimlarin
toplandig1 kolayca goriilebilir.

A1 Qzz Qz3||byy by,

a;; Qg a13] [bn b12]
Qi1 Q11 Aaz3llby; b3y

A.B = |ap1b11 + azybyg + az3bzy  az1bip + azybyy + azsbs;

a31bq11 + azzpbyg + azsbsy  azibiz + azybyy + assbs;

] ; B = ] ise;

AB=C
Carpim matrisinin ¢4 (i =1,j = 1) elemani i¢in, birinci matrisin birinci satir1ile ikinci
matrisin birinci siitunu karsilikli olarak ¢arpilir ve toplami alinir.

a11by1 + a12by1 + ag3bsy  ag1biy + agaby; + a13b32]

Iki tane 3 X 3 matrisin ¢arpimu:

c11 elemani i¢in karsilikli olarak ¢arpilacak satir ve siitun;

|C11||C12||C13|
[ ][ ]= |C21||C22||C23|

|C31||C32||C33|

c1, elemani i¢in karsilikli olarak ¢arpilacak satir ve siitun;

|C11||C12||C13|
[ ” ]= |C21||C22||C23|

|531||C32||C33|

c13 elemani i¢in karsilikli olarak ¢arpilacak satir ve siitun;

1 I ®

c,; elemani i¢in karsilikli olarak ¢arpilacak satir ve siitun;

— |
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C», elemani icin karsilikli olarak carpilacak satir ve stitun;

— 1 | =

C,3 elemani icin karsilikli olarak carpilacak satir ve siitun;

— I =

c31 elemani i¢in karsilikli olarak ¢arpilacak satir ve siitun;

el |

c3, elemani i¢in karsilikli olarak ¢arpilacak satir ve siitun;

o 11

¢33 elemani icin karsilikli olarak carpilacak satir ve siitun;

N

Iki tane 2 X 2 matrisin ¢arpimu:

[a b”e f]_[ae+bg af + bh
c dllg hl lce+dg cf +dh

o 4 OM-(9)

Ornek:
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Ornek:

(6 26 2D

(0 )

Ornek:
696 %-Gri e
Ornek:
A= )
5= 1)
= DG D=4 3)
sa=( )G =0 o)
Ornek:

(—21 g)(g —13)=G§ —_176)

Carpimin Ozellikleri:

1. (A.B).C = A.(B.C)

2.A.(B +C) = AB + B.C

3.(B+ C).A = B.A+ C.A

4.k (A.B) = (k.A).B

5. (A.B)T = BT.AT , kare matrisler icin.

6. A~1.A = I, A~': A matrisinin tersi, I: Birim matris.
7.4A.1 = A

Carpma islemini 6rneklerle daha acik olarak gérelim.

R [ R

A

matrisleri verilmis olsun;

—4

]

(
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A.B matrisini bulalim. (A.B.B.A)

aB=[1 5 ¢ 1 ‘1*:[1.1+5.1+6.2 L4+51+60) (18 9]
T2 8l o] T 7i+21+482 7442148007 (25 30L,

AB = [25 30]2x2

olarak elde edilir. B.A matrisini bulalim.

1 4 1 5 6 1.1+47 15+42 16+48 29 13 38
BA=|1 1]. [7 > gl = 1.1+17 15+12 16+18(=|8 7 14
2 0 21+0.7 25+02 26+0.8 2 10 12133

olarak elde edilir. Bu drnekten de goruldugi gibi A. B ile B. A ¢carpimi yapilabilse de ¢ikan
matrisler boyutlar itibar ile farklidir. Dolayisiyla sagdan veya soldan ¢arpim bazen
yapilamayabilir. Yapilsa dahi birbirine esit matrisler ¢cikmaz.

1 4 9 —15
=[1 1][% _14]=[3 —3]
2 0 2 2 L,

1 4
C.B=B _14]2xz'[§ (1)Lz

Bu iki matris boyutlar ¢carpima uygun olmadig: i¢in carpilamazlar. ¢ matrisinin siitun
sayisl ile B matrisinin satir sayisi esit degil, carpim yapilamiyor. (B.C # C.B)

olarak elde edilir.

Ornek:

] 10 O+40+10—50 54+32—12—74] [50
-1 0+10—5—5 45+8+6 =159

3.1.12.3.4.5. Matrisin Kuvvetleri
Bir A matrisinin kuvvetleri, carpma islemi yardimi ile bulunur. Sadece kare matrislerin
kuvvetleri alinabilir. Kare olmayan matrislerin yan yana ¢arpimlar1 yapilamaz.

A2 =A.A
A3 =A.AA
A*=A.A.A.A
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Ornek:
A= [_23 41}] ise,

A? ve A% matrislerini olusturunuz.
Cozum:

A2=A-A=[_23 1][_23 i]z[—lw 163]

A=aAd=na=| ] 6]_[_23 i]: ~16 25

—-18 13 =75 34

Not: Matrisin kuvvetleri alinirken kesinlikle matrisler yan yana ¢arpimi yapilarak islem
yapilir. Matrisin icerisindeki her bir elemanin karesi alinarak kuvvet alma islemi
yapilmaz.
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Uygulamalar
3.2. Asagida verilen matrislerin ¢arpimlarini bulunuz.

2 3
1 4

4 2

A=[3 ~1

] ve B = [
matrislerinin ¢arpimlarinin transpozesini bulunuz.

_4 2712 31_7[110 20

B_[B —1]1 4]_[5 5]

2)
3 5]

A:[z —4

Yukarida verilen A matrisi ile transpozesinin toplamini ve farkini aliniz.

Az[g _54] ise AT:[g _24]

olur.

[3+3 542 _[6 7]

A+AT:B —54]+[§ —24] 2+5 —4—4l"l7 3

ar=[; 2=l 2

A-ar=[372 —4—(4)] [0 37]
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Uygulama Sorulari
1) Asagida verilen matrislerinin ¢carpimini bulunuz.

2 5
13 5 11 22
A_[Z _4] ve B = 1 3
11 22
Cozum:
2 5
13 57|11 22 1 0
A'B—[z —4] 1 3‘ [o 1
11 22

2)A = [_23 }J Matrisinin 4. kuvvet (iis) matrisini bulunuz.

A2=A.A=[_23 1][_23 ﬂ

A* = [—118 163]

At =A% A% = [—118 163] [—118 163]

ar = [7107 84

252 61
_[5x—y 1 11 1
3)A—[ 7 x+y]ve B = 5 7
A = B ise; \/x? + y? degerini bulunuz.
5 —y=11
x+y=7

Cozim degerleri

(x =3,y =4),/x?>+y?

\/x2+y2=\/32+42=5

Ifadesinde yerine konursa;

olur.

4) Bir firma iki farkl fabrikasinda A ve B triinlerinden 400 ve 210 adet liretmektedir.
Uriinlerin birim satis fiyatlar;; A = 20 TL,B = 35 TL olduguna gore firmanin toplam

gelirini hesaplayiniz.
Gelir = Satis fiyati X Talep Miktari

R =p.q
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Burada p ve g matris olarak yazilir ve carpimi yapilirsa,

400

R=1[20 351[5)

R =20.400 + 35.210
R = 15350 TL

olarak gelir degeri skaler say1 olarak bulunur.
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti

Bu béliimde matris ve vektor kavramlari, matris tanimlari, matris islemleri anlatilmistir.
Matrislerde toplama, ¢cikarma ve ¢arpma islemleri tizerinde ayrintili olarak durulmustur.
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Boliim Sorulari

a b

1N)A=|c d ] matrisinin boyutu asagidakilerden hangisidir?
e f

a) 3

b) 2x3

c) 3x2

d 6

e) 3x3
Xy -1 0

2)A= ll z l ve B=| 1 4 | matrisleri birbirine esit matrisler ise,
t 6 3 6

x+y+z+t=?

a) —6
b)
c)
d)
e)

O o U1

3)A= [Cll 621] ,B = [l; —zb] ve C = [g g] matrisleri verildigine ve [A] + [B]

olduguna gore a? — b? =?

a) —15
b) 25
c) 20
d) —12
e) 15

4) A= [i ;L ve B = [; g] matrisleri verildigine gore [A]. [B] = ?

a) 22
14 387
D) g 26l
6 20
) [2 21]
14 9 ]
4 |35 26
SNER
2 7

5)u = (3,5,7) vektorii ka¢ boyutlu bir vektérdiir?



a)
b)
c)
d)
e)

_ N W Ul

= 31 ise k asagidakilerden hangisidir?

a) 7
b) 2
c) 0
d) 11
e) 5

7) Bir ev hanimi pazardan 2 kg elma, 3 kg portakal almistir. Elmanin kilosu 5 TL,
portakalin kilosu 4 TL olduguna goére, meyveler icin 6denen toplam paranin hesaplanisi
vektorlerin ¢arpimi yardimi ile nasil gosterilir?

a) [2 31[}]
b) [£](5 4]
0 [2 3][4 5]
otz 5[]

9 [5112]

8) [316 :311 [;] = [126] olduguna gore, x +y =7

a) =5
b) -2
c) 16

d) 8
e) 7

9a=[ 1] ise 4=
3 [207 113]
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5 [ 4
9 [ 3

D [

e) [37 9]
10) 3 boyutlu bir satir vektorti ile 3 boyutlu bir siitun vektoriiniin ¢carpimi ne olur?

a) 3 boyutlu bir satir vektori
b) 3 boyutlu bir siitun vektori
c) 3 X 3 Boyutlu bir matris

d) Skaler say1

e) 3 X 1 Boyutlu bir matris

Cevaplar:

)¢ 2)d, 3)e, 4)b, 5)c 6)b, 7)a, 8)d, 9)b, 10)d



4. DETERMINANT VE TERS MATRIS
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

4.1. Bir Matrisin Determinanti
4.2. Minor ve Kofaktor
4.3. Bir Matrisin Ranki
4.4. Bir Matrisin Tersi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) iki degiskenli fonksiyon ne demektir?
2) Ug degiskenli fonksiyona bir érnek veriniz?
3) Uc boyutlu uzayda iki degiskenli bir fonksiyon nasil bir sekil olusturur.
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi
Determinant Matrislerin determinantini Okuyarak, Tekrar yaparak,

bulabilmek

Ornek soru ¢6zerek

Bir matrisin ranki

Bir matrisin rankini
belirleyebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek

Ter Matrisin bulunusu

Bir matrisin tersini alabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek
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Anahtar Kavramlar

Determinant
Matrisin Ranki
Minor ve Kofaktor
Ters Matris
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Giris

Determinantlar kare matrisler icin gecerlidir ve 6zel bir sekilde hesaplanir.
Determinant, kare matrisleri bir reel sayiya esleyen fonksiyondur. Determinant
fonksiyonun kare matrisi esledigi o saylya matrisin determinanti denir. A matrisinin
determinant1 det A ya da |A| seklinde gosterilir. Mutlak deger ile karistirllmamalidir.
Elemanlar reel sayilar olan n X n tipindeki kare matrislerin kiimesinden, reel sayilar
kiimesine tanimlanan fonksiyona determinant fonksiyonu denir.
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4.1. Bir matrisin determinanti

Determinant denklem sistemlerinin matrisler yardimiyla ¢6ziimiinde bir arag
olarak kullanilirken, matrislere iliskin bircok o6zelliin saptanmasinda da
kullanilmaktadir. Matrisin elemanlar1 herhangi bir denklem sisteminin katsayilarini
temsil ediyor iken denklemlerin katsayilarina bagh olarak ¢éziimiiniin arastirilmasina
arag olacaktir.

Oyleyse bir kare matrisin determinantinin nasil hesaplandigin1 gorelim. Determinant
hesabi icin farkl yollar vardir. Boyutu kag¢ olursa olsun, birim matrisin (/) determinanti
(bir) 1'dir.
4.1.1. Bir ve Iki Boyutlu Matrislerin Determinanti

Eger matrisimiz bir satir ve bir stitunluk bir matris ise determinant i¢gindeki sayiya
esittir.
Ornegin, A = [4] matrisinin determinant 4 olur.

|A| = Det A =4

Eger matrisimiz iki satir ve iki stitundan olusan, yani boyutu 2 X 2 matris ise; esas kosegen
elemanlar1 ¢carpimindan diger kosegen elemanlarinin ¢arpimi ¢ikarilarak bulunur.

a1 app e .
A= matrisinin determinanti;
a; 4z
a;; Ap
|A| = Det A = |a21 a22| = (a11-a2) — (A12-A21)

seklinde dnce asal kdsegendeki elemanlarin daha sonra da ters kdsegendeki elemanlarin
carpiminin farki alinarak hesaplanir. Diger bir gosterimle;

A= [Z Z] matrisinin determinanti,

b

jar=% 2

|=(a><d)—(c><b)olur.

Ornegin asagidaki matrisin determinanti,

Az[i ;]iseIAI=DetA=3.8—4.7=24—28:—4 cikar.
Ornek:

12 3 ~ 2 3 oh e

A_[l 4] > lAl=Deta=|; 4|_2.4 31=5
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Ornek:
75 2 _ U5 2 e oy _
A_[_1 3]—> |4l = Det A= 3|_15 (=2) =15+2 =17

4.1.2. U¢ Boyutlu Matrislerin Determinanti

Ug boyutlu matrislerin determinanti farkl yéntemler kullanilarak bulunabilir. Sadece tig
boyutlu matrislerin determinanti icin gelistirilen Sarrus kural ile determinant bulma
yontemi sikca kullanilmaktadir. Bunun disinda minér (kofaktoér) yardimi ile determinant
hesabi, Elementer satir islemleri kullanarak, matrisi indirgenmis matris (iist liggen
matrise benzetme) kullanarak determinant hesabi gibi determinant alma yontemleri
bulunmaktadir.

1. Sarrus kurali
A= [ai f]3><3 boyutundaki matrislerin determinantini bulmak i¢in kullanilir.

a1 Q412 453
A1 Qzz Q3| bumatrisin determinanti s6yle bulunur;
a3y dzz dzs

A=

Matrisin 3 X 3 olmasi durumunda kullanilabilir. Ik iki satir 4. ve 5. satirmis gibi
yerlestirilip esas kosegene paralel 3 carpim yapilir, toplanir. Daha sonra diger olarak
cizilip toplanma esasina dayanir.

Ilk iki satir sirasiyla alta birer defa daha yazilir. Esas kosegen ve ona paralel {i¢ carpim
yapilir. Esas kdsegeni olusturan a,q, a,,, azz ¢arpilir; carpim saga yazilir. Késegenin
hemen altindaki a,q, as,, a;3 ¢arpilir; carpim saga yazilir. Ayni yaklasimla asq, a;,, a,3
carpilir; carpim saga yazilir. Saga yazilan ti¢ carpimin toplami 7y olsun.

Esas kosegen ve ona paralel li¢ ¢arpim yapilir. Diger kdsegeni olusturan a3, a,,, as;
carpilir; carpim sola yazilir. Diger kosegenin hemen altindaki a,3, as,, a;; ¢arpilir; carpim
sola yazilir. Ayni yaklasimla as3, aq,, a1 ¢arpilir; ¢arpim sola yazilir. Sola yazilan ig¢
carpimin toplami T, olsun.

T, = (a13 X az; X azq) + (a3 X az; X agq1) + (azz + as; + azq)
Ty = (aq1 X Az X azz) + (azq X aszz X ag3) + (azq X agz X azs)

A matrisinin determinanti:
detA=T1-T2
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dy3- dop - dgq
dog - dgp - Ay

4+ dag 8yp - dyy

T

da

daq

dao

dap

dog

«dop - dgg

«8go - A43

+dqp - dog

T

farki ile bulunur. U¢ boyutlu matrisin determinanti, bir diger ifade ile; Sarrus Yéntemi

kullanilarak asagidaki gibi alinir.

a b c
[Al=1|p q r] matrisinin determinanti,
x vy z
a b c
|Al=|p q 7
Xy z

=a(q.z—y.r)—b(p.z—x.r)+c(p.y —q.x)

4 veya daha fazla boyuta sahip kare matrislerin determinanti alinirken, Sarrus kural

kullanilamaz.

Ornek:
1 -1 2
A=

1 1 5

satirlarini sirasiyla 4. ve 5. satir olarak yazilir:

0 3 4] matrisinin determinantin1 hesaplamak icin, Once, A matrisinin 1. ve 2.
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|A| = det(4) = (1.3.5+0.1.2+1.(-1).4) - (1.3.2+ 114+ 0.(-1).5) =1
olarak hesaplanir.

Ayni matrisin determinanti, situnlarin saga yazilmasi ile de bulunabilir. Bunun i¢in 6nce
1. ve 2. siitunlary, sirasiyla 4. ve 5. siitun olarak yazilir: Esas kdsegene paralel ti¢ carpim
yapilir, sonra diger kosegene paralel li¢ ¢carpim yapilir ve toplanir. Daha sonra ilk
toplamdan ikinci toplam ¢ikarilir ve determinant bulunur.

detA=(1X3X5+(-1)Xx4x1+2X0Xx1)—(1xXx3Xx2+1x4x1+5%x0x
(=1)) = 1 bulunur.

Determinant Ozellikleri

¢ B matrisi A matrisinin satirlarinin yer degistirmesi ile A’dan elde edilen bir matris ise
Det B = — Det A'dir.

e B matrisi k sabit sayisiyla A matrisinin bir satirinin ¢arpilmasiyla A matrisinden elde
edilen bir matris ise det B = k. det A’'dir.

¢ Bir matrisin herhangi bir satirini k ile carpip diger bir satira ekleyince veya herhangi
bir siitunu k ile carpip diger bir siituna ekleyince determinantin degeri degismez.

¢ Bir A matrisinin iki satir1 veya iki sutunu esitse o zaman Det A = 0’dur.

e Eger bir matrisin bir siitunu veya satir1 0 ise determinanti da 0 olur.

e Bir kosegen, alt licgen ya da list liggen matrisin determinanti1 kdsegen elemanlarinin
birbirleri ile carpimina esittir.

4.2. Minor ve Kofaktor

Minor ve kofaktor tanimi biitliin nxn tipindeki matrisler icin gecerlidir. Yani kare matrisler
icin hesaplanir. a;; elemanina ait minor bir determinanttir. a;; elemanina ait minér, a;;
elemaninin bulundugu i. satir ve j. situn silindiginde, geriye kalan matrisin
determinantidir. a;; elemanina ait minoér m;; ve A;; = (a;;) matrisine iligkin minér matrisi

de M;; = (m;;) olarak gosterilir.

a1 a12] _ [ 5
Az1 Q22 -1
ve mindr matrisini olusturalim.

Ornegin A = [ g] matrisindeki biitiin elemanlar i¢in mindérleri bulalim
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a,1 = 5 elemani i¢in minér, 5’in bulundugu 1. satir ve 1. siitun kapatildiginda geriye kalan
elemana esit olup 3’tir. (my; = 3)

aq, = 2 elemani i¢in mindr, 2'nin bulundugu 1. satir ve 2. siitun kapatildiginda geriye
kalan elemana esit olup -1'dir. (my, = —1)

a,; = —1 elemani i¢in minor, (-1)’nin bulundugu 2. satir ve 1. siitun kapatildiginda geriye
kalan elemana esit olup 2’dir. (m,; = 2)

a,, = 3 elemanii¢cin minor, 3’iin bulundugu 2. satir ve 2. stitun kapatildiginda geriye kalan
elemana esit olup 5°dir. (m,, = 5). Dolayisiyla minér matrisi;

My =y mn =5 5]

olarak elde edilir.

Kofaktor ise, mindr matrisinin isaretlenmis halidir. a;jelemaninin kofaktoru;

cj = (=)™ .my;
formild kullanilarak bulunur. a;; elemanina ait kofaktér hesaplarken, 6nce a;; elemanina
ait mindr bulunur. a;; elemaninin i ve j indisleri elamanin bulundugu satir ve stitunu ifade
etmektedir. Bu indislerin toplami ¢ift olur ise kofaktér minore esit, tek oldugunda ise
minorin ters isaretlisi olacaktir.

Daha Once minor matrisini elde ettigimiz A matrisine iliskin kofaktdr matrisini
olusturmak istersek;

a,; = 5 elemani icin kofaktér, ¢;; = (1)t m;; =my; =3

a,, = 2 elemani icin kofaktor, ¢;, = (D)2 m, = —my, = —(-1) =1
a,,; = —1 elemani icin kofaktér, c¢,; = (—1)?*t.my; = —my; = —(2) = -2
a,, = 3 eleman icin kofaktor, ¢,, = (—=1)?*2.m;, =my, = (5) =5

cikar, dolayisiyla kofaktor matrisi;

C11 ClZ]

Cij:[cm C22 2 5]

4.2.1. Uc boyutlu kare matrislerde minér ve kofaktor bulma

2 1 3
A=1-1 0 2] matrisine iliskin minor ve kofaktorleri bulalim.
3 51

a1 = 2 elemanina ait min6ér; 2'nin bulundugu satir ve siitun silindiginde geriye kalan
matrisin determinanti alinir.
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myy = |g i| —01-52=-10

a1, = 1 elemanina ait minor; 1'in bulundugu satir ve siitun silindiginde geriye kalan
matrisin determinanti alinir.

1

m, =[5 4 =-11-32=-7

a;3 = 3 elemanina ait mindr; 3’lin bulundugu satir ve siitun silindiginde geriye kalan
matrisin determinanti alinir.

my, = |_31 g — 15-30=-5

Diger elemanlar icin benzer islemler yapilarak minor matrisi asagidaki gibi olusturulur.

-10 -7 =5
2 7 1

Kofaktor matrisinin olusturulmasi istenirse; bulunan minér matrise isaretleri konularak
elde edilir. Her hangi bir eleman i¢in kofaktor, a;; elemaninin bulundugu satir ve siitun
sayisi toplamui ¢ift iken minore, tek ise minoriin ters isaretlisine esittir. Dikkat edilecek
olursa 3 boyutlu matrislerde kofaktor hesaplanirken 1. satirdaki minorler sirasiyla +1, -
1, +1 ve 2. stitundaki minérler -1, +1, -1 ile yine 3. siitundaki minorler sirasiyla +1, - 1,
+1 ile carpilmaktadir. Bir elemanin kofaktdrii onun isaretli minér elemanina esittir.
Dolayisiyla verilen matrise iliskin kofaktor matrisi;

-10 7 =5
2 -7 1

olarak elde edilir.

4.2.2. Minér Yardimi (Kofaktor Yardimi) ile Determinant Hesabi

Minor agilimi ile determinant hesab1 A matrisinin herhangi bir satir veya siitunundaki
elemanlarin kofaktorleriyle carpimlarinin toplamina esittir.

Onceki ornekte verilen A matrisinin determinantinin, minér (kofaktor) yardimu ile
yapilmasi istenirse;

A=

2 1 3
-1 0 2

3 51

Det(A) = |A| = aq;.kof(ay;) + a,5.kof(ay,) + a;3.kof(a;3)
Det(A) = |A| = (a11 X ¢11) + (12 X c12) + (a13 X ¢13)
|A] = [a11. (azz-a33 — azz.a23)] +
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[a;z.(az;.a33 — azq.az3)] +
[a;3 X (az1.a3; — az1.a;;)]

0 1
ci1 = (DM xmy, = (1) |5 2| =-10

-1 2

cp = (~DP2xmy, = (D] =7
-1 0

as = (D2 xmyy = (-D4| | =-5

Det(4) = 2.(—10) + 1.7 + 3.(=5) = —28

4 ve daha fazla boyutlu matrislerin determinantlari da minér (kofaktér) yardimiyla yani
alt determinantlara gecilerek hesaplanabilir. Fakat oldukca fazla islem gerektirmektedir.
Burada minér agilimi ile 4 boyutlu matrisin determinantini hesaplamak yerine, matrisin
satir ve siitunlar1 arasinda yapilan elementer satir ve siitun islemleri (eliminasyon) ile
elde edilen iist tiggen matrisin determinanti hesaplamak genellikle daha az islem
gerektirir.

4.3. Bir Matrisin Ranki

Bir A = [a;j]mxn # 0 matrisinin karesel alt matrisleri arasinda, determinanti sifirdan
farkli olanlarin mertebesi en biiyiik olana A matrisinin ranki denir ve rank(A4) veya r(A)
ile gosterilir. Bir matristeki dogrusal bagimsiz vektor sayisidir. Bu konu bir sonraki
boliimde ayrintili olarak anlatilacaktir.

2 3 1

46 2] matrisinin rankinin bulunmasi istenirse;

Ornegin A = [
A matrisinde iki satir vektorii ti¢ tane siitun vektort bulunmaktadir. Rank en fazla verilen
matrisin satir veya siitun vektor sayilarinin kiiciigline esit olabilir. Dolayisiyla A
matrisinin ranki en fazla 2 olabilir. Ancak, A matrisinin iki satir vektorii arasinda
matematiksel bir iligki vardir. ikinci satir birinci satirin 2 katidir. Dolayisiyla bu matriste
bulunan vektorlerin bir tanesi dogrusal bagimsizdir. O nedenle A matrisinin ranki 2’dir. A
matrisi kare matris olmadig icin determinanti alinamaz. Ancak A matrisi icerisinden 3
farkh 2 x 2 alt matris olusturulabilir.

m=ly o) m=li ] a=f

Bu iki boyutlu kare matrislerin determinanti alinirsa, hepsinin determinanti sifir ¢iktigi,
yani iki boyutlu olusturulan kare matrislerin determinantlarinin hepsi sifir oldugu icin,
matrisin ranki 2 olamaz, 2 den kiiciik olur.
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A matrisinin herhangi bir elemana sifirdan farkli oldugu i¢in, ranki birdir. r(4) = 1

Ornek:
1 2 0
A=13 1 =2|ise rank(A) = r(A) kaga esittir?
5 1 0
1 2 0 1 2
Al=[3 1 -2 =0+(—1)2+3x(—2)x| |+O=—18¢O
5 1 0 > 1

rank(A) = r(A) = 3 olur.

4.4. Bir Matrisin Tersi

A karesel bir matris olmak tizere, A X B = B X A = I olacak sekilde bir B matrisi varsa,
B’ye A'nin carpmaya gore tersi denir ve A™1 ile gosterilir. Karesel olmayan matrislerin
carpmaya gore tersinden s6z edilemez.

Gergel sayillarda denklem c¢o6zerken; bolme islemi yardimi ile bilinmeyenler yalniz
birakilip ¢6ziilebilir.

3x =51ise x =5/3
Ancak matris islemleri arasinda bélme islemi yoktur. Dolayisiyla birden fazla denklemden
olusan dogrusal denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde, bilinmeyenleri bulabilmek icin;

matrisin tersini bulmaya ihtiyacimiz vardir.

Asagida bir dogrusal denklem takimi verilmektedir. Bu denklem takimindaki x4, x,
bilinmeyenlerinin bulunmasi istenirse,

5x; + 2x, = 26
3xq +4x, = 24

Once verilen denklem takimini matrislerle ifade edelim;
5 211*1] _ [26 _
3 4] [xz] = [24] - AL =1p]
Burada; A katsayilar matrisi; x, bilinmeyenler matrisi ve b, sag taraf sabitleri matrisi olur.
_[5 2 % 126
A_[g 4] x_[xz] b_[24]
[A]. [x] = [b]
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x ¢ozim vektorini bulmak icin (matrislerde bolme olmadig1 icin) her iki taraf A
matrisinin tersi [A] ™ ile ¢carpilir. Matrislerde ters matrisin bélme islevini gortir.

<
(¢
=
=
Il
=
=5
Q.
(=
Q¢
[«
e}
B

[x] = [A]71.[b] formiilii ile artik bilinmeyenler belirlenir. Yani A matrisinin tersi ile sag
taraf sabitleri (b)c¢arpilarak bilinmeyenler bulunur.

Iste burada goérdigimiiz [A]™! matrisi, [A] katsayilar matrisinin tersidir (inversi).
Dolayisiyla bir matrisin tersinin nasil bulunacagi bilinmelidir.

Sadece kare matrislerin tersinden bahsedilir. Bir matris kare matris degil ise, tersi
alinamaz. Matrisin tersini bulmada birka¢ yontem bulunmaktadir. Genel olarak bir
matrisin tersi asagidaki formiille verilir.

L1 _Ek(4)
[A] —lAl.Ek(A)— i

" o . . .1
Bu formiilden de anlasilacagi lizere, A matrisinin determinanti sifir ¢ikar ise, i tanimsiz

olacagindan, A matrisinin tersi yoktur. Bu formiilde yazan ek matris (Ek (4)), katsayilar
matrisine ait kofaktér matrisinin transpozesine esittir. EK(A4), bir kare matrisin isaretli
mindr matrisinin (kofaktdriiniin) transpozesine esittir.

Ek (4) = ()"
4.4.1. Ek Matris Yardimiyla Ters Matrisin Bulunmasi

Bir matrisin tersinin bulunabilmesi i¢in asagidaki adimlar uygulanir.
1. Adim: A matrisinin determinant1 alinir, |A| bulunur.

2. Adim: A matrisine iligkin minér matrisi olusturulur (M;;).

3. Adim: Daha sonra kofakt6r matrisi olusturulur (C;;).

4. Adim: Ek matris bulunur Ek (4).

5. Adim: Ek matris, buluna determinant degerinin tersi ile ¢arpilarak ters matris elde
edilir.

Ornek:
1 27. L o1 L.
A= [5 3] ise A matrisinin tersini A~ matrisini bulunuz.

Coziim:
Once A matrisinin determinanti bulunur.
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|A|=|é §|=3—10=—7

Determinant sifir cikmadigina gore A matrisinin tersi vardir. Ters matrisi bulabilmek icin
Ek matrisin bulunmasi gerekir.

Ek(A) = [_35 _12] olur, bu durumda;

1 1.3 =21_|"7 7
A = 7><[_5 1]— s 1 bulunur.
7
Ornek:
A= [_1 3 ] matrisinin tersini bulunuz.
4 -9

Cozum:
|A| = -3 +#0
cikt181 icin matrisin tersi alinabilir.

2 X 2 boyutlu kare matrislerde ek matris su sekilde olusturulur. Minér ve kofaktor ve son

olarak ek matris olusturma adimlarinin sonucunda, esas kdsegen tizerindeki elemanlar
yer degistirir, diger kosegendeki elemanlar ise isaret degistirir.

Ek (4) = [:Z :ﬂ

9 3
1 179 —37_|"=3 =3

-1 - =
A= —3'[_4 —1] 41
-3 -3

3 1
-1 __
Am= [4/3 1/3]
olarak elde edilir.

4.4.2. Elementer Satir Islemleri Yardimiyla Ters Matrisin Bulunusu
Elementer satir islemleri yardimi ile matrisin tersi alinirken, verilen matrisle ayni boyutta
birim matris yan yana yazilir.
4 : 1]
Sonra elementer satir islemleri yardimi ile A matrisi / birim matrisine benzetilmeye

calisilir. Bu sirada A’ya yapilan tiim elementer satir islemleri I birim matrise de uygulanir.
A matrisi birim matris durumuna geldiginde, sagda olusan matris A matrisinin tersi olur.

1 : 41
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Ornek:

A= [_41 _39] matrisinin tersini elementer satir islemleri yardimi ile bulunuz.
Coziim:
[A

D e P A

sews [ 3

R T N

R A I VARV

A_1=[4§3 1}3]

olarak elde edilir.

Burada da yukaridaki ile ayni sonug elde edilmistir.

Buldugumuz ters matrisin dogru oldugunu sinamak icin A matrisi ile tersini yani A™!
matrisini carptigimizda birim matris elde edilmelidir. Elde edilememisse, matrisin tersi

alinirken islem hatasi yapilmistir.

[A].[A7Y] =[] - AA1=1]

~1+1

[_41 —39]'[433 1}3]=[12_EJ3r64/3 4—9/3]=[(1) (1)=1
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Uygulama Sorulari

1)A= [i i] matrisinin determinantini bulunuz.

2 3
1 4

| ise; |A|—2 3| =24-15=8-3=5

a=| "

2)A = [i i] matrisine ait minorleri bulunuz ve minér matrisi olusturunuz.
31 . o _ _ _ _
ise; minorleri, my; =4 , m; =1, my; =3, my, =2

4
4 1
M= (mij) = [3 2

2=}

3)A = [i i] matrisine ait kofaktorleri bulunuz ve kofaktér matrisini olusturunuz.

1= (CD"m, =14=4
cp = (D2 mp =(-1.1= —1
C21 =( DY my, = (-1).3 =

— ( 1)2+2 =12=2

C=(cy)= [_43 _21]

4) A = [i i] matrisine ait Ek matrisini bulunuz.

Bk () = () =4 7
5)A = [i i] matrisinin tersini bulunuz.

4= =k (4)
1Al

4 3
lr4 -3 5 5
-1 _ _ —

47 =5 [—1 2 ] 2

5
5 2 1

6)A=|—1 2 O0|matrisinin determinantini, rankini bulunuz ve tersini aliniz.
1 1 4
|A| =45

Determinant sifirdan farkli oldugu i¢in r(4) = 3’tiir.
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7

45
19

45

15
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boélimde ilk kisminda bir matrisin determinantinin bulunmasi, matrisin rankinin

belirlenmesi, minoér ve kofaktér kavramlari anlatilmistir. Son kisimda ise bir matrisin
tersinin nasil alinacagi konusu tizerinde durulmustur.
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Boliim Sorulari

1A= [_21 i] matrisinin determinanti |A| kactir?

a) -1
b) 2
c) 11
d) 5
e) —11

3 5112 3]. . o . Lo
2)|1 5 |11 20| isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?

a) 11
b) 7
c)5
d) 60
e) =5

3x+6y=9

3)5x+3y=8

denklem sistemine iliskin katsayilar matrisi asagidakilerden hangisidir?

a)
b)
c)
d)

e)

0O OW

UT WUl wW U1t wul W

-

=
X~
Il

3 4 5 ] matrisi icin AT asagidakilerden hangisine esittir?

SO RW®
O R Ok r
o o

]

Q.

[\

=
[$2 B~ OV)
P —
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5)(3 0 1
k 4 6

= 10 Olmasi i¢in k’'nin degeri kag¢ olmalidir?

a) 12
b) 8
c) 0
d) -8
e) 12

2 1 3
-1 2 ] matrisinde a3, elemanina ait minor asagidakilerden hangisidir?
4 5 6

o

6) A =

a) -9
b) -7
c) 5
d) 7
e) 10

2 1 3
-1 2 ] matrisinde a;, elemanina ait kofaktor asagidakilerden hangisidir?
5 6 1

7) A=

w

a) 11
b) 7
c) 6
d) 11
e) —22

8) Dogrusal denklem sistemleri icin, asagidakilerden hangisi yanhstir?
a)r(A) = r(4; b) < nise denklem sisteminin sonsuz ¢6ziimi vardir.
b) r(A) = r(A4; b) = nise denklem sisteminin tek ¢6ziimii vardir.

c) r(A) # r(4; b) ise denklem sisteminin ¢6ziimi yoktur.

d) Bilinmeyen sayis1 denklem sayisina esit ise tek ¢6ziim vardir.
e) Homojen denklem sistemlerinin ¢6ziimii her durumda vardir.

9)A = [g g] ,B = [; g] ise A=1 + B! isleminin sonucu agagidakilerden hangisidir?
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10
a) [0 1
b) [3 —4]

6 —6]

) [—9 8
o[

(¢}
L

Bl O
[y

2] matrisinin tersi asagidakilerden hangisidir?

9% T

of; 7

Cevaplar:

)¢, 2)b, 3)a,

6)d, 7)a, 8)d, 9)c 10)a
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5. DOGRUSAL DENKLEM SiSTEMLERI VE COZUMLERI
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

5.1. Dogrusal Denklem Sistemi

5.2. Matrisin Ranki

5.3. Dogrusal Denklem Sistemlerinin Coéziimleri
5.4. Homojen Denklem Sistemleri
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Dogrusal denklem sistemi ne demektir?
2) Dogrusal denklem sistemleri hangi yontemlerle ¢oziiliir?
3) Homojen Denklem Sistemlerinin farki nedir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi veya
gelistirilecegi

Dogrusal denklem sistemi

Dogrusal denklem
sistemini
tanimlayabilmek

Okuyarak, Fikir ytriiterek

Denklem sistemlerinin
¢6zuim1i olup olmadiginin
arastirilmasi

Verilen denklem
sisteminin ¢6ziimi olup
olmadigini incelemek

Okuyarak, Tekrar yapmak

Denklem sistemi ¢6ziim
yontemleri

Denklem sistemlerinin
¢6zlim yontemlerini
6grenmek

Okuyarak, Arastirarak

Homojen denklem
sistemleri

Homojen denklem
sistemini kavramak

Okuyarak, Tekrar yaparak, Ornek
soru ¢ozerek
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Anahtar Kavramlar

Dogrusal Denklem Sistemi
Katsayilar matrisinin Ranki
Genisletilmis Matrisin Ranki

Homojen Denklem Sistemi
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Giris
a1, A1z, - A1y, € R olmak lizere,

allxl + alzxz + -+ alnxn == bl

biciminde olan denklemlere dogrusal denklem denir. isletme, ekonomi problemlerinin
cogunda, anlasilmasi ve yorumlanmasi kolay oldugu i¢in, dogrusal olmayan modeller bile
yapilan hatalarin az olacagi tahmin edilebildiginde dogrusal denklemlere dontstiirtliir.

Ornegin, 2x + 5y = 10 denklemi bir dogrusal denklemdir. Bu denklemde iki bilinmeyen
bulunmaktadir. 3x —y + 5z = 12 de yine bir dogrusal denklemdir ve ti¢ bilinmeyen
bulunmaktadir. Nasil ki, iki degiskenli bir dogrusal denklem (2x + 5y =9 gibi),
kartezyen koordinat sisteminde bir dogru meydana getiriyor ise, li¢ degiskenli bir
dogrusal denklem de (3x — y + 5z = 12 gibi) li¢ boyutlu uzayda bir diizlemi ifade eder.
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5.1. Dogrusal Denklem Sistemi
Genel olarak n bilinmeyenli dogrusal denklem;

a11x1 + a12x2 + .-+ alnxn = bl
biciminde gosterilir.

Birden fazla dogrusal denklemin bir arada verilmesi durumunda, dogrusal denklem
takimlar1 veya dogrusal denklem sistemleri olusur.

n bilinmeyenli m denklemden olusan dogrusal denklem sistemi asagidaki gibi yazilir.

ai1xX1 + ai2X1 + -+ AipnXq1 = b1
alel + a22x1 + -+ aanl = b2

Am1X1 + QX1 + -+ QX = by

Yukarida verilmis olan; n bilinmeyenli m denklemden olusan dogrusal denklem
sisteminin matrisle gésterimi;

a11 a12 aln xl bl
Az1 Q2 i Qg X2 _| b2
Am1 Amz2 ¢ Amnl,p Xn nx1 bm mx1

bicimindedir. Denklem sistemine ait katsayilar matrisi A = [4] ile,
bilinmeyenler vektort x = [x] ile ve sag taraf sabitlerini b = [b]
ile gosterilirse; yukaridaki esitlik 6zetle;

[A]. [x] = [b]
biciminde yazilir.
;1 Qg2 A1n
a a a
A=aq; = :21 2:2 .o Degiskenlere ait katsayilar matrisi
Am1  Am2 : Amn mxn
X1
X2 o s o
x=1 Degiskenler (Bilinmeyenler) Matrisi
*n Inxa
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b,

b, y o
b=1" Sag taraf sabitleri

by

mx1

Ornek:
Dogrusal denklem sisteminin ¢6ziimuni bulunuz.

Cevap: b dy =7 s arxy (9
5x+3y =8 [5 3”}’]_[8]

53x + 5.4y =57
(=3).5x + (—=3).3y = (—3).8

[ 235 ZlB1=15]
11y =11 [105 210”;]:[315]

y=1
bulunur. Bulunan bu deger denklemlerden birinde yerine konursa,
3x+4y =7
3x+4=7
3x =3
x = 1 olarak bulunur.

Bulunan (x,y) = (1,1) noktasi1 denklem sisteminin ¢6ziim noktasini olusturur.

Ornek: Asagida verilen denklem sistemine iliskin katsayilar, bilinmeyenler ve sag taraf
sabitleri matrisini yaziniz.

X1 +2x, +x3=0

—X1+3XZ+X3 =-1
2x1 + x5 + 2x3 = 2

1 2 1|1[* 0
Ax=b , -1 3 1f|[*X2|=]-1
2 1 21LXx3 2
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A=

1 2 1 X1 0
-1 3 1 lele b=|-1
2 1 2 X3 2

5.2. Matrisin Ranki

Bir A matrisi verilsin. A matrisinin basamak bi¢cime dénistiiriilmiisi olan indirgenmis
matrisin, (indirgenmis matris; list liggen matrise benzetilmis matris) sifirdan farkl satir
sayisina A matrisinin ranki denir ve r(4) ile gosterilir. Indirgenmis matris olusturulurken
elementer satir (veya siitun) islemleri kullanilir. Bir diger tanimla, bir matrisin i¢ginden
olusturulabilen ve determinant degeri sifir olmayan en yiiksek boyutlu karesel matris ve
alt matrislerinin boyutuna matrisin ranki denir.

Kare matrisler i¢in bu tanim 6zel bir 6nem tasir. Ciinkii bir kare matristen ¢ikartilabilecek
en yuksek boyutlu (mertebeli) determinantin boyutu - eger determinant sifir degilse -
matrisin boyutuna esittir. Yani, genelde, kare matrislerin determinantin sifir olmamasi
durumunda boyutu ile ranki esittir. Diger soézlerle [aij] matrisinin determinanti i¢in

yazdigimiz,

n

|aij| = z aik.Akj 0

k=1

ise [a;;] matrisinin ranki n’dir.

Eger bir kare matrisin ranki boyutundan kiictikse, yani matrisin determinanti sifir ¢ikiyor
ise, boyle matrislere tekil matris adi verilir. Yukaridaki determinant 6zelliklerine bir goz
atildiginda bir matrisin tekil olmasi i¢in yeter ve gerek sartin ‘herhangi iki satirinin
(stitununun) lineer bagimliligl’ oldugu hemen gortilecektir.

Tekil olmayan bir kare matrisin ranki, matristeki elemanlarin yeri degistirilmeden yazilan
determinantinin boyutuna ya da satir (slitun) sayisina esittir.

Bir matrisin bazi satir ve sttunlarini silmek suretiyle elde edilen r X r boyutlu kare
matrislerden hi¢ olmazsa birinin determinanti sifirdan farkli, fakat r X r’den daha ytiksek
boyutlu kare matrislerden her birinin determinanti sifir ise r sayisina A matrisinin ranki
denir.

Bir matrisin ranki, en fazla matrisin boyutlarinin kii¢iigii kadar olabilir. Ornegin 2 X 4
boyutlu matrisin ranki en fazla 2 olabilir.

r (A) < min(m,n)

Ornek:

12 3 L
A= [ 1 4] matrisinin rankini bulunuz.
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Cozum:

A matrisi bir kare matris oldugu i¢in, dogrudan A matrisinin determinanti alinir. |A| =
5 # 0 oldugundan dolayy, iki boyutlu kare matrisin determinantinin sifir olup olmadigi
incelendiginden verilen matrisin ranki 2 olur.

Ornek:

a=|2

4 6] matrisinin rankini bulunuz.

Cozum:

A matrisi bir kare matris oldugu icin, dogrudan A matrisinin determinanti alinir. |A| = 0
oldugundan dolayi, rank 2 de olamaz, 2’den kii¢tik olur. Matrisin elemanlarindan herhangi
biri sifirdan farkli ise rank 1 olur.

Ornek:
2 1 3
A=13 0 2] matrisinin rankini bulunuz.
2 1 5
Cozum:

A matrisi bir kare matris oldugu icin, dogrudan A matrisinin determinanti alinir. |A| =
—6 # 0 oldugundan dolayi, matrisin ranki 3 olur.

Ornek:

matrisinin rankini bulunuz.

Cozum:

Matris ti¢ boyutlu kare matris oldugu icin, ranki en fazla 3 olabilir. A matrisi ti¢ boyutlu
kare matris oldugu icin, dogrudan A matrisinin determinanti alinir. |A| = 0 ¢iktigindan
dolayi, matrisin ranki li¢ olamaz. Acaba 2 mi yoksa 1 mi diye incelenir. Dolayisiyla A
matrisinden olusturulabilecek iki boyutlu karesel alt matrislerin determinantlar
incelenir. Bunlardan herhangi bir tanesinin determinanti sifirdan farkli cikar ise, A
matrisinin ranki 2 olur.

A matrislerinden olusturabilen determinanti sifirdan farkl olan bir kare matris bulalim.

azz a23]=[2 6
1 5

A =[
2 asz; dsz

matrisinin determinanti, |A| = 4 # 0 oldugu i¢in, A matrisinin ranki 2 olur.
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Ornek:

1 2 —-10
2 2 1 2
—4 =2 2 0l3x

matrisinin rankini bulunuz.

Coziim:

Matrisin boyutu 3 X 4 olduguna gore, matrisin ranki en fazla boyutlarindan kii¢iigii olan
3 olabilir. r(A) < min(3,4), r(4) < 3. Once verilen A matrisinin 1. satirin -2 ile carpip 2.
satirina ve yine 1. satirini 4 ile ¢arpip 3. satirina ekleyelim;

1 2 -1 0
0 -2 3 2

0 6 -2 0

Bu matriste 2. satir1 3 ile ¢arpip 3. satira ekleyelim;
1 2 -10
[ 0 -2 3 2
0 0 7 6

Boylece verilen A matrisi indirgenmis matris durumuna gelmistir. Indirgenmis matriste
sifirdan farkli en az bir eleman igeren satir sayisi 3 oldugundan (ii¢ tane dogrusal bagimsiz
satir vektori bulundugundan) r(4A) = 3 olur.

Ornek:
1 1 1
A=11 3 2] matrisinin rankini bulunuz.
2 0 1
A matrisinin boyutu 3 oldugu i¢in 6nce 3 boyutlu A matrisinin determinantini bulalim.

detA=|A]l =0
oldugundan A matrisinin ranki 3’ten kiictiktiir.

Bu durumda A matrisinden elde edilecek 2 X 2 kare alt matrislerin determinantlarini
incelememiz gerekir. Bunlardan herhangi birinin determinanti sifirdan farkli ise diger 2 X
2 boyutlu kare matrislerin determinantlarin1 bulmamiza gerek kalmaz.

2 X 2 kare alt matrislerden biri olan;

E é] matrisinin determinanti, H ;| =1.3—1.1=2 # 0 oldugundan, A matrisinin

ranki 2’dir.
r(A) =2
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5.3. Dogrusal Denklem Sistemlerinin Coéziimleri
Bir denklem sisteminin ¢6ziimi olup olmadig katsayilar ve genisletilmis (arttirilmis)
matrisin ranklari incelenerek belirlenir. Asagida 3 farkli denklem takimi verilmektedir.
Her denklemde 2 bilinmeyen bulunmaktadir (n = 2).

1. Denklem Sistemi 2. Denklem Sistemi 3. Denklem Sistemi
2x+3y =28 2x+3y =8 2x+3y =28
3x+y=5 4x + 6y = 16 2x+3y =5

r(A)=2,r4b)=2 r(A)=1,r4b)=1 r(A)=1,r4b)=2

n=2 n=2 n=2

r(A) =r(4;b) =n r(A) =r(4;b) <n r(A) #r(4;b)
Tek Coziim Sonsuz Cozim Cozim Yok

Bir denklem sisteminde,
1) r(A) = r(4; b) = nise denklem sisteminin tek ¢6ziimii vardir.
2) r(A) =r(4;b) < nise denklem sisteminin sonsuz ¢6zimii vardir.
3) r(A) # r(A; b) ise denklem sisteminin ¢6zlimii yoktur.
Ornek:
2x+3y =28

3x+y=5
denklem sisteminin ¢6ziimu olup olmadigini inceleyiniz, varsa ¢6ziimiini bulunuz.

Coziim:
M

gosteriminde, katsayilar matrisi

_[2 3
4=13 1
ve genisletilmis matris
_[2 3 : 8
@br=1s 1 5]
olur.
_[2 3
a=5 1l,,

(Alb) = (4;b) = [; i E53]2><3
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A matrisinin determinanti, |A| = —7 # 0 oldugundan, r(4) = 2, (A | b) matrisinin boyutu
2 X 3 oldugundan, genisletilmis matrisin ranki en fazla boyutlarindan kii¢iigli olan 2’ye

esit olabilir.

Bu matristen olusturulacak olan 2 boyutlu kare

matrislerin

determinantlarindan en az biri sifirdan farkli oldugunu belirler isek, genisletilmis
matrisin ranki 2 olur. (4|b) matrisinin ranki da yine 2 dir. Ciinkii genisletilmis matris
icerisinden olusturulabilecek determinanti sifir olmayan iki boyutlu bir matris
olusturulmak istenirse, zaten A matrisinin determinanti sifirdan farkli oldugu i¢in A

matrisi secilebilir.

Dolayisiyla r(4) = r(4; b) = n = 2 oldugundan, denklem sisteminin tek ¢6zlimii vardir.

3 11b]=15]

x=1vey =2

Oyleyse denklem sistemleri seklinde verilen bir problemin matris formunda nasil

yazildigini gorelim.

Uriinlerin makinelerde birim islenme siireleri

Makine 1 Makine 2 Makine 3
Uriin 1 (x; adet) 3 5 2
Uriin 2 (x, adet) 4 0 3
Uriin 3 (x5 adet) 2 6 1
Kapasite (Saat) 30 40 35

Kapasite belirli olduguna gore tiim kapasiteyi kullanarak ti¢ {lirtinden ne kadar

uretilebilir?

Makine 1, 2 ve 3 i¢in kapasite kullanimini ifade eden denklemler,

3x1 + 4‘X2 + ZX3 = 30
5x; + 0x, + 6x3 = 40
le + 3x2 + 1X3 = 35

Oyleyse

X1
x = |X2 ¢6zlim vektori
X3

4 2

31

0 6‘ katsayilar matrisi
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X1
b = [xz] Sag taraf sabitleri (kapasiteler)
X3

olmak tUzere yukarida yazdigimiz denklemin A.x = b seklinde matris formunda

asagidaki gibi ifade edilir.
3 4 2] [*1 30
5 0 6].[%2]=140
2 3 1l Ix3 35

Bu denklem sistemi ¢oziilecek, hangi tirtinden ne kadar tretilebilecegi bulunur.

5.4. Homojen Denklem Sistemleri

Sag taraf sabitleri sifir degerlerinden olusuyor ise bu sekildeki denklem sistemlerine
homojen denklem sistemi denir. Homojen denklem sisteminde her zaman en az bir ¢6ziim
vardir. (0, 0, 0) noktasi her zaman bu denklem sistemini saglar.

x2+x2+x3=0
x2+2x2—x3=0
xz—x2+x3=0

1 1 17[* 0
1 2 =1f|*¥2|=|0
1 -1 111Ix3 0
Homojen denklem sistemlerinde sag taraf sabitleri sifir degerlerinden olustugu igin,

genisletilmis matrisin ranki her zaman katsayilar matrisinin rankina esit olacaktir. Bu
nedenle,

r(4) = r(4; b) oldugu icin, her zaman ¢6zliim var demektir.
Dolayisiyla sadece rank degeri, denklem sistemindeki bilinmeyen sayisi ile kiyaslanir.

r(4) ile n birbirine esit ise tek ¢6ztim vardir, ki bu ¢6ziim sifir ¢éziimiidir. r(4) < n ise
sonsuz ¢0ziim vardir.

Ornek:
Asagida verilen homojen denklem sisteminin ¢6ziimi olup olmadigini inceleyiniz

2x+3y =0
5 +2y =0

a=[z 5 ==G »=[]
|A] = 4 — 15 = —11 # 0 oldugundan,
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r(A) =2

2 3

0] olacagina gore,
5 2 0

(4;b) =

r(4;b) =2

r(A) = n = 2 oldugundan, tek ¢6ziim var.

0 ¢oziimde, (x = 0,y = 0)'dur.
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Uygulama Sorular:

1) 2 kg elma ile 3 kg portakal i¢cin 6denen miktar 16 TL, 1 kg elam ile 3 kg portakala
odenen miktar 11 TL ise, elma ve portakalin kg fiyatlarini bulmak i¢in bir denklem
takimi olusturunuz.
Coziim:
2x + 3y =16
x+3y=11
1) 1. soruda olusturulan modeli matris bigciminde gosteriniz.
Cozum:
2 31" 16
p sl =1
2) llk soruda olusturulan dogrusal denklem sisteminin ¢éziimuni bulunuz.
Coziim:
(x=5y=2)
Elmanin kg1: 5 TL,
Portakalin kg'i: 2 TL

3 5

3J)A=12 1 ] matrisinin rankini bulunuz.
9 15

Coziim:

A matrisinin boyutu 3 X 2 olduguna gore ranki en fazla boyutlarindan kii¢iigline esit
olacagindan, en fazla 2 olacaktir. r(A) < 2 olabilir.

A matrisi kare matris degildir, bu nedenle determinant hesaplanmaz. Ancak, A matrisi
icerisinden olusturulacak en biiytik boyutlu kare matrisler 2 boyutlu olacaktir.

Bu olusturulan 2 boyutlu kare matrislerden her hangi birinin determinanti sifirdan
farkl cikar ise, islem tamamlanmis olur ve rank 2’dir denir.

W
551

3

9
12 1
Az = 9 15]

N

A2=-

Bu matrisler A matrisinin 2 boyutlu alt matrisleridir.
Bunlardan sadece birinin determinantina bakilirsa;

A1=|§ i|=3.1—2.5=—7¢0

Bu nedenle A matrisinin ranki r(A) = 2 olur.

3 5

4)A=|6 10] matrisinin rankini bulunuz.
9 15

Coziim:
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A matrisinin boyutu 3 X 2 olduguna gore ranki en fazla boyutlarindan kii¢iigiline esit
olacagindan, en fazla 2 olacaktir. r(4) < 2 olabilir.

A matrisi kare matris degildir, bu nedenle determinant hesaplanmaz. Ancak, A matrisi
icerisinden olusturulacak en buiytik boyutlu kare matrisler 2 boyutlu olacaktir.

Bu olusturulan 2 boyutlu kare matrislerden her hangi birinin determinanti sifirdan
farkl cikar ise, islem tamamlanmis olur ve rank 2’dir denir.

1 2

5)B =2 4] matrisinin rankini bulunuz.
3 6

Cozim:

B matrisinin boyutu 3 X 2 olduguna gore ranki en fazla boyutlarindan kiictigiine esit
olacagindan, en fazla 2 olacaktir. 7(4) < 2 olabilir.

B matrisi kare matris degildir, bu nedenle determinant hesaplanmaz. Ancak, B matrisi
icerisinden olusturulacak en buiytik boyutlu kare matrisler 2 boyutlu olacaktir.

Bu olusturulan 2 boyutlu kare matrislerden her hangi birinin determinanti sifirdan
farkl ¢ikar ise, islem tamamlanmis olur ve rank 2’dir denir.

Bi=ly 4
B=ly o
5= gl

Bu matrisler B matrisinin 2 boyutlu alt matrisleridir.
Bu alt matrislerin determinantlari bulunursa;

1 2(_ oy o0
Bl—% LZL|_1.4 22=0
Bz=% 2|=1.6—3.2=0
B, =5 6|=2.6—3.4=0

Ciktig1 icin, B matrisinin ranki r(4) < 2 olur.
Acaba rank 1 mi diye incelersek;
B matrisinin elemanlarindan herhangi biri sifirdan farkli ise rank 1 olur.

Dolayisiyla bu matrisin ranki da 1'dir. r(4) = 1.

B matrisi dikkatle incelenirse, 2. satir, 1. satirin 2 kati; 3. satir, 1. satirin 3 katidir. Yani
aslinda bir tane dogrusal bagimsiz satir (vektor) vardir.

Bu nedenle r(A) = 1 olur.
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti

Bu boélimde dogrusal denklem sistemleri tanitilmistir. Dogrusal denklem sisteminin
¢oziimi olup olmadigini inceleyebilmek icin matris ranki tanimlanmistir. Daha sonra
denklem sistemi ¢6ziim yontemlerinde bahsedilmis ve ardindan homojen denklem
sistemleri anlatilmistir.

124



Boliim Sorulari

1) 2 bardak ¢ay ile 4 kutu kolanin toplam tutar1 22 TL, 3 bardak ¢ay ile 1 kutu kolanin
toplam tutar1 13 TL olduguna gore, cay ve kutu kolanin fiyatlarini bulmak ic¢in
olusturulacak denklem takimi asagidakilerden hangisidir?

2C + 4K = 13 ) 26+ 4K =22 4C + 2K = 22
) 3¢+ K =22 ) 3c+ k=13 9 43K =13
4C + 2K = 13 26 = 22
d)(;+31(=22 €) 3K = 13
12 4 -1 2
Z)A_[s 6 12 0 4

Yukarida verilen A matrisinin ranki kactir?

a) Ranki bulunamaz
b) 3
c) 2
d 1
e) 0

[y olly
soylenir?

] = [ 186] denklem sisteminin ¢6ziimii hakkinda asagidakilerden hangisi

a) Sonsuz ¢6zimi vardir

b) Tek Coziimi vardir

c) Coziim yoktur

d) iki ¢oziimii vardir

e) Cozim hakkinda bir sey sdylenemez

4) [ 120 g] [i] = [i] dogrusal denklem sisteminin sonsuz ¢6ziimi olduguna gore k =

?

a) 3
b) 6
c) 12
d) 15
e) 18

x+2y+z=4%
5) x+3y+z=3
2x+y+2z=5
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Yukarida verilen denklem sisteminin ¢6zlim degerlerinin toplami (x + y + z) kactir?

a) -1
b) 0
c) 3
d) 2/3
e) 2/3

6) Asagidaki ifadelerden hangisi yanhstir?

a)r(A) = r(A4; b) = nise denklem sisteminin tek ¢6ztimii vardir.

b) r(4) = r(4; b) < nise denklem sisteminin sonsuz ¢6ziimii vardir.

c) r(A) # r(4; b) ise denklem sisteminin ¢6ziimi yoktur.

d) Bilinmeyen sayisi denklem sayisindan fazla ise denklem sisteminin ¢6ziimii yoktur.
e) Homojen denklem sistemlerinin ¢6ziimii kesinlikle vardir.

7) [1 3 Hx] = [ 4 ]denklem sisteminin ¢6ziimi asagidakilerden hangisidir
4 121ly17 l16 ‘ 738 SIS

a) Cozlim yoktur

b) Sonsuz ¢6ziimi vardir

c) Tek ¢6ziimii vardir

d) iki ¢6ziimii vardir

e) Cozum hakkinda bir sey sdylenemez

3x+4y =7
5x+3y =8
Yukarida verilen denklem sistemine iliskin katsayilar matris asagidakilerden hangisidir?

8)

3 4
A ls 3.

3 7
b) |5 8.

7 4
Ilg 3l

'3 &
d) L4 31

(3 4 7
|5 3 8]

3x+4y =0
9 5 +2y =0

Yukarida verilen denklem sisteminin ¢6ziimii asagidakilerden hangisidir?

a) (2,0)
b) (0,2)
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c) (2,2)

d) (1,1)
e) (0,0)
3 5
10) A={2 1
9 15

Yukarida verilen A matrisinin rankini nedir?
a) Ranki hesaplanamaz

b) 3

c) 2

d) 1

e) 0

Cevaplar:

)b, 2)c, 3)a, 4)d, 5)c, 6)d, 7)b, 8)a, 9)e, 10)c
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6. DOGRUSAL DENKLEM COZUM YONTEMLERI (GAUSS VE
GAUSS-JORDAN ELIMINASYONU)
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

6.1. Gauss Eliminasyonu Yontemi
6.2. Gauss - Jordan Eliminasyonu Yontemi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Gauss Eliminasyonu bildiginiz hangi yonteme benzemektedir?
2) Gauss Eliminasyonu yontemi ile Gauss - Jordan Eliminasyonu arasinda ne fark
vardir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Gauss Eliminasyonu
Yontemi ile Denklem
Sistemi Cozumi

Verilen bir denklem sistemini
Gauss Eliminasyonu Yontemi
kullanarak ¢6zebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢6zerek

Gauss-Jordan
Eliminasyonu Yontemi ile
Denklem Sistemi Cozim

Verilen bir denklem sistemini
Gauss - Jordan Eliminasyonu
Yontemi kullanarak
¢Ozebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek
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Anahtar Kavramlar

Gauss Eliminasyonu
Gauss - Jordan Eliminasyonu
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Giris

Yok etme yontemi olarak da geg¢en Gauss Eliminasyonu yontemi, denklem
sistemindeki bilinmeyenlerin tek biri kalincaya kadar, elementer satir (siitun) islemleri
ile yok edilmesi (katsayisinin sifirlanmasi) ve son denklemden buldugumuz bilinmeyenin
degeri geriye dogru yerine koyarak biitiin bilinmeyenlerin hesaplanmasina dayanir.
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6.1. Gauss Eliminasyonu Yontemi
Anlasilirhig: kolaylastirmak agisindan bilinmeyen sayisini ti¢ alarak bir dogrusal denklem
sistemini yeniden yazalim.

a11X1 + A12X; + a13%X3 = by
A21X1 + Az2X; + Ay3X3 = by
a31X1 + A32X, + Az3x3 = b

Bu denklemlerden birinciyi a4 ile bolsek ve boylece elde ettigimiz denklemi sirayla a, ,
asq ile garparak sirasiyla 2., 3. denklemlerden ¢ikartsak x; in katsayisi ilk denklemde 1
olurken diger biitiin denklemlerde sifirlanacaktir. Yani sistemimizin yeni bicimi soyle
olacaktir. Bu islemler yapilirken x, ve x3’iin katsayilar1 da degisecektir.

a11X1 + A1 + A13x3 = By
Agpxy + Azzxz = B,
X3 == B3

Goruldigu gibi x3 hesaplanmistir. x, Degerini bulmak icin x; degerini 6nceki denklemde
yerine koymak yeterlidir. Benzer sekilde geri dogru giderek biitiin x; degerleri
hesaplanabilir.

Gauss Yontemi ile verilen denklem sistemi asagidaki yapiya benzer bir duruma gelmis
olur.

Ax+By+(Cz=D
Ey+Fz=G
Hz =K

Ornek olarak, bir stupermarketten 2 kg muz, 2 kg elma alan bir misteri 16 TL, 4 kg muz, 5
kg elma alan diger miisteri ise 35 TL 6dedigine gore muz ve elmanin birim satis fiyatlarini
bulmak i¢cin denklem takimini olusturalim:

Muzun birim fiyat1 x ile elmanin fiyati ise y ile gosterilirse;

2x + 2y =16
4x + 5y = 35

Olusan bu denklem sistemini Gauss Eliminasyonu Yontemi ile ¢ozmek istersek;

Denklem Sistemi
2x+ 2y =16
4x + 5y = 35

Matris Gosterimi
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HEMEH

(1.satir 2 ye boliiniir)

2 .2 _16
272V T
4x + 5y = 35
2| 7]
4 5 35

(1.satir -4 ile carpilir ve 2. satirla toplanarak, 2.satir olarak yazilir.)

x+y=28
(—4x + 4x) + (—4y + 5y) = —4.8+ 35

[o 11l51=15]

[o 11l 1=15]
Bulunan y degeri bir list denklemde yerine konursa,

x+y=28 ise x =5ve y =3 olarak bulunur. Buna gére Muzun kg fiyat1 5 TL,
Elmanin ki ise 3 TL olarak bulunur.

Ayni islemleri Gauss Yontemi ile yapmak istersek;
Bu sekilde matrislerle gosterilen denklem sistemi icin Genisletilmis matrisi olusturalim:

[1 1 : 8] x+y=28
4 5 35 4x + 5y =35

Birinci satir 2 ye boliiniir ve birinci satir1 -2 ile ¢arpip ikinci satirla toplayip ikinci satirla
toplanip ikinci satir olarak yazilacak olursa;

HERE R

Olarak bulunur. Bulunan y degeri 1. Denklemde yerine konursa; x = 5 elde edilir.
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Ornek:
X1 — 3x3 = —2
3x; +x, —2x3 =5
2x1 +2x; +x3 =4

1 0 =31 -2
X3 4
ilk durumdaki genisletilmis matris

2 2 1
1 0 -3 : =2
31 -2 : 5

2 2 1 : 4

Elementer satir islemleri uygulanmaya baslanir;

1 0 -3 -2

31 =2 5 a,, elemani 1’e esit oldugu icin; 1. Satir degistirilmez
2 2 1 4

1 0 -3 -2

2 2 1 4

1 0 =3 -2

0 2 7 8

1 0 -3 : =2

0o 0 -7 : —14

indirgenmis Matris olusturuldu:

1 0 -3 ¢ -2 L
01 7 : 11 [—;Rg - R3]
0o 0 1 : 2
X1 — 3x3 = -2 X1 = 4
Xy + 7x3 =11 Xy = -3
X3 = 2 X3 = 2
Ornek:

Asagidaki denklem sistemini Gauss Yontemi ile ¢oziiniiz.
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x—3y=11
2x+y=1

Cozum:
Once genisletilmis matris yazilir.

1 -3 : 11 x—3y=11
[2 1 1] 2x+y=1

Katsayilar matrisi birim matrise benzetilmeye ¢alisilir. Benzetme sirasinda elementer
satir (slitun) islemlerinden faydalanilir.

1 -3 ¢ 11
—2R, + R, - R, o 7 1
R, 1 -3 & 11
7 "R b 7 & =
y = —3 olarak bulunur. 1.denklemde y yerine konarak x elde edilir.
x—3y=11
x—3.(-3)=11
x=11-9=2

6.2. Gauss - Jordan Eliminasyonu Yontemi

Gauss Jordan Eliminasyonu Yontemi, Gauss Eliminasyon Yontemi ile indirgenmis birim
olusana kadar biitiin islemler benzerdir. Indirgenmis matris elde edildikten sonra
elementer satir islemleri stirdiiriilerek katsayilar matrisi birim matris durumuna getirilir.
Birim matris elde edildikten sonra denklem sistemindeki biitiin bilinmeyenler bulunmus
olur.

10 0 4
01 7 11 [3R; + R, — R,]
0 0 1 2

(e}
(U
o
I
w

[-7R3; + R, = R,]

Elementer satir islemleri sonucu herhangi bir satirda asagidaki gibi bir durum olusursa,
tek ¢6zlim olmaz. Sonsuz ¢6ziim veya ¢ozliimsuizliik durumu ile karsilasilir.

[0 0 0 : c¢] c# 0gikarisedenklem sisteminin ¢6ziimii yoktur.
[0 0 0 ¢ c¢] c=0gikarisedenklem sisteminin sonsuz ¢ozimii vardir.
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Ornek:
Gauss-Jordan Eliminasyonu Yontemi ile asagidaki dogrusal denklem sisteminin
¢O6zimuni bulunuz.

x—y+z=1
2x+3z=5
x+y+z=3
Cozum:
x—y+z=1
2x+3z=5
x+y+z=3

1 -1 1
Katsayilar matrisi; A=(2 0 3
1 1 1

Gauss-Jordan yonteminde amag¢ Genisletilmis matriste katsayilar matrisini elementer
satir islemleri yardimi ile birim matrise benzetmek. Bu stirecte yapilacak elementer satir
islemlerinin aynisi sag taraf sabitlerine de uygulanir.

1 -1 1 1 00
A=12 0 3| - I=[(0 1 0
1 1 1 0 0 1
Gauss-Jordanda islem sirasi:

a;; A1z diz 1 0 O
=101 G Gx3|=(0 1 O
az; QAszz d4szs 0 0 1

a1 Qi Qq3 1 0 0 l.islem 9.islem 8.islem
(021 azz 6123):(0 1 0>=<Z.i§lem 4.islem 7.i§lem>

a3zp a3z dszz 0 0 1 3.islem 5.islem 6.islem

Matris formda genisletilmis matris yazilirsa;
1 -1 1 : 1
4b)=(2 0 3 : 5)

1 1 1 :

a,; eleman1 1 oldugu icin ilk satir ayn kalir. Ik elemanin 1 olmamasi durumunda satir
yer degisimi veya ilk satirin bir sabitle ¢arpilarak 1 yapilmasi (elementer satir islemleri
yardimi ile) gerekirdi. Sonra asagidaki elementer satir islemleri yapilir.

_2R1 + R2 - R2
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—R; +R3 > R;
Bu islemler sonucu genisletilmis matris asagidaki gibi olur.
1 -1 1 : 1
Abh=(o 2 1 : 3
0 2 0 : 2

Sonra asagidaki elementer satir islemleri yapilir.

(1/2)R; » R,
_RZ + R3 g R3

Bu islemler sonucu genisletilmis matris asagidaki gibi olur.
1 -1 1 : 1
(4;b) = (0 1 1/2 : 3/2)
o 0 -1 : -1
Sonra asagidaki elementer satir islemleri yapilir.
_1. R3 - R3
Bu islemler sonucu genisletilmis matris asagidaki gibi olur.

1 -1 1 : 1
(A;b)=(0 1 1/2 3/2)
o 0 1 : 1

Aslinda su anda z bilinmeyeni bulunmus oldu. Ancak Jordan yénteminde tam birim matris
elde edilir. Bu nedenle soldaki matrisi birim matris formuna getirene kadar elementer

satir islemlerine devam edilir. Asagidaki elementer satir islemleri yapilir.

1
—(E).R3+R2 > R,
—1.R;+R, > Ry

Bu islemler sonucu genisletilmis matris asagidaki gibi olur.

1 -1 0 : 0
(A;b)=(0 1 0 : 1)
0 1 :

0 1

Su anda y bilinmeyeni bulunmus oldu. Ancak islemlere devam edilir.
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R, +R, > Ry
Bu islemler sonucu genisletilmis matris asagidaki gibi olur.
1 0 0 : 1
4b)=|0 1 0 : 1
0 01 : 1
Ab)=0U : x)
Katsayilar matrisi birim matris durumuna getirilmis oldu artik x bilinmeyeni de bulunmus

oldu.
Bu sonuca gore dogrusal denklem sisteminin ¢6ziimii;

gibi olur. Bu degerlerden baska hi¢bir deger kiimesi bu dogrusal denklem takiminin tig
denklemini de saglamaz.
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Uygulamalar
1) Asagida verilen denklem sistemini Gauss Eliminasyon yontemi kullanarak ¢6ziiniiz.

x1_2x2+3x3:2
3X1_XZ_ZX3=O
2x1+4x2—x3=5

Coziim: {1k olarak denklem sistemine iliskin katsayilar matrisi ve sag taraf sabitlerinin bir
araya getirilmesi ile genisletilmis matris (4; b) olusturulur.

1 -2 3 2
(4;b) = [3 -1 -2 : 0]
2 4 -1 i 5

Daha sonra elementer satir islemleri yardimi ile Genisletilmis matris icerisindeki
katsayilar matrisi Uist licgen matris haline getirilmeye calisilir.

1.Adim: a,; elemani birim matriste 1 oldugu i¢in, elimizdeki genisletilmis matriste de 1
oldugu icin ilk satira islem yapilmaz. 1.satir -3 ile ¢arpilarak 2. satirla ve 1l.satir -2 ile
carpilarak 3. satirla toplanir.

1 -2 3 i 2
(4;b)1aam =0 5 —11 ¢ —6
0 8 -7 i 1

2.Adim: a,, elemani 1 olmalidir. Bu sebeple bu satir (1/5) ile ¢arpilir.

1 -2 3 : 2
(A; b)Z.Adlm = [O 1 —11/5 —6/5]
0 8 -7 : 1

3.Adim: a,, elemani altinda bulunan deger sifir olmalidir. Bu sebeple 2. satir -8 ile ¢carpilir
3. satirla toplanur.

1 -2 3 : 2
0 0 53/5 : 53/5

4.Adim: Bu durumda katsayilar matrisi list tiggen durumuna gelmistir. a;; elemanini 1
yapabilmek icin 3. satir (5/53) ile carpilir.

1 -2 3 : 2
0 O 1 : 1
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Gauss eliminasyonu yontemi bu islemle bilinmeyenlerden birini x; bulmustur.

Bu genisletilmis matris i¢cin denklemler yeniden yazilirsa;

x1—2x2+3X3=2

()=

x3=1

x3 = 1 degeri bir list denklemde yerine konursa;
(5)1=-6)
27 \5) 777G
-(3)-6)=6)=
2=\5)" )7 \5) 7

X, = 1 Bulunur, x, ve x; degerleri ilk denklemde yerine konursa;
X, — 2Xy +3x3 =2
X, —21+31=2
x; =1

Su halde bilinmeyenler bulunmus durumdadir. C6ziim degerleri asagidadir.
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Uygulama Sorular

2) Asagida verilen denklem sistemini Gauss-Jordan Eliminasyon yontemi kullanarak
¢6zuniuz.

2x —y=—4
x+3y+2z=7
2y—z=3

Coziim: {1k olarak denklem sistemine iliskin katsayilar matrisi ve sag taraf sabitlerinin bir
araya getirilmesi ile genisletilmis matris olusturulur.

2 -1 0 ¢ —4
(4;b) = [1 3 2 i 7 ]
0 2 -1 ¢ 3

Daha sonra elementer satir islemleri yardimi ile genisletilmis matris icerisindeki
katsayilar matrisi birim matris haline getirilmeye ¢alisilir.

1.Adim: a,; elemani birim matriste 1 oldugu icin, genisletilmis matriste bulunan 1. satir
ile 2. satir yer degistirilir.

1 3 2 : 7
(4 b)raam=|2 -1 0 : —4
0 2 -1 : 3

2.Adim: a,; elemani altinda bulunan degerleri sifir yapabilmek icin, 1.satir -2 ile
carpilarak 2. satirla toplanir.

1 3 2 : 7
(A; b)Z.Adlm =0 -7 —4 : -—18
0o 2 -1 : 3

3.Adim: a,, eleman1 1 olmalidir. Bu sebeple bu satir (—1/7) ile ¢arpilir.

13 2 & 7
(A:b)s.Aalm=[0 1 4/7 18/7]
02 -1 : 3

4.Adim: a,, elemani altinda bulunan deger sifir olmalidir. Bu sebeple 2. satir -2 ile ¢arpilir
3. satirla toplanur.

1 3 2 : 7
(A; b)4.Ad1m = [O 1 4/7 : 18/7 ]
0 0 —-15/7 : —15/7
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5.Adim: Bu durumda katsayilar matrisi list icgen durumuna gelmistir. a;; elemanini 1
yapabilmek i¢in 3. satir (-7/15) ile ¢arpilir.

1 3 2 : 7
(4;b)5.aam = [O 1 4/7 : 18/7]
0 0 1 : 1

6.Adim: Bundan sonraki adim esas kosegen tuistiindeki elemanlar1 da sifirlamaktir. Bu
nedenle 3. satir (-4/7) ile ¢arpilir, 2. satirla toplanir. Ayni sekilde 3. satir -2 ile ¢arpilir 1.
satir ile toplanir.

1 3 0 ¢ 5
(4;D)6aqm =10 1 0 : 2
0O 0 1 : 1

7.Adim: a,, elemanini sifirlamak i¢in, 2. satir -3 ile ¢arpilir 1. satirla toplanir.

1 0 0 -1
(4;b)7.adm = [0 1.0 ¢ 2 ]
0 01 : 1

Elde edilen ¢6zim degerleri:
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti

Bu béliimde modeli olusturulan bir denklem sisteminin Gauss Eliminasyonu Yontemi ile
¢6ziimiinii bulunmasi islenmistir. ikinci kisinda ise Gauss - Jordan Eliminasyonu Yéntemi
tanitilmis, Gauss Eliminasyonu Yonteminden farkliligi ortaya konmus, Gauss - Jordan
Eliminasyonu Yontemi kullanarak 6rnek bir denklem sisteminin ¢6ziimii elde edilmistir.
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Bo6lim Sorular:
1) 2 kg elma ile 3 kg portakala 16 TL, 1 kg elma ile 3 kg portakala 11 TL 6denmis ise, elma
ve portakalin birim fiyatlarini bulmak i¢in olusturulacak denklem takimi asagidakilerden
hangisidir?

2x+3y =11 b2x+3y=16 3x+2y =16
a)x+3y=16 )x+3y=11 ) 3x+y=11
3x+2y=11 2x =16
4D 3y 4y =16 )3y =11

1 3 2 i 6
2) (4;b) = [2 2 0 : 5]

0 -2 -1 : 4
Yukarida verilen genisletilmis matriste a,; elemanini sifirlamak i¢cin hangi elementer satir
islemi yapilmalidir?

a) Ikinci satirdan 2 sayisi ¢ikartilir.

b) Birinci satir (—2) ile carpilir, ikinci satirla toplanir.
c) ikinci satir 0 ile carpilir.

d) Uciincii satirla ikinci satir ¢arpilir.

e) Birinci satir 2 ile ¢arpilir, ikinci satirla toplanir.

4 12 14
3)A=[2 -1 o0
6 2 -1

Yukarida verilen katsayilar matrisini birim matrise benzetebilmek icin (a;q =1
yapabilmek i¢in) hangi islem yapilmalidir?

a) Birinci satir (—1/4) ile carpilir.

b) Birinci satir 2 ile ¢arpilir.

c) Birinci satir 4 ile carpilir

d) Birinci satir (1/4) ile carpilir

e) Birinci satir -1/2 ile ¢arpilir ve ardindan ikinci satirla toplanir.

x—2y+3z=0
4)3x—y—2z=-1

x+4y—-8z=1
Yukarida verilen denklem sisteminin ¢6ziimi i¢cin Gauss Eliminasyonu uygulanirsa, y’'nin
alacagi deger kac olur?

a) 1
b) 2
c) 3
d) -2
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e) —1

1 3 2 : 7
5 (4;D)spam =10 1 4/7 i 18/7| Matrisinde az; elemanini 1 yapabilmek icin
0 0 -5/4 : -=5/4

3.satir hangi say1 ile ¢carpilmalidir?

a) —5/4
b) 4/5
c) 5/4
d) —4/5
e) 1

2x + 5y =16
3x—4y=1
son adimda (¢6ziimiin bittigi adim) genisletilmis matris asagidakilerden hangisi olur?

6) Denklem sistemine Gauss-Jordan Eliminasyonu Yontemi uygulanirsa, en

) [g —41 174] b) B —21 ;] ) [(1) i Z]
@ [3] 9y 1 ;3
2x+y=5
7) 5xx++3¥ ~13

Yukarida verilen denklem sistemine Gauss-Jordan Eliminasyonu Yontemi uygulanmasi
sonucu elde edilen ¢6ziim asagidakilerden hangisidir?

a) (0,5)
b) (2,—-1)
c (2,1)
d) (-2,1)
e) (1,3)

8) Asagidakilerden hangisi denklem sistemi ¢6zliim yontemlerinden degildir?

a) Gauss Eliminasyonu Yontemi

b) Gauss-Jordan Eliminasyon Yontemi

c) Ters Matris Yardimi ile Denklem Sistemi Coziimi
d) Cramer Yontemi

e) Matris Carpimi Yontemi

5x —2y+3z=2

9) 3x—y—2z=0
6x+4y—z=5
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Yukarida verilen denklem sisteminin Gauss-Jordan Eliminasyonu Yontemi ile ¢6ziilmesi
istendiginde ilk adim ne olur?

a) Birinci satir (—1/5) ile ¢arpilir.

b) Birinci satir 5 ile ¢arpilir

¢) Birinci satir (3/5) ile ¢arpilir.

d) Birinci satir (1/5) ile carpilir

e) Birinci satir (—3/5) ile ¢arpilir ve ardindan ikinci satirla toplanir.

x+y—z=2
10) x—y+z=0
x+y+z=5

Yukarida verilen denklem sistemi Gauss-Jordan Eliminasyon Yontemi ile ¢oziildigiinde,
¢ozim asamalar1 tamamlandiginda genisletilmis matrisin 3. satir1 asagidakilerden
hangisidir?

a)[1 0 0 1]
b)[0 1 0 2]
cgfo o 1 ¢ 3/2]
d[o o0 1 3]
e)[1 2 3 6]
Cevaplar:

1)b, 2)b, 3)d, 4)b, 5)d, 6)e, 7)c, 8)e, 9)d, 10)c
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7. TERS MATRIiS VE CRAMER YONTEMLERI iLE DOGRUSAL
DENKLEM SiSTEMININ COZUMU
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

7.1. Ters Matris Yontemi ile Denklem Coziimii
7.2. Cramer Yontemi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Ters matris yontemi asamalari nelerdir?
2) Cramer yonteminin adimlari nelerdir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Ters Matris Yardimu ile
Denklem Sistemi Cozimi

Verilen bir denklem sistemini
Ters Matris Yardimu ile
¢Ozebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢6zerek

Cramer Yontemi ile
Denklem Sistemi Coziim

Verilen bir denklem sistemini
Cramer Yontemi kullanarak
¢Ozebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek
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Anahtar Kavramlar

Ters Matris Yontemi
Cramer Yontemi
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Giris

Dogrusal Denklem Sistemlerinin ¢o6ziimiinde ¢ok sayida yontem bulunmaktadir.
Bunlardan Gauss Eliminasyonu (Yok etme) ve Gauss-Jordan Eliminasyonu Yontemleri
onceki bolimde anlatilmistir. Bu boliimde ise ters matrisin bulunmasi yardimi ile
denklem sistemlerinin ¢6ziimi ve Cramer yontemi ile denklem sisteminin ¢oziimii
anlatilmaktadir.
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7.1. Ters Matris Yontemi ile Denklem Céziimii

Ters matris yardimi ile ¢6ziim en sik kullanilan yontemlerin basinda gelmektedir. Nedeni
ise zaten denklem sistemlerinin ¢6ztimu olup olmadiginin arastirilmasinda katsayilar
matrisinin bulunmasi gereginden, determinant degeri elde edilmis olur. Bu adimdan
sonra ek matrisin de bulunarak matrisin tersi alinmasi kolaylasmis olmaktadir.

Bir denklem sisteminde katsayilar matrisi 4 ise;
Denklem sistemi

A.x=b
biciminde verilmektedir.

Bu ifadenin her iki tarafi A matrisinin tersi ile ¢arpilirsa;

olur. Bu durumda sol tarafta A matrisinin tersi ile ¢carpilmasi sonucu birim matris elde
edilir. Dolayisiyla x bilinmeyenler matrisi; A matrisinin tersi ile sag taraf sabitleri b ile
carpilmasi sonucu elde edildigi gorliir.

Bu formiilden de anlasilacag lizere, bir denklem sisteminin katsayilar matrisinin tersi
(A1) mevcut ise ¢oziim elde edilir. Katsayillar matrisinin tersi determinantin sifir
cikmmasi durumunda bulunur. Ornek olarak;

2x +3y =13
3x +2y =12

olarak verilen bir denklem sitemi i¢in katsayilar matrisi;

-1 3

3 2

olur. Bu katsayilar matrisinin tersi ise;

1 1
— (EkA) = —

A= 4] -5 [—23 _23]
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A_1=[2/—5 —3/- 5] [2/5 3/5

-3/-5 2/-5 3/5 -2/5
Olarak bulunur.
-1 = -2/5 3/5
3/5 -=2/5

Bulunan bu matris sag taraf sabitleri olan b = H;] matrisi ile carpilirsa;

_ -2/5 3/517113
— 1 —
x=A4"b=| 35 —2/5[
—26+36
~ [10/5 2
39—24 15/5

Bilinmeyenler yani x matrisi bulunmus olur. x = 2 ve y = 3 ¢6ziimiine ulasilir.

(29

7.1.1. Ters Matris Yontemi Ile Denklem Sistemi Céziimiiniin Adimlari
Ters matris yontemi kullanilarak denklem sistemlerinin ¢6ziimii asagidaki adimlar
uygulanarak yapilir.
1. Adim: Denklem sistemine iligkin katsayilar matrisi, bilinmeyenler matrisi ve sag
taraf sabitleri matrisi yazilir.

2. Adim: Katsayilar matrisinin determinantini alinir |A| bulunur
3. Adim: Min6r matrisi olusturulur (M;;)

4. Adim: Kofaktér matrisi olusturulur (C;;)

5. Adim: Ek matris bulunur Ek (4)

6. Adim: Ters matris bulunur (4)~?!

7.Adim: x = A~1. b sonucu bilinmeyen x’leri bulunur.
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Ornek:
2xy — 3x3 =-—7
3x1 + x5, —2x3 = -1
2x1 +2x, +x3=9

denklem sisteminin ¢6ziimiind, ters matris yontemi kullanarak bulunuz.

Cozum:
Denklem Sistemini matrislerle ifade etmek istersek;

2 0 =-31[™ -7
2 2 11Ix3 9

Denklem sistemine iliskin, katsayilar matrisi, Bilinmeyenler matrisi ve Sag taraf sabitleri;

2 0 -3 X1 -7
s 1 2| x=lu| b=
2 2 1 X3 9

olarak belirlenir.

A=

x bilinmeyenler matrisini bulabilmek i¢in A matrisinin tersini alip sag taraf sabitleri b ile
carpilmasi gerekir.

[x] = [A]7". [b]

Katsayillar matrisinin tersini bulabilmek i¢in ilk adim; katsayilar matrisinin
determinantini bulmaktir.

1A] = -2

Mindor matrisi olusturulur.

5 7 4
Mij: 6 8 4
3 5 2

Kofaktor matrisi olusturulmalidir.
5 =7 4
3 -5 2
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Ek A matrisi bulunmalidir.

5 —6 3
Ek(4)=|-7 8 -5
4 -4 2

A matrisinin tersi artik yazilabilir.

Carpim sonucu, ¢o6zlim degerleri;

[x] = [A]7*. D]

5 ] 3
2 21[-7
7 A 5 ||-1
2 2 (L9
-2 2 -1

(%1, %2, x3) = (1,2, 3) olarak bulunur.
(x=1y=2,z=3)
7.2. Cramer YOontemi
Cramer Yontemi ise, denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde Ogrencilerin determinanti

bilmeleri durumunda en ¢ok tercih ettikleri yontemlerden biridir. Cramer Yontemi, kolay
bir matematige sahiptir.

iki bilinmeyenli bir dogrusal denklem sistemi iizerinde agiklamasin yaparak Cramer
yontemi ile denklem ¢oziilecektir. Cozecegimiz sistem soyle olsun.

ai1-X1 + A12.-Xy = b1
ar1.X1 + App. Xy = bz
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Bu iki denklemden eskiden beri bildigimiz yok etme yontemiyle, 6rnegin x;’i yok edelim
ve x,'yi hesaplayalim. Bu amagla ilk denklemi —a,; ve ikinci denklemi a,, ile carpip iki
denklemin toplamini alacagiz.

(a11-a2 — Q1. A13)X; = A11.b; — Az by

Bu ifadeyi bir determinant aginiminin sonucu olarak yorumlarsak, hemen:

a;; by
az; b,

|a11 a12|
a1 dz;

sonucuna ulasirz. Gorildugu gibi x, nin katsayis1 dogrusal denklem sisteminin katsayilar
matrisinin determinantidir. Sag taraftaki determinant ise ‘katsayilar determinantinda
x,'nin katsayilarinin bulundugu stituna b; degerleri yerlestirilerek’ elde edilmistir. Benzer
islemleri x; icin yapsak bu defa,
a1 A2
|a21 azz

by ay
b, aq,

| =

benzer sonucunu elde ederiz. Bu ifadelerin sol taraflar1 aynidir ve denklemin katsayilar
determinantidir. Bu determinantin degerini |A| ile ve sag taraftaki determinantlarin
degerlerini de, sirasiyla, A, (|A;]|) ve A; (|A1]) ile gosterirsek bu basit sistemimizin
¢Ozumunu:

|A| # 0 oldugu durumda;

x=|All=ﬁ _ x=|A2|=g
LTAl T A ’ 2714 T A

bicimine getirebiliriz. Boylece denklem sistemindeki bilinmeyenleri (x;,x,) Cramer
Yontemi kullanarak bulmus oluruz.

Ornek:

2x +3y =13 T, ) y

3x + 2y = 12 denkleminin ¢6ztimiinti Cramer Yontemi ile bulunuz.
Cozum:

Yukarida tanimladigimiz determinantlari kurup hesaplarsak:
—al=1%2 3=222-33=—
A= |A| = |3 2| =22-33=-5

A= |A1|=|£ g —132-123=26—36=—10
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A= |A,| = |§ 3 —212-313=24—-39=—15

_|A1|_A1_—10_
Tl T T S

B O L
YT T AT =3 T

xy) =(23)
bulunur.

Bu say1 ciftinden bagska hi¢bir nokta bu denklem sistemini saglamaz.
Ornek:

2x+y=7

x—y=-1

denklem takimindaki bilinmeyenleri Cramer Yontemi ile bulunuz.

Cozim:
Yukarida tanimladigimiz determinantlari kurup hesaplarsak:

A= |A| = |i _11| —2.(-1)—11=—3
A= 4] = |_71 _11| =7.(-1) - (-1).1= -6

A= |4,] = |i _71| —2.(-1)—1.7 = -9

|A| A -3

_Aal A 9,
Y=Tal A T3

(x,¥) = (2,3) bulunur. Bu say1 ciftinden baska hicbir nokta bu denklem sistemini
saglamaz.

Ornek:
2x+y+3z=1
Ix—y+2z=-1
S5x+y—2z=5
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Yukarida verilen denklem sisteminin ¢6ztimuni Cramer Yontemi yardimi ile bulunuz.

Cozum:

1Al =

noktasi bu denklem sistemindeki biitiin esitlikleri saglayan tek noktadir.

Ornek:

Yukarida verilen denklem sisteminin ¢6ziimiinii Cramer Yontemi yardimi ile bulunuz.

2
3
5

1
-1
1

IR

3
2 =2.(-1).(-2)+1.25+33.1-5.(-1).3—-3.1.(-2) — 2.1.2
-2
A= |A| = 40
1 1 3
A=A =]-1 =1 2|[=20
5 1 -2
2 1 3
5 5 =2
2 1 1
As=|A3]1=[3 -1 —-1|=-20
5 1 5

Al A, 20 1

T TA T 2

14l A, 60 3

Y=Tal =2 T30 2

T4 T A T a0 T 2
13 1
(2'2' 2)
2x + 1y + 1z = 3

Ix-1y-1z = 0
Ix + 2y + 1z = 0
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Coziim:

2 1 1] 3
A=[1 -1 -1 ve b= 0]
1 2 1] o
2 1 1
|Al=DetA=D=|1 -1 —-1|=3
1 2 1

x’i bulabilmek igin;

3 1 1
Dy=10 -1 —1] =3
0 2 1
y’yi bulabilmek i¢in;
2 3 1
D,=11 0 _1] =—6
1 0 1
Z’yi bulabilmek i¢in;
2 1 3
z= [1 -1 O] =9
1 2 0
D, 3
—_—— = — = 1
x=o=3
D, -6
y
= —— _2
Y= T3
D, 9
—_—m— = 3
z2=7=3
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Uygulama Sorulari

1) Asagidaki denklem sistemini ters matris yontemi ile ¢éziiniiz.
X1 —2xy +3x3 =2
31 — x5 —2x3=0
2x1 +4x, —x3 =5

Coziim:
Once verilen denklem sitemi matrisle ifade edilir ve ardindan katsayilar matrisi yazilir;

1 -2 37rx [2
g [
2 4 11tz |5

1 -2 3]
A=|[3 -1 =2
2 4 -1l

Katsayilar matrisinin determinanti alinir.

|A| = 53 # 0, dolayisiyla katsayilar matrisinin tersi alinabilir.

Daha sonra minor, kofaktor ve ek matris adimlar1 uygulanarak Ek matris ve ardindan
A~ bulunur.

1
[A4]7" = [ Bk (4)

r 9 10 77

53 53 53

A_l = _i _l E
53 53 53

14 8 5
L 53 53 53

Son adimda da bulunan ters matris sag taraf sabitleri ile carpilir ve bilinmeyenler elde
edilir. Cozlim vektori olusturulur.

-9 10 77

53 53 53
) 17 114 _[?
Atb={-— —-— —{lo|=|1
53 53 53(|| |}

14 8 5

L 53 753 53l

B

2) Asagidaki denklem sisteminin ¢6ziimiinii Cramer yontemi ile bulunuz.
X1 —2x, +3x3 =2
31 — Xy —2x3=0
2%1 +4x, —x3 =5
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Cozum:
Cramer Yonteminde, verilen denklem sitemi 3 boyutlu oldugundan, katsayilar
matrisinin ve x;,x,, x3 bilinmeyenlerini hesaplayabilmek icin 3 farkli determinant

hesaplanmasi gerekir.
1 -2 31™ 2
2 4 -111x3 5
3

1 -2
Al =3 -1 =2
2 4 -1

1Al = 1.(=1).(=1) + (=2).(=2).2 + 3.3.4— 2.(=1).3 — 4.(=2).1 — (=1).3.(=2)

4| = A= 53
2 -2 3
A=Al =0 -1 —2|=53
5 4 -1
1 2 3
A=Al =[3 0 —2|=53
2 5 -1
1 -2 2
As=14s1=[3 -1 0|=-20
2 4 5
a8 83
TTTA T T3
Mgl 8,53
¥2T4 T A T3
lAslAs 53

= =——=""=1
=7 T A 53
(1,1, 1) noktasi bu denklem sistemindeki biitiin esitlikleri saglayan tek noktadir.

3) Asagidaki dogrusal denklem sistemini ters matris yontemi ile ¢oziiniiz.

2a—5b =-1
3a—2b =15
Cozium:
2 -5
A= [3 -2

Once katsayilar matrisinin determinanti alinir.

|A| = 11 # 0 ¢iktig1 icin matrisin tersi alinabilir.
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2 5

|11
[A] - 3 2
11 11

Son adimda da sag taraf sabitleri ile carpim yapilir.

_2% 5
} -0
11 11

Z] = [g] bulunur.

4) Asagidaki dogrusal denklem sisteminin ¢éziimii olup olmadigini inceleyiniz.

2a—5b=-1
4a —10b = -2
Cozum:
_[2 =5
A= [4 —10]

Once katsayilar matrisinin determinanti alinir.

|A| = 2.(=10) —4.(—=5) = 0 ¢ktig1 icin matrisin tersi alinamaz. Ranklar
incelenmelidir.

r(4) = 1;r(4; b) = 1 oldugu i¢in ¢6zlim vardir. (n = 2)
r(A) =r(4;b) <n

r(A) = r(4; b) < 2, sonsuz ¢oziim vardir.

5) Asagidaki dogrusal denklem sisteminin ¢6ziimii olup olmadigini inceleyiniz.

a—b=1
a—b=0
Coziim:
-1
A_[1 -1

Once katsayilar matrisinin determinanti alinir.

|A] = 1.(=1) — 1.(—=1) = 0 eikt1g1 icin r(A) = 1 olur.
Genisletilmis matrisin ranki incelenir.

—151]

A:H 1 : 0

Genisletilmis matris icerisinden determinanti sifir olmayacag1 gorilen bir alt matris
olusturulur. (2. ve 3 stitun elemanlarindan olusturuldu)

A; = |:1 (1) =(—-1).0 = (—1).1 =1 # 0 oldugundan genisletilmis matrisin ranki 2

cikar.
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r(A4) # r(4; b) oldugundan dolay1 denklem sisteminin ¢éziimii yoktur.

Verilen denklem sistemi incelenirse, eger a — b = 1 ise, a — b = 0 olamaz, yine benzer
sekildea — b = Oise a — b = 1 olamaz. C6ziimiin olmadig1 basit denklem sistemlerinde
dogrudan anlasilabilir. Ancak ¢ok sayida bilinmeyen olan dogrusal denklem
sistemlerinin ¢6ziimiiniin olup olmadig1 katsayilar ve genisletilmis matrislerin

ranklarina (dogrusal bagimsiz satir (vektor) sayisi) bakilarak karar verilir.

6) Asagida verilen denklem sisteminin ¢6zlimiinii Cramer Yontemi ile bulunuz.
2x —3(y+1)=-3

2y =3x—15
Cozum:
Ax+By =C
2x—3y=0
—3x+2y=-5
Once D, D, ve D, bulunur.
12 =3|_4_0o__
L

p=]5 J}=0-15=-15

o, =|% %|=-10-0=-10

Cramer kurali kullanilarak;

_De 15
TP ST
~10
y
:—:_:2
YTD TS

elde edilir.
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde modeli olusturulan bir denklem sisteminin ters matris yontemi ile ¢oziimiinii

bulunmasi islenmistir. ikinci kisinda ise Cramer yéntemi tamitilmig, Cramer yéntemi
kullanarak 6rnek bir denklem sisteminin ¢6ziimii elde edilmistir.
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Boliim Sorular

xX+y+z=2
1) x—y+z=1
x+y—z=1

Yukarida verilen denklem siteminin Cramer Yontemi ile ¢oziilmesi istenirse; y’in
bulunabilmesi i¢in A ve A, determinantlari kag olur?

a)A=4 ve A,=2
b) A= 4 ve A,=4
c)A=2velA,=4
d)A=1veA,=1
e)A=0ve A,=0

o[ 31 b1= 1]

olduguna gore (x, y) = ?

a) (=3,-2)
b) (—3,2)
c) =3

d) 2

e) (2,-3)

3) Asagidaki ifadelerden hangisi yanhstir?

a) Determinanti sifirdan farkl olan kare matrislerin tersi vardir.
b) Determinant sadece kare matrisler i¢in gecerlidir.

c) Bir matrisle tersinin ¢arpimi birim matris olur.

d) Birim matrisle bir matrisin ¢arpimi o matrisi degistirmez.

e) Her matrisin mutlak bir de tersi vardir.

4 2x+4y =2
)2x+4y=0

Yukarida verilen denklem sisteminin ¢éziimu asagidakilerden hangisidir?

a) (2,0)
b) (0,2)
c) Coziim yok
d) (2,2)
e) (1,1)
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5) Asagidaki ifadelerden hangisi yanlistir?

a) AA1=1
b)A"LA=1
c) A=A
dl.x=x
e) A ALA=A

6) Ters matris yontemi ile denklem sistemi ¢oziiliirken asagidaki islemlerden hangisine
gerek duyulmaz?

a) Once katsayilar matrisinin determinanti bulunur.

b) Katsayilar matrisine iliskin ek matris bulunur.

c) (1/Det A) ile ek matris ¢arpilir ve katsayilar matrisinin tersi bulunur.
d) Katsayilar matrisi ile sag taraf sabitleri carpilir.

e) Bulunan ters matris ile sag taraf sabitleri ¢carpilir.

7) x+2y=5 ve 2x+3y=8
dogrularinin kesisim noktasi asagidakilerden hangisidir?

a) (0,1)
b) (-1,1)
c) (1,1)
d) (1,1/2)
e) (1,2)

x+2y=3
8) 2x+3y =5

Yukarida verilen denklem sisteminin ¢6zlimiinii bulabilmek icin Cramer Yoéntemi
kullanilacak olursa A, degerinin degeri asagidaki islemlerin hangisi ile bulunur?

Al 3
nl,
95 5l
[ 3
95,
%) 2xx-|-l—23};1=—5
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Yukarida verilen denklem sisteminin ¢6ziimiini bulabilmek i¢in Cramer Yontemi
kullanilacak olursa A; degerinin degeri ka¢ olur?

a) —1
b) 1
c) 2
d) -2
e) 3

10) Arz ve talep fonksiyonlar sirasiyla ¢ = =8+ 4p ve q = 20 — 3p denklemleri ile
verilen bir malin pazar denge noktasi (g, p) cifti asagidakilerden hangisidir?

aJqg=2,p=4
b)g=8p=2
c)q=4p=28
dg=4p=4
e)g=8p=4
Cevaplar:

1)a, 2)b, 3)e 4)c, 5)e, 6)d, 7)e, 8)b, 9)a, 10)e
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8. GIRDI CIKTI (INPUT-OUTPUT ) ANALIZI
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

8.1. Girdi - Cikt1 Analizi
8.2. Girdi-Cikt1 Analizinin Varsayimlari
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Girdi - Cikt1 Analizi nedir?
2) Girdi - Cikt1 Analizi Ne Zaman kullanilir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi veya
gelistirilecegi

Girdi Cikt1 Analizi

Girdi Cikt1 Analizini

Okuyarak, Tekrar yaparak, Ornek

Asamalari modellemek soru ¢6zerek
Girdi Cikti Analizi Varsayimlari bilmek Okuyarak, Fikir yiiriiterek
Varsayimlari
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Anahtar Kavramlar

Girdi - Cikt1 Analizi
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Giris

Dogrusal denklem sistemleri sosyal bilimlerle ilgili bir¢ok problemin matematiksel
modellenmesinde kullanilabilmektedir. En énemli ekonomi problemlerinden bir tanesi
girdi ¢ikti analizidir. Girdi ¢ikti analizi dogrusal denklem sistemlerinin 6nemli bir
uygulamasidir. Girdi-cikti analizi, ekonominin sektorleri ya da endiistrileri arasindaki
uretim iliskilerini inceleyen ve bu iliskileri i¢ tutarliligi olan bir cercevede sunan deneysel
bir analiz yontemidir. Girdi-Cikti Analizi, bir ekonomideki endiistrilerin dis taleplerle
birlikte birbirlerinin i¢ taleplerini de karsilayacak kadar uretim yapmalarini saglayacak
denge kosullarini belirlemek i¢in yapilir.
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8.1. Girdi - Cikt1 Analizi

Endiistri kuruluslari tiretimlerini gerceklestirebilmek icin kendi endiistrisinden ve diger
endiistrilerden birtakim girdilere gereksinim duyarlar. Bu girdiler hammaddeler,
mamuller, yart mamul, malzeme, arag, gere¢ ve donanim cinsinden olabilir. Bir endiistri
kendisinden ve diger endiistrilerden sagladig1 bu girdileri ¢ikti olarak tretip, kendisi de
dahil olmak iizere baska endiistrilerin girdisi olarak satarlar. Ornegin enerji sektorti,
enerji liretebilmek icin makine metal sanayiinden bir miktar girdi kullanmaktadir. Daha
fazla enerji tiretebilmek icin makine metal sanayiinden saglayacag girdi miktar1 belirli bir
donemde artacaktir.

azi
a1
ic Talep
ais

Tekstil sektoriinu distniirsek, kendi icerisinden ve diger bircok sektérden mamul, yari
mamul malzeme ve techizati1 girdi olarak satin alip ¢iktilar tretir. Tekstil sektértiindeki
genisleme veya daralma, girdisi olan diger biitiin sektorleri sagladig: girdi oranlarinda
etkileyecektir. Tekstil sektoriinde ortaya c¢ikan bir kriz, 6rnegin iplik, aksesuar ve giyim
vs. sektorlerini sagladiklar girdi oraninda etkileyecektir.

Bu agidan ekonominin degisik sektorleri ya da endiistrileri arasindaki karsilikli bagimlilik
iliskilerinin incelenmesi ve bunlarin tutarh bir cerceve icinde sunulmasi zorunlu hale
gelmektedir. Sektorler arasi iligkilerin deneysel olarak incelenmesi ilk kez Wassily W.
Leontief'in Girdi-Cikt1 Analizi (Input - Output Analysis-1936) adli eseriyle baslamistir.

Wassily W. Leontief tarafindan ortaya konulan girdi-¢ikti modeli, nihai talebin
karsilanabilmesi icin bir ekonomide yer alan n tane sektortin her birinin ne kadar tiretim
yapmas1 gerektigini belirlemek icin kullanilmaktadir. Sektérlerin bazilari, kendi
aralarinda girdi alisverisi yaparlar. Ornegin tekstil sektérii mobilya, otomobil, giyim, hazir
giyim vs. gibi cok sayida sektore (endiistriye) girdi saglar. Asagida matris islemlerini
kullanarak bu girdi ¢ikt1 modeli anlatilmaktadir.

Bir sektoriin ¢iktisi, diger sektorlere ara girdi olarak verilen veya son kullaniciya sunulan
uretimlerin toplami, girdisi ise diger sektorlerden aldig1 ara tirlinler, isgiicli, sermaye ve
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dogal kaynaklar gibi temel faktorlerin toplami olarak algilanmaktadir. Leontief girdi-¢ikt1
modeli ekonomideki tiim tretim ve talep iligkilerini sayisal olarak, makroekonomik
diizeyde yansitmaktadir.

Girdi-gikt1 analizi, bir ekonomideki endiistrilerin son (dis) taleplerle birlikte birbirlerinin
(ic) taleplerini de karsilayacak kadar tiretim yapmalarini saglayacak denge kosullarini
belirlemek i¢in yapilir.

8.2. Girdi-Cikt1 Analizinin Varsayimlari

1. Her bir sektor yalnizca bir tiir mal tiretmektedir.

2. Her bir sektortn ¢iktisini elde edebilmek igin, girdiler sabit bir oranda kullanilmaktadir.
3. Her bir sektor 6lcege gore sabit getiriyle calismaktadir.

8.2.1. Girdi Katsayilar1 Matrisi

Girdi katsayilar1 matrisi, belirli bir trtintin bir birimlik tiretimi icin, diger sektorlerden ne

kadar girdi almasi gerektigini tanimlar.

a;j; j. sektorde bir birim g¢ikti lretebilmek i¢in gerekli olan i. girdi miktarim
gostermektedir.

Girdi-¢ikt1 matrisinin her siitunu, belirli bir sektoriin bir birim tiretim i¢in ne kadar
girdilere gereksinimi oldugunu gdésterir.

Ornegin a,s; iiciincii sektdriin bir birim iiretim yapabilmek icin ikinci sektérden ne kadar
girdi alacagini gosterir.

Simdi her bir sektor icin toplam arz ve toplam talebi esitleyerek denklem sistemimizi
olusturalim.

xl = a11x1 + a12x2 + -+ alnxn + d1
Xy = Ay1X1 + AyrXo + -+ AoxnXn + dz

Xp = Ap1X1 + QuaXy + -+ appx, +d,

olur. Burada n tane sektor birbirlerinin ¢iktilarini girdi olarak kullanmaktadirlar. Ayrica
bir sektor kendi ¢iktisini da yine girdi olarak kullanabilmektedir. d,” ler ise sektor disi

nihai talebi (bagimsiz talep) gosterir.

Diger bir ifade ile; yukarida tanimlanan A katsayilar matrisine teknoloji matrisi, x
matrisine ¢ikti matrisi ve d matrisine de dis talep (bagimsiz talep) matrisi denir. (I —
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A)x = d matris denklemine girdi-cikt1 matris denklemi ya da kisaca girdi-cikt1 denklemi
denir.

Bu denklem sisteminden asagidaki matrisleri yazabiliriz.

X
Cikt1 Matrisi; x = I ﬂ,

a1 A1m
Teknoloji Matrisi; A=| ¢ ™~ i |,
ani Anm
d,
. d,
Dig Talep Matrisi; d = |,
dy,

Bu teknoloji matrisindeki j’inci siitun, j'inci sektoriin ¢iktisindan diger sektorlerin ne
kadar kullandiklarini gosterir. Bu nedenle herhangi bir siitundaki katsayilarin toplami 1’
den biiytik olamaz.

Yukaridaki denklem sistemini matris biciminde yeniden yazilirsa;

iz A [%1 dy
azz o Gon| | X2 d,
a A I 2
in . :
anz t Qunl | Xn d,

Yukaridaki denklem sistemi dikkatle incelenirse; yeni durumda;
x=Ax +d

bicimine gelir. Sol taraf birim matrisle ¢arpilirsa herhangi bir degisim olmaz ve denklem
matris gosterimi ile asagidaki hali alir.

1 0 01[*1 A1 A1z 0 Qi [*1 d,
0 1 0 lle _ lam zp ot Qap||X2 + d,
P off:| | : P agn|f :

0 0 0 Anz " Ann] [Xn d,

Bu matris gosteriminde yine denklem gosterimine dontiliirse;

lL.x=A.x+d
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(I-A)x=d
yazilabilir. Esitligin her iki tarafini (I — A) matrisinin tersi ile carpildiginda;

(=AU =A).x=(-A)"1d
(I—A)I—-A) =1
IL.x=U-A)"1td
x=(U—-A)1d

elde edilir. Bu sayede ¢ikti matrisi sektorlere olan toplam talep (toplam girdi veya toplam

cikt1 miktar1) x bulunur.

Bu denklemin anlami sudur. Bliyiik ekonomilerde A matrisi belirli bir donemde 6rnegin 5
yillik planlama dénemlerinde sabit kalir. Dolayisiyla bir anlamda (I — A)~! matrisi
sabittir. Oyleyse dis talepte (bagimsiz talepte) gerceklesen bir degisim, toplam girdi veya

cikti miktarlarini degistirecektir.
Ad = dyeni — dmevcut
Ax = (I —A)t.Ad
Ax =d + Ad

x+Ax = (I —A)"1.(d+Ad)

Ornegin, iki sektorlii bir ekonomi sisteminde tiretim tutarlar1 asagidaki gibi olsun;

. Bagimsiz | Toplam
Uretici | A B .
Talep Uretim
A 160 | 180 60 400
B 200 90 70 360
2 S .
ij xj ’ 11 L ’ 12 X, ’ 21 X1 ’ 22 X,
_ 160 _ 2 _ 180 _
M1=%00"5 ' M2 360 2
_ 200 _ 1 _ 90 _ 1
20750072 " *2 7360 4
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Girdi katsayilar matrisi;

2 1
_|“/s /2]
"l v,
2/ 1/ 3/ _1/
S T il A
3 1
| s _/2]
(1—-A4A) _1/2 3/4
15 5
(1—A)‘1=[5//4 22]
2
Determinant (I — 4) = |(I — A)7! =%

Bagimsiz talep, 60 ve 70 olduguna gore; sektorlere olan toplam talep;

15/4 5/2] [60 _ [400

Xmeveut = (I — A)_l'd = [ =
5/2 3 | L70 360

Bagimsiz talep yeni durumda 70 ve 50 olmus ise; bu durumda sektorlere olan toplam
talep;

5/, 5/2] 79] = [3875

. = —_ -1 = =
xYenl (I A) -dz [ 5/2 3 50 325

Sektorlere olan toplam talep azalmistir. Bu bir anlamda sektorlerin daraldigini gésterir.

Ax = Xyeni — Xmevcut = [33?2755] o [;1-(6)8] - [_—13255

Benzer sonuc asagidaki gibi elde edilebilir.
Ax = (I —A)"L.Ad

Ad = dyeni — dmeveut = [;g - [gg - [—1200

Ax = (I —A)"1.Ad = [

15/4 5/2] [ 10 ] _ [—12.5
—-20

5/2 3 -35
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400

400 ~125) _ 3875

] 325

Xyeni = Xmevcut T Ax = [
Burada dikkat edilmesi gereken husus, sektorler arasi birim farkliliklarini ortadan
kaldirmak ve benzer hale getirmek icin, girdi ve ¢ikti miktarlari parasal cinsten ifade edilir.
Ornegin kimi sektor boru tiretir, metre ile satar, kimi sektor boru uretir, kg bazinda satar.
Dolayisiyla bu liretimleri veya bu tliretimleri iiretebilmek icin sagladiklar girdileri parasal
cinsten gostermek girdi ¢ikt1 analizinde 6nem arz etmektedir.

C; ve C, gibi iki endiistri kolundan olusan bir ekonomi modeli i¢in girdi-¢ikti matrisinin
neleri ifade ettigi asagidaki sekilde acik olarak goriilmektedir.

1 bp ik (;
icin (' girdisi

1 bp ik G,
icin (' girdisi

1 bp lik G5 igin
(; girdisi

1 bp ik (;
icin (' girdisi

Ornek:
A, B ve C gibi li¢ sektore sahip bir sistemde, tretim tutarlarnn asagidaki tabloda
verilmektedir.

Tiiketici Bagimsiz Toplam
Uretici A B C Talep Uretim
A 90 150 225 75 540
B 135 150 300 15 600
C 270 200 300 130 900
Girdi Matrisi:
x. .
aij =
Xj
X1 [540 di] [75 dyi] 150
X2 = 1600 ; dmeveut = |d2| =] 15 ) dyeni = dyz =110
X3 900 ds 130 dys 100
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aq1 aqz aq3 xll/xl le/xz x13/X3
A=10z21 0z a23]= le/xl xzz/xz x23/x3
asz; dszz dAsz x31/x x32/x x33/x
1 2 3
90 150 225
[ /540 /600 /900] 1/6 1/4 1/4
— 1135 150 300 _11 1 1
A=1"fea0 Pleoo T ooo|=| /s /a3
1 1 1
240 *%%600 %900l Y2 Y3 Y3
1 0 0 [1/6 1/4 1/4] [5/6 _1/4 _1/4]
=a=fo 1 ‘1’]‘[1/4 o ol Y
1/2 1/3 1/3 _1/2 _1/3 2/3
1336 216 2341
109 109 109
(a1 |288 372 294
109 109 109
396 348 486
L109 109 109

Ad = dyeni mevcut [ ] [ ] [ ]
100 130

Ax = —A)tAd =

336 216 2341
109 109 109| .
288 372 294|[ %
109 109 109|| 9
396 300 486
709 109 109
165007
109
540 17880
Xyeni = Xmevcut + Ax = 1600 +|—
900 109
26220
109 |
165001
1%330 5401 [388,63
|+ |600] = [435.96
,e09 | loool lest6s
109 |

|
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Toplam Cikt1 (=Toplam Girdi, Uretime olan toplam talep) miktarlar elde edilmis olur.

Ornek:

Basit olarak elektrik ve su endiistrilerinden olusan iki endistrisi olan bir ekonomi
diistinelim. Cikt1 birimini TL olarak alalim. Elektrik sirketi, su ve elektrik kullanarak
elektrik; su sirketi de yine su ve elektrik kullanarak su iiretiyor olsun,

Elektrik sirketi 1 TL’ lik elektrik tiretmek icin 0,30 TL’lik elektrik ve 0,10 TL’lik su,
Su sirketi 1 TL’ lik su tiretmek icin 0,20 TL’lik elektrik ve 0,40 TL’ lik su,
Dis talep, 12.000 TL’ lik elektrik, 8.000 TL’ lik su olsun.

Elektrik sirketinin i¢ ve dis talebi karsilayabilmesi i¢in tiretmesi gereken elektrik miktari
x1 TL, su sirketinin i¢ ve dis talebi karsilayabilmesi i¢in Uretmesi gereken su miktar x,
TL olsun. Buna gore denge kosullarini belirleyen denklem sistemi yazabiliriz.

X, = 0,3x; + 0,2, + 12000
Xy = 0,1x1 + 0,4x2 + 8000

[l =lon ol bl + (5000
x=Ax+d

[X1 K -
_Xz] = x ; Cikti matrisi

-0’3 0’2 —_— . - . .
0,1 0’4] = A ; Teknoloji matrisi
112000
L 8000

] = d ; Nihai talep, Bagimsiz talep veya Dis talep matrisi

x=(U-A)"1d

==l 3-8 -1,
det(f —A) = |- 4] = —0671 _o(,)éz] =0,7.0,6 — (=0,1).(=0,2) = 0,4
=a=[%h 06
=a=[55 s
U= = [01.255 19'755
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[xl] _ [ 1.5 0.57712000
X2 0.25 1.75118000

[l = (37000

Elektrik tiretiminin olan toplam talep (toplam girdi veya ¢ikti miktar1) x; = 22000 TL
Su Uretiminin olan toplam talep (toplam girdi veya ¢ikt1 miktar1) x, = 17000 TL
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Uygulamalar

Girdi Cikt1 matrisi A'nin nasil bulundugu:

x..
—y
al-j = ”
]
X; o X11
A1 =—="""
_ Xij _ X21
A1 = — =7/
Xj X1
_ xl] _ X31
azy = —=—7——
Xj X1
_ Xij _ X12
A2 = — =7
Xj X
_ Xij _ X22
Aoy = — = ——
Xj Xo
xl] _ X32
3z = — =
Xj X
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= .

7

asq

X13
Xij _ 5

]
ass N
Xij _ x_3

7
azs N
Xij _ x_3

azz = %

9512/x2
X11/x1 xzz/xz
[9521/961
-

x32/x2
9531/x1
ass l

x13/x3]|
9523/9(3 |

A




Uygulama Sorulari

1) Tarim (T) , Enerji (E) ve Imalat () gibi ii¢ sektorlerinden olusan bir ekonomide,

1 TL’lik tarimsal tiretim i¢in 0,2 TL’lik tarim, 0,4 TL’lik enerji girdisi;

1 TL’lik enerji Uretimi i¢in 0,2 TL’lik enerji, 0,4 TL'lik imalat girdisi;

1 TL’lik imalat i¢in 0,1 TL’ lik tarim, 0,1 TL’lik enerji ve 0,3 TL’lik imalat girdisi
gerekmektedir. Dis talep, tarim i¢in 20.000 T L’lik, enerji i¢cin 10.000 TL’lik ve imalat icin
30.000 TL’liktir. Her sektorun gerceklestirmesi gereken c¢ikti ne olmalidir?

Cozim:

X; tarim sektorii ¢iktisi,
X,; enerji sektort ¢iktisi,
x3; imalat sektoru ¢iktisi.

xq = 0.2x;1 + 0x, + 0,1x3 + 20 tarim uretimi i¢in tarim, enerji Uretimi i¢in
tarim, imalat i¢in tarim

x, = 0.4x4 + 0,2x, + 0,1x3 + 10 tarim uretimi i¢cin enerji, enerji Uretimi i¢cin
enerji, imalat i¢in enerji

x3 = 0x; + 0,4x, + 0,3x3 + 30 tarim {Uretimi icin imalat, enerji Uretimi i¢in
imalat, imalat i¢in imalat.

X1 02 0 011*% 20
[x2]= [0,4 0,2 0,1] X2+ (10
X3 0 04 03llx3 30
Girdi-gikt1 matris denklemi: x = Ax + d

o

xz]; teknoloji matrisi,

[ X3

0,2 0 01

04 0,2 0,1]; cikt1 matrisi,

|0 04 03

20

10|; dis talep matrisi.

130

x=Ax+d

x=(U-A)"1d

1 0 0 02 0 01 0,8 0 -0,1
I-A=10 1 0f- [0,4 0,2 0,1] = [—0,4 0,8 —0,1]
0 0 1 0 03 03 0 -04 0,7

det(I — A) = 0,4
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1.3 0.1 0.2

(I-A"1=107 14 03

04 08 1.6
(I-A4)"'d

1.3 0.1 0.2][20 33
0.7 14 0.3]|10] =137
0.4 08 1.61130 64

X1 33
X3 64

Benzer sonuglar Cramer Yontemi yardimi ile de bulunabilir.

20 O -0,1

13,2
x; =detl—A)=1|10 08 =01f= 04 =33
30 -04 0,7 ’
0,8 20 —0,17 14,8
Xy = det —0,4 10 —0,1 = W =37
| 0 30 0,7 | g
[ 0,8 0 207 25,6
x; =det|—-04 08 10|= 0a " 64
| 0 —0,4 30 g

2) Asagida verilen girdi ¢ikt1 matrisine gore A ve B sektorlerine iliskin toplam ¢iktiy1
belirleyiniz.

Coziim:
04 0,5
A=[0,3 0,6] d=[3]

0.4 0.5]

I_A=[(1) (1) _[0.3 0.6

==l 11-05 o
o 1l-lo5 0 =[505 o]
4050
=7 =11,
S
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40

50
x=(-4)"d= I190 290‘ [Z]
3 3

3

[l = lsol

3) iki-endiistrili bir ekonomide, agagida verilen A ve d i¢in x i bulunuz.

A=[o3 o3l =[]
Coziim: . s o . .
1-a=ly 1l-los o03l=120s 07
=07 =ys 1s
w=a-nd =g 1l s
=2

Toplam Ciktilar, sektorlere Gore:

[l = [is

190



Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boélimde biiyiik ekonomilerde sektorler arasi iliskilerin modellemesinin yapildigi

Girdi - Cikt1 analizi gergeklestirilmistir. Girdi ¢ikt1 analizinin varsayimlari ve Girdi Cikti
Analizi Uygulama asamalari ayrintili olarak anlatilmistir.
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Boliim Sorular

1) W. Leontief'in gelistirmis oldugu modelde a;; ; j. sektorde bir birim ¢ikt1 liretebilmek

icin gerekli olan i. girdi miktarin1 géstermektedir. a;;'nin hesaplanmasinda hangi formiil
kullanilir?

xij xij X; x] xij

a)aijz— b)aijz— c)aijz— d)aijz— e)aijz—

X] X; xij xl-j xij

2) 2.Sektorde 500 TL tutarinda ¢ikti iiretebilmek i¢in 3. Sektérden kullanilan girdi miktar:
200 TL ise a,3 degeri nedir?

500 200 400 500

200 b) a23=% c)a23=% d)az3=m e)as; =5

a) a3 =

3) A ve B gibi iki sektorlu bir ekonomi sisteminde parasal cinsten girdi tutarlar1 asagidaki
gibi ise; A sektortine olan toplam talep ne kadardir? (X, =7)

Uretici A B Bagimsiz Talep (d)
A 160 180 160
B 200 100 100
a) 340 b) 290 ¢) 500 d) 360 e) 760

4) A ve B gibi iki sektorlii bir ekonomi sisteminde parasal cinsten girdi tutarlari asagidaki
gibi ise; B sektoriine olan toplam talep ne kadardir? ( Xz =7)

Uretici A B Bagimsiz Talep (d)
A 160 180 160
B 200 100 100
a) 340 b) 400 ¢) 450 d) 500 e) 900

5) A ve B gibi iki sektorii bulunan bir ekonomi sisteminde girdi tutarlar1 ve bagimsiz talep
tutarlar1 asagidaki gibi ise; X, =7

Uretici A B Bagimsiz Talep (d) Toplam Uretim
A 150 | 200 150 500
B 200 | 100 100 400
a) 3/80 b) 2/5 c)1 d)1/4 e) 1/2
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6) 1 gr maya liretmek i¢in 0,1 gr mayaya ve 0,01 gr asite, 1 gr asit liretmek i¢in 0,05 gr
mayaya ve 0,02 gr aside gereksinim vardir. 34,5 gr maya ve 56,8 gr asit dis talebi olduguna
gore i¢ ve dis talebin tam olarak karsilanmasi i¢in yaklasik olarak ne kadar maya ve asit
uretilmelidir?

39 [50

a)[gg b)[60 50]

20
d) [30 e) |75

7) Varsayalim ki belirli bir ekonomi i¢in girdi-¢ikti matrisi (teknolojik matris) (4) ile nihai
mal tiiketim (dis talep) vektori (d) asagidaki sekilde tanimlanmis olursa, bu tlkede her
bir sektoriin iiretmesi gereken mal miktari siklardan hangisinde verilmektedir?

Teknolojik Matris =4 = [&i 8:2] ve Distalep=d = [gg]
Il ©hsl 9 D375 ) [50)

8) K ve L gibi iki endiistrisi bulunan bir ekonomi i¢in hesaplanan girdi ¢ikt1 matrisi
all = 0,4 a12 = 0,1
a21 = 0,2 a22 = 0,3

] [1001 olduguna gore, X;; =7?

(teknolojik matris) A = [ ve endlstrilere olan toplam talepler

K:X1
L=X2

a) 10 b) 20 ¢) 30 d) 40 e) 50

9) Iki sektérlii bir ekonomi icin hesaplanan (I — A)~! matrisi ve sektérlere olan bagimsiz
(dis) talepler asagida verilmektedir.

- 1,3 28 d 50

_ 1 — ) ) . 1 —

T=D" =15 34 |=1

Sektorlerin toplam ¢iktilar1 asagidaki siklardan hangisinde verilmektedir?

A x| = 237 0[] = 50 9 [x.] =53]

X1] 1110 Xl]_ 152
d) [Xz]_[152 ) [Xz = l110

10) ki endiistrili bir sistemde bagimsiz talep (dis talep) [d ] 12]

iken sonraki

1,5 0,25

dlyenl . -1 _ o e
= [16] olmus ise (I —A)~ 05 175 olduguna gore,

durumda
leyeni

endiistrilerin toplam tretimleri (toplam ¢iktilar1) nasil degisir?
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a) X; ve X, degismez
b) X; ve X, azalir

c) X, artar ve X, azalir
d) X; azalir ve X, artar
e) X; ve X, artar

Cevaplar:

1)a, 2)b, 3)c, 4)b, 5)e, 6)b, 7)c, 8)d, 9)a, 10)e
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9. DOGRUSAL PROGRAMLAMA VE GRAFIK YONTEM
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
9.1. Dogrusal programlama Teknigi Varsayimlari

9.2. Dogrusal Programlama Probleminin Matematiksel Modeli
9.3. Dogrusal Programlama Probleminin Grafik Yontemle Coziimii
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Dogrusal programlama ile matematiksel model nasil kurulur?

2) Dogrusal Programlama hangi tiir problemlerin modellenmesi i¢cin uygundur?
3) Dogrusal Programlama modeli hangi kisimlara sahiptir?

4) Grafik Yontemle ¢6ziim hangi pronlemler i¢in uygun olur?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Dogrusal Programlama ile
Modelleme

Verilen Bir Isletme Problemini
Dogrusal Programlama ile
Modelleyebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Arastirarak

Dogrusal Programlama
Matematiksel Model
Kisimlari

Dogrusal Programlama Modeli
Kisimlarin1 Ogrenmek

Okuyarak, Arastirarak

Dogrusal Programlama
Cozim Yontemi: Grafik
Yontem

Grafik Yéntem ile Dogrusal
Modelin Optimum Coziimiini
Bulmak

Okuyarak, Ornek soru ¢ézerek
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Anahtar Kavramlar

Dogrusal Programlama
Matematiksel Model
Amag Fonksiyonu
Kisitlar
Negatif Olmama Kosulu
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Giris

Dogrusal Programlama (DP) Lineer Programlama (LP) adi ile de anilir. Dogrusal
Programlama problemi, dogrusal sinirlayici kosullar (kisitlar) adi verilen esitlik ve
esitsizlikler grubu ile birlikte ama¢ denklemi adi verilen bir dogrusal fonksiyonun
degerini optimize etmeyi (en iyileme) (maksimize ya da minimize etme) gerektiren
matematiksel modeldir. Dogrusal Programlama belli bir amaci gergeklestirmek i¢in sinirh
kaynaklarin etkin kullanimini ve gesitli secenekler arasinda en uygun dagilimini saglayan
matematiksel bir tekniktir. Daha basit bir anlatim ile Dogrusal Programlama Modeli,
eldeki kaynaklar dogrultusunda isletmenin karini maksimum yapacak tretim
degerlerinin elde edilmesini veya isletme maliyetlerini minimum yapacak iiretim
degerlerinin elde edilmesini saglayan modelin olusturulmasi, ¢oziimi ve elde edilen
sonuglarla isletme i¢i kararlarin alinabilmesini saglamaktadir.

DP deterministik bir aractir, yani model parametreleri belirgin olarak kabul edilir. Bu
teknik, modelin parametrelerindeki kesikli ya eda siirekli degisimlerin “duragan” (statik)
optimum ¢ézimuniin duyarliligini test etmede karar vericiye imkan veren, ileri optimal
ve parametrik analizleri saglayarak eksiklikleri giderir.

Bir isletmenin en biiyiik sorunu, elinde kaynak (kisit) ve imkanlari, ¢esitli amag¢ ve
kullanimlara en uygun olabilecek sekilde tiiketebilmektir. Isletmedeki calisan personel
ve uzmanlar, kullanilan makinalar, malzeme, hammadde, yer, zaman vb. kriterlerin her
biri isletmenin elinde bulundurdugu kaynak ve imkéanlar1 sembolize edebilmektedir.
isletmelerin bu kaynaklar1 kullanirken en biiyiik amaclari; kaynaklarin miimkiin olan en
iyi sekilde dagihmini saglayarak karlihg maksimum seviyeye cekebilmektir. isletmeler
bu kar maksimizasyonunu, elde bulunan imkan ve kisitlar ile tiretilecek triin tiirlerinin
belirlenmesi; bu triinlerden ne kadar tretilecegi bilgisinin dogru hesaplanarak; kisit ve
imkadnlarin miimkiin olan en az maliyetli sekilde dagitimi gerceklestirilmesi ile
saglanmaktadir.

Dogrusal Programlama kavraminda bulunan “Dogrusal” kelimesi ile anlatilmak istenen
diistince, girdiyi olusturan degiskenler ile cikti degeri arasinda dogrusal bir iliski
olmasidir. Programlama s6zctigii ile anlatilmak istenen ise elde bulunan kisit ve imkanlar
ile miimkiin olan en uygun dagilim sonucu en yiiksek kar1 elde edilen durumu bulmaya
calismaktir.
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9.1. Dogrusal programlama Teknigi Varsayimlari

e Amag¢ fonksiyonu ve kisitlayici sartlar dogru tanimlanmalidir. Amacin kar
Maksimizasyonu mu yoksa maliyet minimizasyonu mu oldugu acikca
belirtilmelidir.

e Degiskenler kantitatif olmalidir. Dogrusal programlama kalitatif (rakamla ifade
edilemeyen) degiskenler icin kullanilmaz.

e Degiskenler kendi aralarinda iliskili olmalidir.

e Kullanilacak kaynaklar sinirli olmahdir.

e Degiskenler arasinda kurulan bagintilar dogrusal olmalhdir.

e Degiskenler arasinda alternatif se¢cim olanagi olmalhdir.

e Dogrusal programlamanin uygulanacagi isletme problemi kisa donemli olmalidir.

e Bagimli degiskenlerin sifir ya da pozitif olmasi gerekir.

Dogrusal programlamanin teorik yapisinda ti¢ etkeni goz dniine almamiz gerekir. Bunlar;
amag fonksiyonu, kisitlayici kosullar ve pozitiflik kosuludur.

9.2. Dogrusal Programlama Probleminin Matematiksel Modeli

Dogru matematiksel modelin kurulmasi (formilasyonu), ilgili karar probleminin
¢ozlimiindeki en 6nemli asamalardan biridir ve bir anlamda "sanat" olarak da gortilebilir.
Sekil 1 model kurulma siirecini bir akis semasi halinde ifade etmektedir. ilk asamada ilgili
karar ortaminin ¢ok iyi anlasilmasi, bu ortami etkileyecek tiim faktorlerin belirlenmesi
gerekir. ikinci asamada, karar degiskenlerinin acik¢a tanimlanmas ile kastedilen her
kararin ayr1 ayri Olgiilebilir (sayisallastirilmis) bir sekilde ifadesi ve bunlara agik birimler
verilmesidir. En son asamada karar degiskenleri ile kisitlar ve amag arasindaki iligkilerin
matematiksel olarak ifadeleri yapilmalidir. Dogrusal Programlama Problemi (DPP)
matematiksel olarak modellenirken, ii¢ 6nemli kisma sahiptir.

¢ Amag fonksiyonu
e Kisitlar (kosullar)
e Negatif olmama kosulu

9.2.1. Amag Fonksiyonu

Amag fonksiyonu, dogrusal programlama kapsamina giren problemdeki kisitlarin
kullanilmasiyla olusan faydanin maksimize edilmesi veya yine kisitlarin kullanilmasiyla
olusan zararin minimize edilmesi olarak tanimlanabilir. Matematiksel ifadesi ile asagidaki
sekildedir:

n
Zmaks/min = Z Ci. X;
i=1

Zmaks/min = Maksimum diizeyde karhligi veya minimum diizeyde zarari/maliyeti
sembolize eder.
X; ; Karar degiskenleri,
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C; ; Birim kar veya birim maliyelerdir.

Ornek olarak 4 ve B gibi iki lirtiniin birim karlar1 sirasi ile 3 ve 2 TL ise; bu iki triinlin
tiretilip satilmasi sonucu, Z = 3X; + 2X, kadar kar elde edilir. Bu amag¢ fonksiyonunu
biiylitebilmek i¢in, fonksiyonda bulunan X; ve X, degiskenlerinin degerlerini biiylitmek
gerekir. Yani bir anlamda uiretimi arttirmak gerekir. Ancak, tiretim sonsuza kadar artmaz.
isletmenin her kaynak icin kapasiteleri yani isletmenin cesitli sinirlayici kosullari
(kisitlar1) bulunmaktadir. Bir isletmenin; sahip oldugu alan, isgiicii, makine sayisi,
hammadde... gibi bir¢ok kisit1 vardir. Bu kisitlar altinda, Z degerini (amag fonksiyonunu)
en iyi diizeye ulagstirmaktir.

9.2.2. Kisitlar(Kosullar)

Modeli olusturulan isletmenin elindeki kisitlarin belirli bir sinir1 oldugunu (kapasite), bu
sinirin elindeki kisit miktarlarina ait maksimum stok olarak diisiintildiigii sinirlayici
nitelige sahip ifadedir.

a;jX; < b;;
i =123,..m;
j=1273...,n;
Seklindeki kosullandirmalar dogrultusunda matematiksel gosterimi asagidaki sekildedir:

a11X1 + a12X2 + S e s + al]X] + S0 e s + alan S b1
a21X1 + a22X2 + AT + aszj + T + aZan S b2
am1X1 + am2X2 + %% wen was + aij] + ...... + aman S bm

Yukaridaki matematiksel gosterim de “b,,,”ile gosterilen degerler dogrusal programlama
modelinin  olusturuldugu isletmenin kisitlarina ait maksimum stok oranini
gostermektedir. “a;;” ile ifade edilen degerlerin ise alternatif tiretim teknikleri oldugu
varsayllmaktadir. Daha da agik bir anlatim ile “a;;” bir birim j triini tretebilmek igin
kisitlardan gerekli olan miktarlar gostermektedir. Asagida esitlik ve esitsizlik kisitlarina
ornekler verilmektedir.

Onceki 6rnege kisitlar icin de genisletecek olur isek;

A ve B uriinlerinin tiretildigi bir at6lyede, 1 birim A {lriini tiretebilmek icin 4 iscilik saati,
1 birim B irini tiretebilmek icin 5 is¢ilik saati harcaniyor olsun. Eger bu atdlyenin is¢ilik
kapasitesi haftalik 96 saat ise, birinci kisitimiz;

4X, +5X, < 96  (Iscilik Kisitr)

Benzer sekilde; A ve B iirlinleri icin harcanan hammadde miktarlari sirasi ile 20 kg ve 10
kg ve atdlyede toplam haftalik 500 kg hammaddesi bulunmakta ise, ikinci kisitimiz;
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20X, + 10X, < 500 (Hammadde Kisit)

Dogrusal Programlama modelinin kisitlar1 agagidaki gibi olusmustur.
4X, +5X, < 96  (Iscilik Kisit1)
20X; + 10X, < 500 (Hammadde Kisit1)

A Uriiniiniin Uretim miktar:: x

B lirtiniiniin tiretim miktar1: y

ile gosterilirse kisitlar;

4x + 5y < 96  (Iscilik Kisit1)
20x + 10y < 500 (Hammadde Kisit)

biciminde yazilir.

Ornek:
2x + 3y = 6 kisit1 grafik diizlemde nasil gosterilir?
Cevap:
Dogrusal denklem sistemlerinden hatirlandig gibi, 2x + 3y = 6 denklemi iki boyutlu
kartezyen koordinat sisteminde bir dogruyu gosterir.
Dogrunun grafigi asagidaki gibidir.
15

0.5+

Ornek:

2x + 3y = 6 kisit1 grafik diizlemde nasil gosterilir?

Cevap:

2x + 3y = 6 esitsizligini saglayan noktalar, iki boyutlu kartezyen koordinat sisteminde
bir dogrunun st tarafinda kalan noktalarin kiimesi olup, bu bdlge asagidaki gibi
gosterilir. Esitlik de saglayacagi icin dogru da bu ¢6ziim alanina dahildir.
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bir dogrunun alt tarafinda kalan noktalarin kiimesi olup, bu bolge asagidaki gibi gosterilir.
tlim birimlerin karar degiskeni olarak ele alindig1 bir dogrusal programlama modelinde

Bu ifade, dogrusal programlama varsayimlarinda da gecen “karar degiskenle

Esitlik de saglayacagi i¢cin dogru da bu ¢6zlim alanina dahildir.

2x + 3y < 6 kisit1 grafik diizlemde nasil gosteril

Cevap
9.2.3. Negatif Olmama Kosulu

da pozitif olmasi gerekir” ifades

2x + 3y < 6 esitsizlig

Ornek

tiflik kosulu asagidaki sekilde ifade edilecekt

pozi

bir atolye diisiinelim. A ve B triinlerinin birim karlari sirasiyla 2 ve 5 TL dir. A

A ve B gibi fakl ik
her b

irimi i¢in

ve 7 ton hammadde kullanilmaktadir. Atolyenin haftalik is¢

deposunda tuttugu hammadde stoku 350 ton oldu
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tretimlerinden (ki bu iirtinlerin hepsinin satildig1 varsayiliyor) elde edecegi kari
maksimize etmek (en biiyliklemek) icin hangi tiriinden ne kadar liretim yapmalidir.

Z ; Amag Fonksiyonu

x vey ; uretim miktarlari
Ci; birim karlar

b; ; kapasiteler

Zmaks = 2x + 5y Amac Fonksiyonu,

3x + 4y <300 (Iscilik kisitr)
5x + 12y <360 (Hammadde kisiti)

x,y = 0 (Uretimin negatif olamayacag: kosulu)

Yukarida verilen kisitlar dogrultusunda uygun ¢6ziim bolgesi bulunursa;

120

100

80
75

40

20

2»C ‘ ;
0 25 50 75 100 125 133 150 175

Kisitlar asagidaki gibi olursa;
3x +4y > 300

5x + 12y > 360
x,y =20
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9.3. Dogrusal Programlama Probleminin Grafik Yontemle Coziimii
Dogrusal programlama problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan c¢ok sayida yontem
bulunmaktadir. Ancak bu yontemler matematiksel modelde bulunan degisken ve kisit
sayisina gore degiskenlik gosterir. iki veya ii¢ degiskenin bulunmasi durumunda grafik
yontemle dogrusal programlama probleminin ¢6ziimii, kolay ve anlasilir oldugu i¢in sik¢a
kullanilmaktadir.
Grafik Yontem, olusturulan dogrusal programlama modelinin icerdigi sinirlayici
denklemlerin koordinat diizlemi iizerinde grafiklerinin ¢izilmesi ve kisitlarin maksimum
degerleri dogrultusunda ortak bir ¢6ziim noktas1 bulunmasini igerir. Yontem ti¢ ve daha
az degiskenden olusan dogrusal programlama modelleri i¢in uygundur. Temelde iki
o6nemli asamasi s6z konusudur:

e Model icerisinde ifade edilen kisitlarin saglandigi uygun ¢6ziim alaninin

bulunmasi;
e (Cozlm alani icerisindeki biitiin noktalardan en ideal olaninin belirlenmesi.

Ornek:
Zmaks = 5X1 + 4X;
6X, + 4X, < 24
X, +2X, <6
X120;X,=20

Dogrusal programlama modelinin grafik yontemi ile ¢c6ziimii asagidaki sekilde olacaktir:

X, yatay eksende, X, ise dlisey eksende gosterilmektedir. X; = 0, X, = 0 negatif olmama
kisitlar uyarinca ¢6ziim alani koordinat sisteminin 1. bolgesinde olmaktadir. Kalan iki
kisit1 bu koordinat sisteminde géstermenin yolu, esitsizlikleri esitlikmis gibi diisiinerek
bunlarin dogrularini ¢izmektir. Daha sonra her esitsizlige ait dogrularin altinda ya da
ustiinde kalan bolge s6z konusu esitsizligin isaretine gore se¢ilmektedir. Buna gore 6rnek
modelin grafigi asagidaki sekilde olacaktir.
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1 i 3

Sekil 12 Ornek 1'e Ait Grafik C6ziim

Tarali alaninin sinirlar tizerindeki herhangi bir nokta tiim kisitlar1 saglayan ¢6ziim
noktasidir. Optimum ¢6zlimiin belirlenmesi igin,

Zmaks = 5X; +4X, bicimindeki kar fonksiyonunun artis yoniiniin bulunmasi
gerekmektedir. Pratikte Z ye rastgele iki rakam verilerek (10 ve 15) Z,, ks in artis yont

belirlenmektedir.
Once 5X; + 4X, = 10 sonra 5X; + 4X, = 15 dogrular gizilir.

6X, +4X, < 24; X, + 2X, < 6 dogrularinin kesisim noktasi oldugundan iki denklemin
cozilmesiyle X; = 3 ve X, = 1,5 bulunur.

Amac fonksiyonu ise Z, s = 5.3 + 4.1,5 = 21 olarak hesaplanir.

i\;}\?\\}? i}
ool

R
S
TR

_=
Nl
\\\\\\
R

i

Ornek:

T = 3%+ 2.X,
X, +3X, < 15
X, +X, <7
2X, + X, < 12
Xy, X, =0

Yukarida verilmekte olan dogrusal programlama probleminin (maksimizasyon problemi)
grafik yontemle optimum ¢6ziimii bulunmustur.
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Sekil incelendiginde, birinci kisitla ilgili olarak c¢izilen 1 dogrusunun egimi m; = — 1/3,
ikinci kisitla ilgili olarak ¢izilen 2 dogrusunun egimi m, = —1, ticiincii kisitla ilgili olarak
cizilen 3 dogrusunun egimi ise m3; = —2 dir. Amag¢ fonksiyonunun egimi ise m; =
— C1/C2 = — 3/2'ye esittir. Dolayisiyla egimleri mutlak deger olarak diisiindigiimiizde,
ama¢ fonksiyonunun egimi, 1 ve 2 dogrularinin egiminden biiyiik, 3 dogrusunun
egiminden kiugctktur. Dolayisiyla Z kar dogrusu C noktasindan uygun bolgeyi terk
edecektir. Boylece C noktasinda karar degiskenlerinin aldig1 degerler Z fonksiyonunu
maksimum kilar. Karar degiskenlerinin C noktasindaki degerleri 2 ve 3 dogrular
kesistirilerek bulunabilir.

Xl +X2 = 7
2X,+X, =12
X, =5, X, =2 (C noktasi)

degerleri ¢ikmakta ve karimiz;

Zmaks = 3.X1 + 2.X2 - 3-5 + 2.2 - 19

olmaktadir.
XZ
A
ol Z=3X,+2X,
A(0,5) Z,=3.0+25=10
\Z B(3,4) Z,=33+24=14
CG5,2) Z,,=Z.=35+22=19
7 AN “‘ \\\
RN D(6,0) Z,=3.6+20=18
A S \“\ \\
B
Uygun & \\ I
2 Cozim \C(S’ 2) e
Bolgesi
‘ — X,
(0, 0) 5 D 15
Sekil 13. Ornek Modelin Grafik Coziimii
Ornek:

MEYVEPAZARI Meyvecilik A.S. Avrupa lilkelerine elma ve armut ihra¢ etmektedir.
Kasalarda stoklanan bu iirtinlerin birim stoklama maliyetleri sirasiyla 7 TL ve 9 TL'dir. Bir
kasa elma 5m?2 ve bir kasa armut da 10m?2 alan kaplamaktadir. Firmanin depolama
kapasitesi ise 1000m?’dir. Elma ve armuda olan talep degiskenliginden dolayi firma bu iki
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meyvenin her birinden en az 50’ser kasa giiven stoku bulundurmak zorundadir. Firmanin
toplam stoklama maliyetini minimize eden dogrusal programlama modelini kurunuz.

Karar degiskenleri:

X, ; elma stogu

X, ; armut stogu
Amac fonksiyonu:

Zmin; Toplam stoklama maliyeti
Zmin = 7X; +9X,

Kisitlar:

1. Kisit depolama alani 5X; + 10X, <1000
2. Kisit elma stoguna iligkin kisit X, =50

3. Kisit armut stoguna iliskin kisit X, =50

Negatif olmama kosulu XX, =20

Ornek:

Zonin = 5X; + 4X,
6X, + 4X, > 24
X, +2X,>6
X, >0;X,>0

Dogrusal programlama modelinin grafik yontemi ile ¢c6ziimii asagidaki sekilde olacaktir:

N

l
/

- -

Olursuz Problem: Tim kisitlar1 saglayan bir karar degiskeni kiimesinin bulunamamasi
durumudur. Gereksiz kisitlar tanimlanmasi veya kisitlarin parametrelerinin yanlis
hesaplanmasi, girilmesi kolaylikla bu duruma yol agabilir.
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Uygulamalar
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Uygulama Sorulari

1) Bir sirket A, B ve C urtinlerini lireterek, tretebildigi miktarlarda da satmaktadir.
Sirket A tiriintini 10 TL'ye, B iirtintinii 13 TL’ye ve C trtniint de 20 TL’ye satmaktadir.
A Urintinin bir biriminin uretilmesi i¢in 1 saatlik iscilige, B tirtintintiin bir biriminin
tretilmesi icin ise, 2 saatlik is¢ilige ve bir birim C'nin tuiretilmesi i¢in ise 3 saatlik is¢ilik
gereksinim vardir. Bu islemler icin kullanilabilir toplam is¢ilik stiresi 70 saattir. Bu
sirketin gelirini maksimize edecek olan lineer programlama modelini kurunuz.

Cozum:
Amag fonksiyonu:

Zmaks == 10x1 + 13x2 + 20x3

Kisitlar:
xq + 2x2 + 3x3 =170

Negatif olmama kosulu:
X1,X2,X3 =0

agida verilen dogrusal programlama probleminin grafik ¢6ziim alanini ve optimum
sonucunu bulunuz.

Zmin = 5x + 6y
3x+y =5 (1.Kisit)
x+2y =212 (2.Kisit)
3x + 2y = 24 (3.Kisit)
x,y=0

Coziim:

Optimum Cozim:

x =6 y =3 Z =48

t
[u=y
|

= 6 (Birinci kisitin kullanilmayan kismi),
S, = 0 (Ikinci kisitin kullanilmayan kismi) ,
S; = 0 (Ugiincii kisitin kullanilmayan kismi)

Uygun Coziim Bolgesi (Grafik Coziimii)

LE-

Uyegun Coziim Bolgesi
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Optimum Coziim Degerleri

3)Asagidaki problemin grafik yontem ¢6ziimii nedir?

maks Z =5X + 7Y
X<6
2X + 3Y < 19
X+ Y <8
X, Y =20

/ X+Y < 8

MAX SX+ 7Y

- X <6

Optimal X=5, Y=3

5,
Z=46

\
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu bélimde Dogrusal Programlama kullanarak isletme problemlerinin modellenmesi,

modelin kisimlary, varsayimlari anlatilmistir. Ardindan Dogrusal Programlama
Matematiksel Modelinin Grafik Yontemle ¢6ziimii agiklanmistir.
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Bo6lim Sorular:
1) Bir dogrusal programlama probleminin matematiksel modelinde asagidakilerden
hangisi bulunmaz?

a) Amag fonksiyonu b) Kisitlar ¢) Negatif olmama kosulu
d) Sag taraf Sabitleri e) Maksimum kar

2) Asagidaki grafikte gosterilmis olan tarali alan hangi esitsizlik sistemine aittir?

x> 2 x <2 x> 2 x>5 x>5
a)y>0 b)y<5 C)y>5 d)y>2 e)y>5

3) Asagidaki grafikte gosterilmis olan tarali alan hangi esitsizlik sistemine aittir?

hY

|

—

o
—1 1 1 11
L L

x—y>-=5 x<y x>y

214



x—y<5 x+y<5
d) y > -—5 €) y > =5

4) Asagidakilerden hangisi dogrusal programlamanin varsayimlarindan birisi degildir?

a ) Degiskenler kantitatif olmalidir.

b ) Degiskenler kendi aralarinda iliskili olmalidir.

c ) Degiskenler arasinda kurulan bagintilar dogrusal olmalidir.
d ) Bagiml degiskenler negatif veya 0 olabilir.

e ) Kullanilacak kaynaklar sinirli olmahdir.

5) Asagida bir maksimizasyon dogrusal programlama probleminin grafik ¢éziimii
gorulmektedir. Z amag fonksiyonuna iliskin es kar dogrusu kesikli ¢izilmistir. Bu grafige
gore optimal ¢6zlim hangi noktadir?

a) O noktas1  b) A noktasi c) B noktasi d) C noktasi e) B ve C Noktalar

6) Asagidaki Grafik Yontemle bulunan optimal ¢6ziim olan A noktasinin koordinatlari
asagidakilerden hangisidir?

Y

a) (0,7) b) (7,0) c) (8,0) d) (0,8) e) (7,7)

7) Birinci kisita iliskin dogrunun ( I ) egimi kac¢tir?
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a) —4/5 b) 5/4 ¢) —5/4 d) 4/5 e) —7/11

8) Asagida verilen grafikte koyu isaretli OABC bolgesi dogrusal programlamada hangi
isimle adlandirilir?

a) Optimal ¢6ziim bolgesi

b) Uygun olmayan ¢6ziim bolgesi
c) Sonsuz ¢6ziim bolgesi

d) Kesin ¢6ziim bolgesi

e) Uygun ¢6zlim bolgesi

9) Asagida verilen grafikte gri alan bir dogrusal programlama probleminin uygun ¢6ziim
bolgesini gosterdigine gore, Z,..s = 3x + 4y amagc fonksiyonu B noktasi i¢cin hangi degeri
alir?

a) 35 b) 38 c) 42 d) 51 e) 60
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10) Asagida verilen grafikte gri alan bir dogrusal programlama probleminin uygun ¢6ztim
bolgesini gosterdigine gore, Z,.ks = 3x + 4y amag fonksiyonu A noktasi i¢in hangi degeri
alir?

a) 21 b) 24 c) 28 d) 35 e) 40

Cevaplar:

e 2)c, 3)d, 4)d, 5)b, 6)a, 7)c, 8 e, 9)b, 10)c
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10. SIMPLEKS YONTEM ( MAKSiMiZASYON PROBLEMI )
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

10.1. Simpleks Yontem
10.2. Simpleks Yontemle C6ziim Asamalari
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Simpleks yontem ¢6ziim asamalarini arastiriniz.
2) Simpleks yontemin temelinde bulunan temel ¢6zlimleri inceleyiniz.
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Simpleks Yontemde temel
¢oziimler

Temel ¢ozlimleri bilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek

Simpleks Yontem
Varsayimlari

Varsayimlari bilmek

Okuyarak, tekrar yaparak

Simpleks Yontem
Asamalar

Simpleks Yontem Asamalari

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek
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Anahtar Kavramlar

Simpleks Yontem
Maksimizasyon Problemi
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Giris

Biiyiik M Metodu (Big M) olarak da bilinen Simpleks Yontem, George Bernard
Dantzig tarafindan 1947 yilinda gelistirilen Simpleks Yontemi Dogrusal Programlama
probleminin optimum ¢6ziimiinti bulmak icin uygulanmasi gereken kural ya da izlenmesi
gereken sistematik stirectir. Simpleks bir yinelemeli hesaplama yontemidir. Simpleks
Yontemde, dogrusal denklemler sistemi icin mimkiin (olanakli) temel ¢ozimler
aramaktadir, ¢oziimlerin en uygun ¢oziimler olup olmadigini test etmektedir.

Simpleks tek bir noktada en iyi ¢6ziim, birden fazla u¢ noktada en iyi ¢6ziim, sinirsiz
¢ozim ve uygun ¢Ozim alanm bos gibi karsilastirilabilir tiim durumlara da cevap
vermektedir.

Grafik yontemden de hatirlanacagi lizere, Simpleks uygun bolgenin sinirlar tizerinde ug
noktalar: ziyaret ederek hangi noktada en uygun ¢6ziimiin oldugunu arastirmaktadir.
Simpleks metot bu u¢ noktasindan baslayarak optimuma daha yakin bir ikincisine, oradan
bir Ugclinciisiine atlayarak uygun deger uc¢ noktasina ulasilmasini saglamaktadir. Her
atlayista amag¢ fonksiyonu optimuma biraz daha yaklasmakta veya degerini muhafaza
etmektedir. Simpleks uygun bir baslangi¢ noktasi alarak amag¢ fonksiyonunu iyilestiren
yonde uygun boélgenin kose noktalarini kontrol ederek en iyi ¢6ziimii veren noktayi
bulmaya g¢alismaktadir. Simpleks metodu uygun deger sonuca ulasilana kadar veya en
uygun degerin bagimsiz oldugundan emin olana kadar c¢oziimleri gelistirmek icin
kullanilmaktadir.
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10.1. Simpleks Yontem

Simpleks yontemin ilk adimi olarak yapilmasi gereken is, verilen kisitlan esitlik
haline dontigtiirmektir. Bu donistiirme sirasinda verilen kisit a;;X; < b; bigiminde ise,
yani esitsizlik < ise, bu durumda sol taraf daha kii¢ilik veya en fazla esit oldugu i¢in s,
gibi bir degisken eklenir. Bu degisken eklenerek esitsizlik esitlik durumuna getirilmis
olur. Eklenen bu degiskene aylak (slack variable) degisken denir. Uretimde aylak degisken
atil (kullanilmayan) kapasiteyi gosterir. Bir kisitin sag tarafi kapasiteyi gosterir. Eger
kapasite tam kullanilmis ise, eklenen aylak degiskenin degeri sifir demektir. Ancak
kapasite tam kullanilmamis ise eklenen aylak degiskenin degeri sifirdan biiytik olur.

Eger verilen kisit a;;X; = b; bigiminde bir esitsizlik ise bu defa esitligi saglamak amaci ile
sol taraftan bir s, gibi bir degisken ¢ikarilir. Bu degiskene artik degisken denir. Artik
degisken de aylak degisken gibi sol taraf sag tarafa esit oldugunda sifir, sol taraf sag
taraftan biiyiik oldugunda ise sifirdan biiytik (pozitif) olur. Esitlik bu sekilde saglanmis
olur.

Eger verilen kisit esitlik seklinde ise, bu durumda Simpleks yontem algoritmasinin bir
geregi olan temel ¢6ziim olusturabilmek icin bir u,,,; gibi yapay degisken eklenir. Yapay
degiskenin iiretimde bir anlami yoktur. Sadece Simpleks algoritmanin yiirtitiilebilmesi
amacl ile matematiksel olarak gerekli olan bir degisken olarak kabul edilir.

Asagida verilen dogrusal programlama problemini Simpleks yontemle bulmak istersek;

Zimaks = 3X1 +2X;
2X1+3X, <30
2X1+X,<18
X120;X,=20

Bu problemde iki tane kisit bulunmaktadir. Bu kisitlarin ikisi de < biciminde verilmistir.
Sol taraf sag taraf kiyasla ya kii¢iik ya da en fazla esittir. Esitligi saglamak amaci ile her iki

kisita gerekli aylak degiskenler eklenerek, kisitlar esitlik haline getirilir.

Kisitlarin Matrisle gosterim bigimi asagidaki gibidir.

X,
5 10 fs|=[
s,
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Verilen dogrusal programlama modelinde buluna kisitlar, esitlik haline getirildigi zaman
dort degiskenli iki denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem
siteminin ¢6ziimii arastirilirsa,

2 31 0
A=13 7 o il
rank(4) = 2

.2 31 0 30
@n=[; 1 o 1 s
rank (4;b) =2

rank(A4) = 2 ve rank (4; b) = 2 esit olduklarindan ve degisken sayisi da 4 oldugundan,
sistemin sonsuz ¢6zimi olur. Eger degiskenlerden iki tanesine sifir degeri verilirse,
geriye kalan degiskenlerin degerleri bulunabilir. Iste bir denklem sisteminde n — m tane
degiskene sifir degerinin atanmasi ile bulunan ¢6ziimlere temel ¢6ziim (basic solutions)
denir. Sifir degerinin atandigl degiskenler temelde olmayan degiskenler, diger
degiskenlere ise temel degisken denir.

Ornegin 2X; + 3X, + S; = 30 biciminde bir denklemde ii¢ degisken bulunmaktadir. U
bilinmeyenli bir denklem sonsuz ¢éziime sahip demektir. Ornegin X, ve X, degiskenleri 1
olur ise S; = 25 cikar. Benzer sekilde X; = 1 ve X, = 2 oldugunda, S; = 22 cikar. Iste bu
ornekten de anlasildig1 gibi X; ve X,’ye sonsuz tane farkli deger atanabilir, dolayisiyla
denklemin sonsuz ¢oziimii olur. Iste bu érnekteki iic degiskenden iki tanesine sifir degeri
atanirsa, yani X; ve X, sifir degerine esitse (yani A ve B triintinden heniiz iiretilmedi ise),
S1 = 30 olur. Zaten heniiz iiretim baslamadiginda, kapasiteler kullanilmadigindan S; o
kisita ait toplam kapasiteyi gosterir.

10.1.1.Temel Coziimler (Basic Solutions)
Benzer sekilde, X; = 0ve S; = O olurise, X, = 10; X, = Ove S; = O olurise, X; = 15 olur.
Buradan da anlasildigi gibi bu esitlik icin 3 tane temel ¢6ziim bulunmaktadir.

1. Cozim (X; = 0ve X, = 0 olsun)

2.Cozim (X; = 0veS; = 0olsun)

3.Coziim (X, = 0veS; = 0olsun)

n degiskenli m tane esitlik i¢in, temel ¢6ziim sayisy;

|
() = e =

formiilii ile hesaplanir. Ornegin 4 degiskenli (bilinmeyenli) 2 denklem verilmisse;
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4 4 4321
C(z)_21(4—2)!_ 2120

tane temel ¢6ziim bulunur. Simdi iki denklemi birlikte diisiinelim:

2X1 +X2 + OX3 + 1X4 == 18

Temel degiskenler (Basic); S; ve S,
Temel olmayan degiskenler (Nonbasic); X; ve X,

B.XB +NXN = b

Bz[g ﬂ,XNz i((;]Nz[é (1)] Xy = gﬂve b= ig

Bu durumda 4'iin 2’'li kombinasyonu kadar temel ¢6ziim elde edilir. Degiskenlerden
ikisine sifir degeri atanarak diger degiskenlerin aldig1 degerler bulunur. Asagida 6 farkl
temel ¢6zliimiin ne oldugu gosterilmektedir.

(X1,X2,51,52)1 = (0,0,51, 5>)

(X1,X2,51,52)2 = (0,X3,0,57)

(X1,X2,51,52)3 = (0,X3,51,0)

(X1,X2,51,52)4 = (X1,0,0,52)

(X1,X2,51,52)5 = (X1,0,5;,0)

(X1,X2,51,52)6 = (X1,X2,0,0)

10.2. Simpleks Yontemle Coziim Asamalari
Yukarida matematiksel modeli verilmis olan dogrusal programlama problemini Simpleks
Yontem ile ¢oziimleyelim.

Zmaks = 3X; +2X;

2X, +3X, <30

2X, + X, < 18
X120;X,=20

10.2.1.Modelin Standart Hale Getirilmesi ve Temel Degiskenlerin Belirlenmesi

Cozlimiin birinci adiminda model oncelikle standart hale getirilir. Bu amag
fonksiyonuna her bir kisit denklemi i¢in bir tane olmak tiizere 0 katsayil1 “S;” aylak
degiskenleri eklenir. Bu degerlerden her biri kisit denklemlerine de eklenir. Kisit
denklemleri esitsizlik yerine esittir olarak ele alinir.

Tablonun hazirlanmasina gegmeden o6nce temel degiskenler secilmelidir. Her
esitlikte bir aylak degisken olmasi ve esitliklerin sag taraflarinin pozitif olmasi bulanacak
temel ¢6zlimiin uygun (feasible) olacagini belirtir. Degisken sayisi 4, esitlik sayis1 2
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oldugundan 2 tane degiskeni temel olmayan degisken olarak se¢ip onlara sifir degeri
atanir. Temel degiskenleri segerken esitliklerde katsayis1i 1 olanlar1 se¢mek kolaylik
saglayacaktir. Bu durumda X; ve X, sifir kabul edilerek temel ¢6ziim olusturulur. Verilen
dogrusal programlama modelinde bulunan kisitlar esitlik durumuna getirildiginde
problemin standart hali asagidaki gibi olur. Standart form olusturuldugunda, Simpleks
Yontemin ilk tablosu olusmus olur.

Zonaks = 3.X4 + 2.X5 + 0.5, + 0.5,
2X; +3X, + 1.5, + 0.5, = 30
2X, + X, + 0.5, + 1.5, = 18

X, X,,5,S, =0

Simpleks metodu her adimda en ¢ok kazang¢ saglayacak degiskenin temel degiskenler
grubuna katilmasini ve en az getiri saglayanin temel degisken grubundan ayrilmasi
esasina gore calismaktadir.

Tablo 10.1 Birinci Simpleks Tablo

¢ Temel C; 302010
Degisken | Cozim | X; | X, | Sy | S, | Oran
0 S 30 2 | 3] 1| 0 [30/2=15
0 S, 18 2 | 1|0 | 1]18/2=9|¢
Z 0 olo]| oo
Z—G - 3200

Bu tabloda C, amag¢ fonksiyonunda bulunan temel degiskenlerin katsayilariny,
C; amag fonksiyonu katsayilarini, Coziim ise sag ilk tabloda sag taraf sabitlerini, optimal
tabloda problemin ¢6ziimiini, X ve S’'ler ise problemin degiskenlerini, Z amag
fonksiyonunun her asamada aldig1 degeri, Z; — (j ise indeks satirini olusturur. Tablo
olusturulduktan sonra sira temel degiskenlere girmesi gereken degiskeni se¢meye
gelmektedir. Bu islemi yaparken Z amag¢ fonksiyonundaki katsayisi en biiyiik olan
degiskeni temel degisken gurubuna almak amaglanir. Bunun i¢in tabloda Z; — C;j satirina
bakilarak katsayisi negatif olan bir degisken aranir. Eger birden ¢ok negatif katsayili
degisken varsa i¢lerinden en kiiciik katsayili olani giris degiskeni olarak secilir.

Temele girecek degisken belirlendikten sonra, sira temel degiskenlerden c¢ikacak
degiskeni belirlemeye gelir. Bunu yapmak icin de ayrildiginda en az deger azalisina sebep
olacak degisken aranir. Tabloyu kullanarak bunu yapmak i¢in ¢6ziim stitunundaki
degerleri, giren degisken siitunundaki degerlere bolerek, negatif olmayanlar arasindan en
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kiigik olani secilir. Bu bolme isleminde giren degiskenin siitunundaki negatif ve sifir
degerler isleme katilmaz.

10.2.2.Anahtar Siitun Secimi

Maksimizasyon probleminde, Zj —(; satirindaki negatif sayilarin en kii¢igiiniin
bulundugu siitun anahtar siitundur. Anahtar siitun sec¢imi ile temele sokulacak olan
degisken belirlenir. Bir bagka ifade ile kar1 en yiiksek olan iirtin iiretime sokulur. Benzer
sekilde, minimizasyon problemlerinde Zj — (j satirinda bulunan pozitif sayilarin en

biiytigliniin bulundugu siitun anahtar stitun olarak segilir.

10.2.3.Anahtar Satir Se¢cimi

Anahtar satir belirlenirken, ¢6ziim degerleri segilen anahtar satir degerlerine karsilikli
olarak boliinlir. Cikan sayilardan negatif olmayanlar arasindan en kii¢iik olaninin
bulundugu satir anahtar satir olarak belirlenir.

Simpleks algoritmasi geregi temele yazilan degiskenlerin saginda ve temel degiskenlerin
altinda 1, diger hiicre degerleri 0 olur. Yani birim matris olusur. Tablo 10.1 incelenirse,
gorulur ki, S; ve S, temel degiskenlerin saginda ve yine ayni degiskenlerin altinda birim
matris olusmustur. Diger hiicrelerde ise X; ve X, temel olmayan degiskenlerin katsayilari
bulunur.

Anahtar siitun se¢imi ile temele sokulacak degisken belirlenip, anahtar satir se¢imi ile
temelden ¢ikacak olan degisken belirlendikten sonra sonraki tabloda yine yeni temel
degiskenlerin saginda ve yine ayn1 degiskenlerin altinda birim matris olusumunu
saglamak amac ile asagidaki elementer satir islemleri yapilarak bir sonraki tablo
olusturulur. Bu asamada S, temele girer, X; temel degiskenler arasindan ¢ikarilr.

Anahtar satir ile anahtar siitunun kesisiminde bulunan sayiya anahtar sayi denir.
Anahtar say1 bir sonraki Simpleks Tablonun olusturulmasinda énemlidir. Temele giren X,
yeni olusacak tabloda temel degiskenler arasinda, S, ise temel olmaktan ¢ikarilir. Yeni
temel degiskenlerin katsayilar1 birim matris olusturmamaktadir. Temel degiskenlerin
katsayilarini birim matris yapmak amaci ile; Secilen anahtar satir anahtar sayiya boéliiniir.
Boylece anahtar sayinin bulundugu hiicredeki say: sonraki tabloda 1 olur. Ayni siitunda
bulunan diger elemanlar ise sifirlanir. Bu islem icin elementer satir islemlerinden
yararlanilir. 2. Denklemde zaten X,’'nin katsayisi 1 oldugundan, satir dogrudan yazilir.
ikinci satir belirlenmis olur. ilk satir i¢cin asagidaki elementer satir islemi yapilir.

(2X, + X, + 0.5, + 1.5,)/2 = 18/2
X, + (1/2).X, +0.5; +(1/2).S, =9 (Ikinci satir yazildi)

_2X1 _X2 - 051 - 152 = _18
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0.X; +2.X, + 1.5; — 1.S, = 12 (Ikinci satir -2 ile ¢arpilip birinci satir ile
toplandji, birinci satir olarak yazildi)

Olusan yeni Simpleks Tablo asagidaki gibi olur.

Tablo 10.2 ikinci Simpleks Tablo

¢ Temel C 30 2 010
Degisken | cozim | X, | X, | S; | S, | Oran
0 S 12 0| 2 | 1 |-1] 12/2=6 | <
3 X, 9 1 /05| 0 |05]9/05=18
z 27 31150 |15
Z—G - 0o |-05]0 15
)

2. tabloda Z; — Cj satin1 incelendiginde, hentiz negatif say1 bulunan hiicre oldugundan,
benzer islemler bir kez daha yapilir. Yani anahtar siitun ve anahtar satir islemleri
tekrarlanir. Bir sonraki tabloda, X, temele girecek, S; degiskeni temel olmaktan ¢ikacaktir.
Anahtar say1 ise sec¢ilen yeni anahtar siitun ile yeni anahtar satir kesisiminde bulunan 2

olacaktir.

Tekrar anahtar sayinin bulundugu satir, anahtar sayiya boliiniir. Bu sekilde, temele yeni
giren

X,'nin saginda ve ayni degiskenin altinda 1 olusur. Sonraki tablonun ilk satir1 belirlenmis
olur. X;'nin altinda bulunan diger katsayinin sifirlanmasi igin, birinci satir (-1/4) ile
carpilir, ikinci satirla toplanir ve ikinci satira yazilir. Bu islemlerle yeni temel
degiskenlerin altinda birim matris saglanmis olur.

Tablo 10.3 Optimal Simpleks Tablo

. T?.mel C; 3| 2 0 0
Degisken | cozim | X, | X, S, S,

2 X, 6 0| 1 05 | -0,5

3 X, 6 1| 0 |-025]075
Z 30 3| 2 | 025|125
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Z—G - 0] o | o025 125

Yukaridaki tabloda goruldigu gibi, Zj —C; satirinda negatif sayr bulunan hiicre

kalmadigindan, islemlere son verilir. Optimal ¢6ziim elde edilmis olur.

X; = 6 (A uriniinden 6 tane Uretilecek)
X, = 6 (B uriiniinden 6 tane tretilecek)

S1 = 0 (Birinci kapasite tam kullanilmis olacaktir, atil kapasite sifir)
S, = 0 (Ikinci kapasite tam kullanilmis olacaktir, atil kapasite sifir)

Bu durumda, atélyede liretimden (satistan) elde edilen kar maksimum olacaktir.

Z] =Zmaks = 30

Ornek:

Z,aks = 50X, + 80X,
X, + 2X, < 32

3X, + 4X, < 84
XX, >0

Tablo 10.4 Baslangi¢ Simpleks Tablo

., | Teme c; |s0[80| 0] o0
Degisken | cozim | X, | X, | S | S, | Oran
0 S1 32 1 2 1 0 |32/2=16
0 S, 84 3 4 0 1 |84/4=21| <
Z, o |ofo]|o0]o
z-c [ 50|80 o | o
T
Tablo 10.5 ikinci Simpleks Tablo
G T?.mel C; 50 | 80 0 0
Degisken | cozim | X, | X, | S; | S, Oran
80 X, 16 1/2 1 |1/2| 0 |16/0,5=32
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0 S, 20 1 0 -2 1 20/1=20 | <

Z, 1280 | 40 | 80 | 40 | 0
z-¢ [N 10| 0 |40 | 0
1

Tablo 10.6 Optimal Simpleks Tablo

Temel C; |50[8 | 0| 0

“ | Degisken Cozim | X, | X, | S, | S,

80 | X, 6 | o | 1 |32]-12

50 | x, 20 | 1]0 2] 1
z, 1480 | 50 | 80 | 20 | 10

Z—G -o 0 |20 10

Verilen kisitlar i¢in grafik yontemle bulunan kése nokta ¢dziimleri ise benzer sekilde
asagidaki gibi olur.

P(0,0) = 0,

P(0,16) = 50.(0) + 80.(16) = 1280,

P(28,0) = 50(28) + 80(0) = 1400,

P(20,6) = 50(20) + 80(6) = 1000 + 480 = 1480.

Boylece, Maks Z = Maks P(x,y) = P(20,6) = 1480.
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Uygulamalar
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Uygulama Sorulari

1) Asagida verilen dogrusal probleminin optimum tablosunu simpleks yontemle elde
ediniz. Sadece optimal tabloyu yaziniz.

Z,,=6X, +8X,

3X,+ X,<4
X, +2X,<4
X,,X,20
Cozum:
6 8 0 0
Cj | Temel Degisken |Deger X1 [X2]| $1 S2
6 X1 4/5 1101 2/5 | -1/5
8 X2 8/5 0o|1|-1/5| 3/5
Z; 88/5 | 6 | 8 | 4/5 | 18/5
Gj-Z; 0| 0| -4/5]| -18/5

2) Dogrusal Programlama modelini Simpleks Yontem ile ¢6ztimleyelim.
Zmax = 4Xq + X, + 3X3 + 5X,
3X, + X, + X3 +6X, <20
X1+ X+ X3 +X, <12
2X, + X, +4X; +8X, <30
X1,X2,X3,X, 20

Coziim:

Cozliimin birinci adiminda soru 6ncelikle standart hale getirilir. Bu Amag Fonksiyonuna
her bir kisit denklemi icin bir tane olmak tizere 0 katsayil “S;” aylak degiskenleri
eklenir. Bu degerlerden her biri kisit denklemlerine de eklenir. Kisit denklemleri
esitsizlik yerine esittir olarak ele alinir.

Zmax = 4Xy + X + 3X5 + 5X, + Os, + 0s, + 0s;
3X, + X, + X5 + 6X, + S, = 20

X, 4+ X, +Xs+ X, + S, =12

2X; + X, + 4X5 + 8X, + S5 = 30

Xy, Xy X5, X, = 0

Tablo 10.7 Ornek problemin baslangic tablosu

Amag G 4 1 3 5 0 0 0
Temel

Katsayis1 Cozim | X, | X, | X3 | Xo | S1 | S, S3

0 S 20%* 3 1 1 6** 1 0 0

0 S, 12 1 1 1 1 0 1 0

0 S 30 2 1 4 8 0 0 1
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0 0 0 0 0 0 0 0

-4 -1 -3 -5* 0 0 0

C; satirina yazilan degerler amag fonksiyonuna bagh degiskenlerin katsayilari iken; §j,
S, ve S3 bulundugu satirlarda yer alan sayilar ise her bir aylak degiskenin, yer aldig1
denklemdeki kisitlarin katsayilarini igermektedir. Z; satirin, heniiz sorunun ilk
Simpleks tablosu oldugu ve tretime baslanmadig1 ve kapasitelerin bos kabul edildigini
ifade etmektedir. Tablo olusturulup Z; — C; satir1 hesaplandiktan sonra anahtar siitun
tespiti yapilir. Bu satirdaki sonuglar iginde en kii¢iik negatif deger 5’tir. Bu degerin
bulundugu siitun anahtar sttun olarak alinir. Soru maksimizasyon sorusu oldugu i¢in
en biiylik pozitif deger alinmistir. Eger minimizasyon sorusu s6z konusu olsaydi
sonuglar icerisindeki en biiyiik pozitif degerin bulundugu siitun anahtar siitun olarak
tamimlanacaktir. Anahtar sttun uzerindeki “Z; —C;” degeri (5) sltunda, Kkisit
denklemlerine ait katsayilarin tiimiine boéliiniir ve en kiiciik degerin bulundugu
hiicredeki eleman (6) anahtar eleman; bulundugu satir da anahtar satir secilir.

Ikinci asamanin ilk adiminda, olusturulacak tabloda anahtar satir olarak tespit edilen
“Temel” siitunundaki S; yerine; anahtar siitun olarak tespit edilen “X,” yazilr. ilk
tabloda anahtar satir lizerindeki tiim degerler, anahtar elemana bdéliiniir; elde edilen
sonuglar ikinci tabloda X, satirindaki degerler olarak yazilir.

Tablo 10.8 Ornek problemin ikinci tablosu

Amag G 4 1 3 5 0 0 0
Temel

Katsayisi Xg X, X, X3 X, S S, S3

5 X, 20/6 | 1/2 | 1/6 1/6 1 1/6 0 0

0 S, 26/3 | 1/2 | 5/6 5/6 0 |-1/6| 1 0

0 S3 10/3*| -2 | -1/3 | 8/3** 0 |-4/3| O 1

Z; 50/3 | 5/2 | 5/6 5/6 5 5/6 0 0

Zi —C; -3/2 | -1/6 | -13/6* | O 5/6 0 0

Ikinci asamanin ilk adimu ile sar1 ile gosterilen satir yazilmistir. S,ve S5 satirlarina ait X;
kisitlarinin katsayilari; birinci tabloda bu satirlarda bulunan katsay1 degerlerinin, ikinci
tablonun ilk adiminda (sar1 renkli satir) belirlenen katsayilardan ayni hizadakilerin
birbirlerinden ¢ikarilmasi ile elde edilmistir. Her “Temel” satir i¢in katsayilar
belirlendiginde Z; satir1 ve Z; — C; satir1 tekrar hesaplanarak, birinci tabloda oldugu gibi
sirasiyla anahtar siitun; anahtar eleman ve satir belirlenir. Onceki adimlarda yapilan
tlim islemler optimum Simpleks tablo elde edilinceye (optimum ¢6ziim bulununcaya)
kadar stirdurulir.

Bu siire¢ Z; — C; satirindaki tim degerler 0 veya pozitif olana kadar devam edilir. Bu
kosul maksimizasyon problemi i¢in gegerlidir. Minimizasyon problemlerinde ise Z; —
C; satir1 0 ve negatif degerler elde edilene kadar Simpleks tablosu olusturulmaya devam
edilir. Baz1 kaynaklarda Z; — C; yerine C; — Z; biciminde gortilebilir.
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Ornek soru 4. Simpleks Tablosu (asagida) yapildiginda Z ; — Cj satir degerleri 0 ve daha
kiiglik oldugu icin ¢oziime ulasildigi kabul edilir.

Tablo 10.7 Ornek problemin optimum tablosu

Amag G 4 1 3 5 0 0 0 0
Temel
Katsayisi Cozim | Xz | X; | X, X3 X, S, S, S
4 X, 5 1 [3/10| 0 | 8/5 | 2/5 | 0 0 |-1/10
0 S, 2 0 35| 0 |-9/5|-15]| 1 0 | -1/5
3 X3 5 0 |5/10| 1 |12/10| - 0 1 | 3/10
2/10
Z; 35 5 3/2] 3 10 1 0 1/2
Z —C 0 1 1/2] 0 5 1 0 1/2

Buna gore; X, =5 , X3 =15, S, = 2 birim lretilerek amac¢ fonksiyonu (Z,,.xs) en
biiytik degeri olan 35 birime ulasacaktir.
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde, Dogrusal Programlama modelinin Simpleks Yontemle C6ztiimi, varsayimlari,

¢6ziim asamalar1 gosterilmistir. Ornek olarak bir model maksimizasyon problemi
Simpleks Yontem asamalar kullanilarak ¢oziilmiistiir.
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Boliim Sorular:

1) Sandalye ve koltuk imalati yapan bir mobilyac1 Uretim igin tahta ve boya
kullanmaktadir. Bir sandalye tliretimi i¢in 3 m3 tahta ve 1 kg boya kullanilirken, 1 koltuk
icin ise 4 m3 tahta ve 1 kg boya gerekmektedir. Cesitli nedenlerden dolay1 mobilyacinin
saglayabildigi tahta miktar: giinliik 92 m3 ve boya miktar1 da 20 kg ile sinirhidir. Urettigi
sandalyelerin her biri mobilyaciya 300 TL, koltuklarin her biri ise 400 TL kar
birakmaktadir. Bu bilgiler 1s18inda mobilyacinin amaci miimkiin olan en yiiksek kari
saglayacak uretim bilesimini segmektir. Buna gore soruya ait dogrusal programlama
modelinin amag¢ fonksiyonu hangisidir?

a) Zmax = 275X, + 300X,
b) Zmax = 92X, + 20X,
¢) Zmax = 300X, + 400X,
d) Zmax = 92X, + 300X,
) Zmax = 300X, + 20X,

2) SUHA isletmesi A ve B markalarinda iki tip buzdolab1 liretmektedir. Her bir A marka
buzdolabinin iiretimi i¢in 5 entegre ve 3 dijital ekran ve B marka buzdolab1 i¢in de 2
entegre ve 4 dijital ekran kullanilmaktadir. Kullanilabilir entegre miktar1 1200 adet ve
dijital ekran ise 800 adettir. Uretilecek olan her bir A buzdolabinin net kar1 500 TL ve her
bir B buzdolabinin net kar1 300 TL’dir. Buna gore kar maksimizasyonu problemine iliskin
dogrusal programlama modeli asagidakilerden hangisidir?

a) Zmax = 500X; + 300X, b) Zmax = 500X; + 300X,
5X; + 2X, <1200 5X; + 3X, <1200
3X, + 4X, < 800 2X, + 4X, < 800
X;; X220 X1; X220
c) Zmax = 1200X; + 800X, d) Zpax = 1200X; + 800X,
5X; + 3X,; <1200 5X; + 3X, <1200
2X, + 4X, <800 2X, + 4X, <800
X X220 X1; X, =20

) Zmax = 1200X, + 800X,
5X, + 3X, < 600
2X, + 4X, < 400
Xli XZ =0

3) Maksimizasyon problemi i¢in optimallik kosulu ne zaman gergeklesir?

a) Zj < 0 oldugunda
b) Z; = 0 oldugunda
c) Zj — (; < 0 oldugunda
d) Z; — (; = 0 oldugunda

237



e) Zj — C; = 0 oldugunda

4) Kuguk esittir (a;;X; < b;) bigciminde verilen bir kisit1 esitlik durumuna getirmek i¢in
eklenen degiskene ne ad verilir?

a) Artik degisken
b) Aylak degisken
c) Yapay degisken
d) Esitlik degiskeni
e) Sanal Degisken

5) Biiyiik esittir biciminde (a;;X; = b;) verilen bir kisiti esitlik bicimine doniistiirmede bir
degisken ¢ikarilir. Bu degiskene hangi ad verilir?

a) Yapay degisken
b) Aylak degisken
c) Artik degisken
d) Esitlik degiskeni
e) Sanal Degisken

6) Esitlik biciminde (a;;X; = b;) verilen bir kisiti kanonik formdan standart forma
gecirirken Simpleks algoritmasini ytriitebilmek amaci ile +1 katsayili bir degisken
eklenir. Bu degiskenin ad1 nedir?

a) Yapay degisken
b) Aylak degisken
c) Artik degisken
d) Esitlik degiskeni
e) Sanal Degisken

7) 3x+4y+ 2z <48 seklinde verilen bir kisiti esitlik haline getirmek icin
asagidakilerden hangisi yapilmalidir?

a) Esitsizligin sol tarafina yapay degisken (u,,) eklenir.

b) Esitsizligin sol tarafina dual degisken (y,,,,) eklenir.

c) Esitsizligin sol tarafindan yapay degisken (u, 1) ¢ikarilir.
d) Esitsizligin sol tarafindan artik degisken (s,;1) ¢ikarilir.
e) Esitsizligin sol tarafina aylak degisken (s, ) eklenir.

8) 30x + 20y + 15z = 60 kisit1 hangisinde dogru degisken eklenerek veya ¢ikarilarak
simpleks algoritmasina uygun esitlik haline getirilmistir?

a) 30x + 20y + 15z = 60
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b) 30x + 20y + 15z — s = 60
c) 30x + 20y + 15z —s+u =60
d) 30x + 20y + 15z + s = 60
e) 30x + 20y + 15z +u = 60

9) En buiytikleme (Maksimizasyon) amach bir dogrusal programlama probleminde temele
girecek (¢oziime girecek) degisken nasil belirlenir?

a) Zj — C; satirinda bulunan negatif elamanlardan mutlak degerce en bulyik degerin

bulundugu stitundaki degisken segilir.

b) Z; — C; satirinda bulunan pozitif degerlerden en biiylik degerin bulundugu siitundaki
degisken segilir.

c) Z; — C; satirinda bulunan pozitif degerlerden en kiigtik degerin bulundugu stitundaki
degisken secilir

d) Z; — C; satirinda bulunan negatif olan degerlerden mutlak degerce en kii¢iik degerin

bulundugu sttundaki degisken segilir.
e) Hangi degiskenin secilecegi bilinmez.

10) Asagida verilen dogrusal programlama modelinin baslangi¢ uygun ¢oziimiinde
bulunan temel (basic) degisken ikilisi hangisinde dogru verilmistir?

Zmax = 40X, + 50X, + 0.5; + 0.5,
X, +2X,+ 1.5, + 0.5, = 40
4X, +3X, + 0.5, + 1.5, = 120
X1, X5, 5,5, >0

a) (X1, X3) b) (X1, $1) c) (X2, $1) d) (X3, S3) e) (51, 52)

Cevaplar:

1)c 2)a, 3)d, 4)b, 5)c, 6)a, 7)e, 8)c, 9)a, 10)e
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11. SIMPLEKS YONTEM ( MINiMiZASYON PROBLEMI )
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

11.1. Minimizasyon Probleminin Simpleks Yontemle C6zimi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Simpleks yontem ¢6ziim asamalarini arastiriniz.
2) Simpleks yontemin temelinde bulunan temel ¢6zlimleri inceleyiniz.

1) Simpleks yontem ¢6ziim asamalarini arastiriniz.
2) Minimizasyon problemi ¢6zlim asamalarinin farki nedir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Simpleks Yontemde
minimizasyon problemi
¢6zmek

Simpleks Yontem kullanarak
minimizasyon problemini
¢Ozebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ozerek

Simpleks Yontem
Asamalar

Simpleks Yontem Asamalari

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek
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Anahtar Kavramlar

Simpleks Yontem
Minimizasyon Problemi
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Giris

Dogrusal Programlama modelinde bulunan kisitlar “<” yerine “2” oldugunda,
standart formata gecirildiginde, kisitlara eklenecek degiskenlerin katsayilar1 “—1” olur ve
esitliklerin sag tarafinin pozitif olmasi sarti sebebiyle temel degiskenlerin seciminde
eklenen degiskenler kullanilamaz. Bu durumda bu problemin Simpleks Yontemle ¢6ztiimd,
sisteme yeni yapay degiskenler eklenerek olusturulabilir. Yapay degiskenlerin ¢oziime
etki etmemesi icin, ¢6ziimde bu degiskenlerin 0 olmasinin saglanmasi gerekmektedir.
Bunu yapmak icin amag fonksiyonuna “M” olarak gosterecegimiz ¢ok biiyiik bir katsayu ile
eklenir ve optimum ¢6ziimde sistemin bu degiskenleri 0 yapmasi saglanir.
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11.1. Minimizasyon Probleminin Simpleks Yontemle Coéziimii

Dogrusal Programlama modelinde bulunan kisitlar “<” yerine “2” oldugunda,
standart formata gecirildiginde, kisitlara eklenecek degiskenlerin katsayilar1 “—1” olur ve
esitliklerin sag tarafinin pozitif olmasi sarti sebebiyle temel degiskenlerin seciminde
eklenen degiskenler kullanilamaz. Bu durumda bu problemin Simpleks Yontemle ¢6ztiimd,
sisteme yeni yapay degiskenler eklenerek olusturulabilir. Yapay degiskenlerin ¢6ziime
etki etmemesi i¢in, ¢oziimde bu degiskenlerin 0 olmasinin saglanmasi gerekmektedir.
Bunu yapmak icin amag fonksiyonuna “M” olarak gosterecegimiz ¢ok biiyiik bir katsayu ile
eklenir ve optimum ¢6ziimde sistemin bu degiskenleri 0 yapmas1 saglanir. Asagidaki
ornek iizerinde biitlin adimlar anlatilacaktir.

11.1.1.Dogrusal Programlama Modelinin Kanonik Formdan Standart Forma
Doniisiimii
1. “<” biciminde verilmis ise; model standart forma gegcirilirken, verilen kisitin sol
tarafina S; gibi bir aylak degisken (slack variable) eklenir. Bu eklenen degisken
verilen kisit icin kullanilmayan atil kapasiteyi gostermektedir.

Ornek: Kanonik bicimde verilmis olan dogrusal programlama modelinin herhangi
bir kisit1 asagidaki gibi “<” bigiminde verilmis ise; bu kisit1 esitlik halinde
yazabilmek icin (standart formda yazma) verilen kisita bir aylak degisken (S;)
eklenir.

X; + 2X, <5 (Kanonik form) (Hammadde kisit1)
X, + 2X, + S; = 5 (Standart form) (Hammadde kisit1)
S1: Aylak degisken, kullanilmayan (atil) hammadde miktarini gosterir.

2. “=" biciminde verilmis ise; model standart forma gegcirilirken, verilen kisitin sol
tarafina S;,S;,S5 ... gibi bir aylak degisken cikarilir, uq, u,, u; ... gibi bir yapay
degisken eklenir. Bu eklenen degiskenin birincisi buiyiik olan kismi azaltip esitlik
haline getirmek igin, ikinci eklenen yapay degisken ise Simpleks altyapisi
algoritmay yiirtitebilmek icindir.

Ornek: Kanonik bicimde verilmis olan dogrusal programlama modelinin herhangi
bir kisit1 asagidaki gibi “>" bi¢ciminde verilmis ise; bu kisit1 esitlik halinde
yazabilmek i¢in (standart formda yazma) verilen kisittan (S;,S,, S5 ... ) gibi bir
artik degisken ¢ikarilarak esitlik haline getirilmis olur. Ancak eklenen degiskenin
katsayisi —1 oldugundan (Simpleks yontem geregi eklenen degiskenlerin +1
katsayil1 olmasi gereginden) ikinci bir degisken daha eklenir. Bu da iliretimde

anlami olmayan yapay bir degiskendir. (u,)
3X, +4X, > 12 (Kanonik form)
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3X; +4X, — S; + u; = 12 (Standart form)

Si: Artik degisken, esitligi saglamak amac ile ¢ikarildi, yani (—1) katsay: ile
standart forma getirildi. u; degiskeni ise yapay bir degisken olarak eklendi.

. “=" bigiminde verilmis ise; model standart forma gecirilirken, verilen kisitin sol
tarafina u,, u,, u; ... gibibir yapay degisken eklenir. Bu degisken Simpleks yontem
geregi eklenen (birim matris olusturabilmek icin, degiskenlerin +1 katsayil
olmasi gereginden) eklenir. Bu da iiretimde anlami olmayan yapay bir degiskendir.

Ornek: Kanonik bicimde verilmis olan dogrusal programlama modelinin herhangi
bir kisit1 asagidaki gibi “=" biciminde verilmis ise; bu kisiti dogrudan esitlik oldugu
icin sadece (Simpleks yontem geregi eklenen degiskenlerin +1 katsayili olmasi
gereginden) bir degisken daha eklenir. Bu da tliretimde anlami1 olmayan yapay bir
degiskendir. (uq, uy, uz ... )

5X; +2X, = 15 (Kanonik form)
5X; + 2X, + u; = 15 (Standart form)

u,: Eklenen bu degisken ise yapay bir degiskendir. Sadece Simpleks algoritmasini
matematiksel olarak ytiriitebilmek i¢cin eklenir.

Ornek: Asagida verilen dogrusal programlama minimizasyon problemini Simpleks
Yontem kullanarak ¢oziiniiz.

Zmin = 2Xl +X2
3X, + X, =3
4X, +3X, = 6
X, +X,<4
X, X, =0

Coziim:
Amag Fonksiyonu,

Zmin = 2X1 +X2

Kisitlamalar:

3X, +X, =3 (“="kisit1 oldugu icin u, yapay degiskeni eklenir.)

4X, + 3X, = 6 (“=” durumunda, S; artik degiskeni cikarildi, u, yapay degiskeni eklenir)
X1 +X, <4 (“<” kisit1 oldugu i¢cin sadece S, aylak degiskeni eklenir)

X, X, >0
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Kanonik formda verilmis olan problem ilk olarak standart formda (esitlik kisitlar1) yazilir.
Esitlik haline getirebilmek i¢in 6nceki boliimde de anlatildig: gibi yapilir. Bu doniistiirme
sirasinda verilen kisit a;;X; < b; bigiminde ise, yani esitsizlik < ise, bu durumda sol taraf
daha kiiciik veya en fazla esit oldugu icin s, gibi bir degisken eklenir. Eger verilen kisit
ajXj = b; biciminde bir esitsizlik ise bu defa esitligi saglamak amaci ile sol taraftan bir
Sn+1 gibi bir degisken ¢ikarilir. +1 katsayili degisken bulunmayacagindan, esitlik halinde
verilmis olan denklemlere de u, 4 yapay degiskeni eklenir. Eklenen degiskenin iiretimde
bir anlam1 yoktur. O nedenle optimum ¢o6ziimde, bu eklenen yapay degiskenlerin temel
degisken listesinden ¢ikmis olmasi gerekir. Bunu yapabilmek i¢in diistintilebilen en biiyiik
pozitif bir sayr olan M ile ¢arpilarak amac¢ fonksiyonuna konur. Bu sayede, amacg
fonksiyonu u degiskenlerinin sifir olmamasi durumunda c¢ok biiyliyecektir. Ancak
Simpleks Yontem algoritmasi, problemin optimum ¢6ziimi var ise, bu yapay degiskenleri
temel olmaktan c¢ikaracak ve sifir degeri atanan temel olmayan degiskenler arasina
sokacaktir. (Maksimizasyon problemlerinde ise - M katsayilar ile carpilarak amag
fonksiyonuna konur.) Problem standart forma getirildiginde asagidaki gibi olur.

Amacg Fonksiyonu:

Zmin =2X1+X,—0.5,+ 0.5, + M.u; + M.u,
Kisitlar:

3X;+ X, +u; =3

4X,+3X, =S tu, =6

Xi+X,+S,=4

XerZJul'Sp uz,Sz 2 0

Standart formun dogru olusturulmasiyla, baslangi¢ Simpleks Tablo olusmus olur.

Tablo 11.1 Baslangi¢ Simpleks Tablo

C; 2 1 0 0 M M
Cp Temel
Cozum X1 XZ Sl SZ uq Uy Oran
M u, 3 3 1 0 0 1 0 3/3 <
M u, 6 4 3 1 0 0 1 6/4
0 S, 4 1 1 0 1 0 0 4/1
Z; oM 7™ 4M -M 0 M M
|
7 - G \ IM—2 | 4M—1 -M 0 0 0
A\
)
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Anahtar siitun segilirken Z; — C; satirinda, en buyiik sayinin oldugu (7M — 2) siitun,
anahtar satir ise en kii¢iik negatif olmayan oran sahip (3/3) satir1 anahtar satir olarak
secilir. Dolayisiyla X; temel degisken olacak, u,, temel degisken listesinden c¢ikacaktir.
Anahtar siitun ile anahtar satir kesisiminde bulunan 3 sayis1 anahtar sayidir.

Temelde bulunan uy, yerine X; yazilir. Anahtar satir anahtar say1 olan 3’e béliiniir. Ikinci
satir yazilir. Anahtar sayinin bulundugu hiicre yeni olusturulan tabloda 1 olur. Anahtar
sayinin altinda ve tistiinde kalan 1 ve 3 sayilarini, birim matrise benzetme adina sifir
yapmak amaci ile elementer satir islemleri uygulanir. Simpleks Yontem adimlari
uygulandiginda, elementer satir islemleri sonucunda ikinci Simpleks tablo asagidaki gibi

olur.
Tablo 11.2 ikinci Simpleks Tablo
C; 2 1 0 0 M | M
Cp Temel
Cozum X1 XZ Sl SZ uq Uy Oran
2 X, 1 1 1/3 | 0 0 1/3 | 0 3
M u, 2 0 5/3 | -1 0 47311 | 6/5 | «
0 S, 3 0 2/3 | 0 1 ‘13 ] 0 9/2
5M — 4M
Z; 2M +2 2 M o Mo M .M
3 3
— 5M — ™
7 -G 0 SM_ Mo 7™M |0
3 3
T

edilmesi gereken bir diger olay da problemin en kii¢iikleme problemi oldugudur. Bu
durumda anahtar siitun secimi yapilirken, pozitifler arasinda en biiyiik sayinin bulundugu
stitun giris degiskeni secilirken en kii¢iik olan degil, en bliyiik katsayisi olan secilecektir.
Problem Z; — C; satirinda hig pozitif katsay1 kalmayinca duracaktir.

Benzer adimlar ikinci tablo sonrasinda da yapilirsa, bir sonraki tabloda optimum ¢6ziime
ulastig1 goriliir. Bu sekilde M metodunu kullanarak problem ¢6ziilmiis olur.

Tablo 11.2 Optimal Simpleks Tablo

C; 2 1 0 0 M M
Cp Temel
Cozim X1 X, St S, uy u,
2 X1
0,6 1 0 0,2 0 0,6 -0,2

249



S T L L N L

Optimum Simpleks Tablodan, C6ziim degerleri okunur.

Temel Degiskenler,
X, =006
X2 = 1,2
S, =22

Temel olmayan degiskenler zaten sifir idi. (Simpleks Yontem Algoritmasinin altyapisinda
bulunan temel ¢6ziim mantig1 geregi)

51:
u; =0
u2=0

Bu durumda minimum maliyet
Z min = 2,4

olur. Coziim degerleri incelenirse, u; = 0 ve u, = 0 yapay degiskenleri konu icerisinde
de anlatildig1 gibi tliretimce anlami olmayan degiskenlerdi. Sifir ¢ikmalar1 durumunda
ancak problemin ¢éziimiine ulasilabiliyordu. Iste bu problemin optimum ¢6ziimiinde bu
degiskenler sifirlanmis oldu ve M degerlerinden optimum tabloda (son tabloda)
kurtulmus olundu.

Minimizasyon problemlerini bir diger sekilde, maksimizasyon problemine benzeterek
cozmektir. Verilen minimizasyon probleminde amag¢ fonksiyon katsayilarim1 -1 ile
carparak, biitiin adimlarda maksimizasyon problemi adimlari uygulanir ve son tablodan
problem ¢6zim degerleri okunur.
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Uygulamalar
1) Asagida verilen problemi Simpleks Yontem kullanarak ¢oéziiniiz

Zonin = 30X; + 18X,
2X, +2X, >3
3X, + X, =2
X, >0;X,>0

Verilen dogrusal programlama modelinde bulunan kisitlar

getirildiginde;

Zonin = 30.X; 4+ 18.X, + 0.5, + 0.5, + M.uy + M.u,
2X, 42X, — 1.5, + 0.5, + L.uy + O.uy = 3

3X, + X, 0.5, — 1.5, + 0.uy + Louy =2

X1, X551, S0, us,uy =0

. M| M
o | Temel C; 30 18 0 0
b o
Degisken | cg7iim X, X, s, | s, | Y| %2 | oran
M| 3 2 2 1o [ 1]O0) 30
M U, 2 3 1 0 -1 0 1] 2/3
z, 5M 5M sM | -m | -m | M| M
Z -G -5M—30 sM-18 | -M | -m | M | M
T
) Temel C; 30 18 0 0 MM
b o
Degisken | coziim | X, X, S S, U | U
M Uy 5/3 0 4/3 -1 -2/3 1 1-2/3
18 X, 2/3 1 1/3 0 -1/3 0| 1/3
Z 5/3M+12 | 18 | 4M/3+6 | —M -M M M
7

esitlik durumuna
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Optimum simpleks tablo

M | M
C; 30 18 0 0
Temel
Cp ..

Degisken | = U | U
Cozum X X, S Ss Oran

1 0
M Uy 3 2 2 -1 0 3/2
M U, 2 3 1 0 -1 0 1 2/3

Z; 5M 5M 3M -M | -M | M | M

Zj — G 5M-30 |3M—-18 | -M | —-M | M | M

T

2) Asagida verilen dogrusal programlama modelinin standart forma getiriniz. Baslangi¢
Simpleks tabloyu olusturunuz. Anahtar siitunu ve anahtar satir1 belirleyiniz. Anahtar

elemani bulunuz.

Coziim:
a) Z = 2X, — X, fonksiyonunu

X, +X,<8
5X, + 3X, = 30

Kisitlar1 dogrultusunda minimize ediniz.

Coziim:
Once kisitlar esitlik durumuna getirelim:

X1+X2+S]_:8
5X1+3X2—52+u1=30

Eklenen degiskenlerle birlikte amag¢ fonksiyonu asagidaki gibi olur.

Zmin = 2X1 _XZ + 051 + OSZ +Mu1
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Eklenen degiskenlerle birlikte negatif olmama kosulu:
X1,X5,51,8,u1 =20

Baslangi¢ simpleks tablo:

C; 2 —1 0 0 M
C Temel
b o
Degisken Coziim X, X, S, S, | u; | Oran
M w 30 5 3 0 | -1 | 1 |30/5| &
Z— G 3M+1 0 -M | 0

Anahtar satir Oran siitununda (30/5)’in bulundugu satir.

Anahtar situn Z; — (jsatirinda en blytik pozitif sayinin bulundugu sttun anahtar

stitundur.
(5M - 2)

Anahtar eleman ise, anahtar siitun ile anahtar satirin kesisimindeki eleman (5) degerinin
bulundugu hiicre.

Coziim:
a) Z = 3X; + 2X, fonksiyonunu

3X1 +X2 = 12
4X, + 3X, > 30

Kisitlar1 dogrultusunda minimize ediniz.

Cozum:
Once kisitlar esitlik durumuna getirelim:

ilk kisit zaten esitlik oldugu icin sadece yapay degisken eklenir. ikinci kisit biiyiik esit ()
oldugundan bir artik degisken cikarilir ve bir de yapay degisken eklenir.
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3X1+X2+U1=12
4X1+3X2_52 +u2=30

Eklenen degiskenlerle birlikte amac fonksiyonu asagidaki gibi olur.
Zmin - 3X1 + 2X2 + M.u1 + OSZ + M.uz
Eklenen degiskenlerle birlikte negatif olmama kosulu:

Xy, X5, Sy, up, ty = 0

Baslangi¢ simpleks tablo:

C; 3 2 M 0 M
Temel
Co Degisken
8I9 Cozim X X, uq Sy U, | Oran
M Uuq 12 3 1 1 0 0 | 12/3
M Uuq 30 4 3 0 -1 1 | 30/4
Z; 42M ™™ 4M M -M | M
Zi — G 7M — 3 4M - 2 0 -M | 0
T

Anahtar satir; Oran siitununda (12/3)’in bulundugu satir. Negatif olmayan oranlarin en
kii¢igiinlin bulundugu satir.

Anahtar situn Z; — Cj satirinda en buyiik pozitif sayinin bulundugu siitun anahtar

stitundur.
(7M - 3)

Anahtar eleman ise, anahtar siitun ile anahtar satirin kesisimindeki eleman (3) degerinin
bulundugu hiicre.
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Uygulama Sorulari

Anahtar siitun hangi durumda hangisi olur.
Anahtar satir nasil bulunur.

Anahtar eleman ne ise yarar
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde, Dogrusal Programlama modelinin Simpleks Yontemle C6ztiimi, varsayimlari,

¢6zim asamalar gosterilmistir. Simpleks Yontem yardimi ile minimizasyon probleminin
¢ozimi anlatilmistir.
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Bo6lim Sorular:
1) En kiigiikleme (Minimizasyon) amagh bir dogrusal programlama probleminde temele
girecek (¢6ziime girecek) degisken nasil belirlenir?

a) Z; — (; satirinda bulunan negatif degerlerden mutlak degerce en biiyiik degerin
bulundugu siitundaki degisken secilir.

b) Z; — C; satirinda bulunan pozitif degerlerden en biiylik degerin bulundugu
sutundaki degisken segilir.

c) Z;j — C; satirinda bulunan pozitif degerlerden en kiigiik degerin bulundugu
sttundaki degisken segilir

d) Z; — C; satirinda bulunan negatif olan degerlerden mutlak degerce en kii¢tik
degerin bulundugu siitundaki degisken secilir.

e) Hangi degiskenin secilecegi bilinmez.

2) Dogrusal programlama probleminin Simpleks Yontemle ¢6ziimii yapilirken temelden
cikacak degisken (nonbasic variable) nasil belirlenir?

a) Xy degerleri secilen anahtar stitundaki degerlere karsilikli boliiniir. Bu degerler
arasindan negatif olmayan en biiyik elemanin bulundugu satirdaki degisken
temelden ¢ikarilir.

b) Z; — C; satirinda bulunan pozitif degerlerden en blyiik degerin bulundugu
stitundaki degisken segilir.

c) Xp degerleri secilen anahtar siitundaki degerlere karsilikli boltintr. Bu degerler
arasindan negatif olmayan en kii¢iik elemanin bulundugu satirdaki degisken
temelden c¢ikarilir.

d) Temelden ¢ikacak degisken rasgele segilir.

e) Hangi degiskenin temel degisken olacag bilinmez.

(3-8. Sorular1 asagida standart formda verilen dogrusal programlama problemi ve bu
probleme ait Optimal Simpleks Tablo kullanilarak ¢éziilecektir.)

Zmin = 30.X; +45.X; +X.5; + ®.5; +A.uy
10X; + 12X, + S, = 240
6X; +9X, — S5, +uy =162
X1,X2,851,52,u; =20
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Optlm;;i::lpleks ¢ 10 A5 7 ® A
Cp Temel Coziim X, X, S S, uy
X 5y 24 2 0 1 4/3 | —4/3
45 X, 18 | 2/3 | 1 0 | -1/9| 1/9

Z}':me A
z—¢, B o [ 0o | 0o | -5 [5-M

3) Verilen problemin baslangi¢ tablosunda yer alacak temel degiskenler ve ¢6ziim
degerleri asagidaki siklardan hangisinde dogru verilmektedir.

a) X; =24,u; =162
b) X; =24,X, =18

c) §4 =240,5, = —162
d) S, =240,u; =162
e) X, =20,5, =162

4) Verilen problemin amag fonksiyonunda artik ve yapay degiskenlerin almasi gereken
katsayillar X, ® ve A sirasiyla asagidaki siklardan hangisinde dogru verilmektedir.

a) 0,0 ve —M

b) 0,0 ve M

c) -1,-1veM
d) 1,1veM

e) M,—M ve M

5) A ile gosterilen optimal Z,,;, degeri asagidaki siklardan hangisinde dogru olarak
verilmektedir.

a) 834 b) 810 )42 d)24 e)18

6) Optimal tabloya gore, probleme ait ¢6ziim takimi asagidaki siklardan hangisinde dogru
olarak verilmektedir.

a) X, = 24,X, =45
b) X, = 24,X, = 18
)X, =0,X, =24
d)X,=0,X,=18
e)X, = 18,X, = 18
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7) Optimal tabloda yer alan S; degiskeninin aldig1 deger ve bu degerin yorumu asagidaki
siklardan hangisinde dogru verilmektedir.

a) S, = 24, 1. ksita iliskin kullanilmayan kapasite 24 birimdir.
b) S; = 24, 1. kisita ait kullanilmayan miktar 18 birimdir.

c) S; = 24, 1. kisitin yalmizca 24 birimi kullanilmistir.

d) S, = 18, 1. kisitin yalnizca 24 birimi kullanilmistir.

e) S; = 240, 1. kisit kullanilmamistir.

8) Verilen primal probleme ait dual modelin ¢6ziim degerleri (golge fiyatlar) asagidaki
siklardan hangisinde dogru olarak verilmektedir.

a)Y;=0veY,=-5
b) ¥; =10 veY, =5
c) V=24 veY, =18
d Y, =0veY,=5
e) Y=5veY, =0

9) Bir dogrusal programlama probleminin optimal ¢6ziimiinde, herhangi bir kisita iliskin
aylak degisken sifirdan biiytik bir deger almis ise, bu kapasite;

a) Tam kullanilmistir.

b) Boyle bir durumla karsilasiimaz.

c) Tam kullanilmamistir, atil kapasite bulunmaktadir.
d) Baska ¢Oziimler aranir.

e) Bu ¢6zlim optimal olmaz.

10) Asagida verilen dogrusal programlama modelinin dual probleminde kac¢ kisit
bulunmaktadir?
Zmax = 10X; + 20X, + X3
2X1+3X, + X3 <40
X1,X2,X3>0

a) —1 b) 0 01 d) 2 e) 3

Cevaplar:

1)b, 2)c 3)d, 4)b, 5)b, 6)d, 7)a, 8)d, 9)c 10)e
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12. DUALITE VE DUYARLILIK ANALIZi
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

12.1. Dualite (Ikilik veya ikincil Problem)

12.2. Duyarhlik Analizi

12.3. Amag Fonksiyonu Katsayilarindaki Degisim
12.4. Sag Taraf Sabitlerindeki Degisim
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Duyarlhilik Analizi Ne Zaman Kullanilir?

2) Dual Problem Nedir?

3) Amac Fonksiyonu Katsayilarinin Degisimini Inceleyiniz.
4) Sag Taraf Sabitlerinin Degisimini Arastiriniz.
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Dual problem

Primal Problemin dualini
yazabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak

Golge Fiyat

Golge Fiyatlari
degerlendirebilmek

Okuyarak, Fikir yiiriiterek

Amacg Fonksiyonu
katsayilarinin degisimi

Amag fonksiyonu
katsayilarinin duyarliligin
inceleyebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek

Sag taraf sabitlerindeki
degisim

Sag taraf sabitleri duyarlihigini
inceleyebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ozerek
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Anahtar Kavramlar

Dualite
Duyarhlik
Golge Fiyat

indirgenmis Maliyet
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Giris

Onceki béliimlerde kurulan dogrusal programlama problemleri primal halde verilmisti.
Primal modelden Grafik yontem, Simpleks yontem veya diger yontemlerle ¢6ziim elde
edilmesi isin kolay bir asamasi olup, nispeten zor olan bélim optimal ¢6ziim elde
edildikten sonra yapilan analizlerdir.

Duyarlilik analizi ad1 verilen bu siireg, model parametrelerindeki olas1 degisiklikler
(6rnegin herhangi bir Uriintn birim karinin ya da belirli bir kisita ait eldeki kapasitenin
degismesi ) sonucunda optimal ¢6ziimiin nasil bir davranis gostereceginin incelenmesini
kapsar.
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12.1. Dualite (ikilik veya ikincil Problem)

Dogrusal programlama probleminin simpleks yontemle ¢6ziimiinde zorluklar
yasanabilir. Bazen primal problemin duali alinarak belki bir nebze kolaylastirilabilir. Dual
model simpleks modelin degisik bir bicimde yazilisidir. Eger simpleks yontemde karar
degiskenleri fazla kisitlayici sayisi az olursa, bu modelin duali alinarak ¢6ziime ulagsmakta
kolaylik saglanir.

Dogrusal programlamada her maksimizasyon probleminin minimizasyonu veya her
minimizasyon probleminin bir maksimizasyonu vardir. Bir problemin dualinin duali
alinirsa problemin kendisine esit olur. Bir problemin dualinin alinmasi i¢cin kanonik
formda olmasi1 gerekmektedir. Eger kanonik formda degilse bu hale donistiiriliir.
Problem maksimizasyon amaglysa esitsizliklerin yoni “<” seklinde, problem
minimizasyon amacliysa esitsizliklerin yoni “>” seklinde olmalidir. Problemin bu halde
olmasi onun kanonik formda oldugunu gosterir.

Problemin optimal ¢6ziimii hem primal hem de dual modelde ayn degeri vermektedir.
Eger primal modelde ¢6zlim sinirsiz olursa, dual modelde problemin uygun ¢6zimi
yoktur. Bunun tersi de dogrudur.

12.1.1.Dual Modelin Yazilmasi

Primal modelden dual modele gecerken su kurallara uyulmasi gerekmektedir.
1.Primal modelde amac¢ fonksiyonu maksimizasyon amacliysa dual modelde bu
minimizasyon halini alir. Eger primal modelde amag¢ fonksiyonu minimizasyon
amacliysa bunun duali maksimizasyon halini alir.

2. Primal modeldeki maksimizasyon amacghh problemin kanonik formdaki
kisitlayicilarinin yoni < seklinde iken, dual modelde bunlarin yonii degiserek >
halini alir. Bunun tersi de dogrudur.

3. Hem primal hem de dual modeldeki degiskenlerin tiimii pozitiflik kosuluna
uygun olmaly, negatif olmamahdir.

4. Primal modeldeki kisitlayicilar dual modelde karar degiskeni olmaktadir. Primal
modeldeki karar degiskenleri de dual modelde kisitlayici haline doniismektedirler.
Primal modelde m tane kisit n tane karar degiskeni varsa, problemin dual
modelinde n tane kisit m tane karar degiskeni vardir.

5. Primal modeldeki amag¢ fonksiyonunun katsay1 degerleri dual modelde ihtiyag

vektorii degerlerine doniisiirken, ihtiya¢ vektoriindeki degerler de amacg
fonksiyonunun katsay1 degerleri haline dontismektedir.
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6. Primal modeldeki kisitlayicilarin katsayr matrislerinin transpozesi dual
modeldeki kisitlayicilarin katsay: degerlerini olusturmaktadir.

7. Primal modeldeki bir serbest degiskenin isareti sinirlandirilmamissa, dual
modelde buna karsilik gelen kisitlayici denklem esitlik halinde yazilir. Bunun
tersi de dogrudur. Primal modeldeki problemin duali alindiktan sonra kisitlarin
kanonik formda olmasina dikkat edilerek primal modelde oldugu gibi simpleks
yontem uygulanir.

Ornek:
Primal Model Dual Model
Zmaks = 50X; + 80X, Gmin = 32Y; + 84Y,
X1 +2X,<32 (1) Y, +3Y, =50
3X, +4X, <84 (Y,) 2Y, +4X, = 80
X1,X, 20 Y,,=0

Primal modelle dual modelin sonuglarini karsilastirirsak; dual modeldeki optimal ¢6ziim
primal modeldeki optimal ¢6ziime esittir. Primal problemin optimal tablosundan dual
degiskenlerin aldig1 degerler okunabilir. Dual modeldeki temel olmayan degiskenlerin
Z; — Cj sirasindaki ¢6ziim degerleri, primal modelde bu degiskenlere kars1 gelen temel
degiskenlerin optimal ¢6zim degerini vermektedir. Ayrica dual modeldeki temel
degiskenlerin Z; — C; sira elemanlarindaki ¢6ziim degerleri, primal modeldeki temel
olmayan degiskenlerin optimal ¢6ziim degerini vermektedir.

Ornek:
Asagida verilen primal programlama modelinin dualini yaziniz.
Primal Model:

Zmaks = 60X + 30X, + 20X;

8X, +6X, + X5 <48

4X, + 2X, +3X53 <20

2X1+3X, +X3<8

X1,X5,X320
Coziim:

Dual Model:

Goin = 48Y, + 20Y, + 8Y;
8Y, + 4Y, + 2Y; = 60
6Y, + 2Y, + 3Y; = 30
Y, +3Y, + Y5 = 20
Yy, Yy, Y =0

Ornek:
Asagida verilen primal programlama modelinin dualini yaziniz.
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Primal Model:
Zmaks = 5X1 + 3X, + 4X,
3X; +5X, +2X; <120
8X; +5X, +4X; <160
X1, X0, X5 >0

Coziim:

Dual Model:

Gmin = 120Y; + 160Y,
3Y; +8Y, >5
5Y; +5Y, >3
2Y; +4Y, = 4
Y1,Y5,Y; 20

e Dikkat edilirse, verilen primal problem maksimizasyon ise, duali minimizasyon
problemi olur.

e Primal modelin amag¢ fonksiyonu katsayilar1 dual modelde sag taraf sabitleri
durumuna gelir.

e Ornek olarak, Primal modelde 3 degisken iki kisit var ise, dual modelde iki
degisken 3 kisit olusur.

e Maksimizasyonda genellikle kisitlar < bigiminde bulunurken, minimizasyonda >
olmasi beklenir.

e Primalden duale gegiste, teknolojik katsayilar matrisi transpozesi alinarak yazilir.

Primalin optimum ¢6ziimi var ise dualin de optimum ¢6ziimi vardir.

12.2. Duyarhlik Analizi

Duyarlilik analizi, bir dogrusal programlama probleminde belirlenen katsay1 degerlerinin
degismesinin problemin optimal ¢6ziimi iizerine etkisini incelemektedir. Olusturulan
modeldeki katsayilarin kesin olmadigi ve daha sonraki donemlerde degisime ugrayarak
optimal ¢6ziimi ne derece etkileyecegi incelenir. Bu degisiklik sonucunda optimal
cozimde bir farklilik olacagi gozleniyorsa, problemin yeniden ¢oziilmesi gerekmektedir.
Duyarlilik analizinde amag¢ fonksiyonu ve kisitlayici kosullarin katsayilarindaki ve bir de
sag taraf sabitlerindeki (kapasite vektori) deger degisiklikleri ile yeni bir degisken ve
yeni bir kisit eklenmesi halinde optimal ¢6ziimdeki degisiklik incelenir. Bu béliimde biz
Amag¢ Fonksiyonu katsayilarindaki degisim ile Sag Taraf Sabitlerindeki degisimi
inceleyecegiz.
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Kaynaklarda veya kisitlardaki herhangi bir degisikligin etkilerini, dogrusal programlama
modelini yeniden ¢6zerek bulmak miimkiindiir. Ancak, bu sekilde yeniden ¢6ziim
genellikle gereksizdir. Clinkt ayn1 temel degiskenli farkl bir optimal ¢6ziime ulasmak
miimkiindiir. Iste duyarlilik analizi yeniden ¢éziime gitmeden bu gibi degisikligin etkisini
optimal ¢6zliim tablosundan belirlemeye calisir.

12.3. Amag¢ Fonksiyonu Katsayilarindaki Degisim

Amac fonksiyonundaki katsay1 degerlerindeki degisimin o katsayiy1 tasiyan degiskenin
optimal ¢ozimde olup olmadigina baghdir. Eger degisime ugrayan degisken optimal
coziimde degilse, bu degiskenin katsayisinin yeterli biiylikliikte olmamasindan
kaynaklanmaktadir. Eger bu katsay1 degeri biiyiitiiliip Z; — C; satirindaki degeri sifirdan
kiiciik olacak degere gelirse, bu degiskenin optimal ¢6ziime girmesi gerekmektedir. Bu
durumda optimal ¢6ziim de degisecektir. Ancak bu katsay1 degeri biiyiirse, bunun optimal
¢ozum uzerinde bir degisiklige yol agmayacagi aciktir. Minimizasyon problemi i¢in tersi
durum gecerlidir. Eger degisime ugrayan degisken optimal ¢6zliim icerisindeyse, bu
degiskenin katsayisindaki bir artis optimal ¢6ziim lizerinde herhangi bir degisiklige yol
acmayacaktir. Eger bu degerde bir azalma sonucu degisken optimal ¢oztiimden ¢ikip
yerine bagka bir degisken ¢oziime girecek sekilde bir degisiklik olursa, optimal ¢6ztimde
bir degisiklik olacaktir. Minimizasyon problemi i¢in tersi durum gecerlidir.

12.3.1.Goélge Fiyat

Bir dogrusal programlama modelindeki kisitlayic1 denklemlerin sag taraf degerlerindeki
herhangi bir degisikligin amag¢ fonksiyonu ve ¢6ziim kombinasyonuna olan etkisinin
belirlenmesi islemidir. Simpleks yontem sonucunda elde edilen optimal ¢6zim
tablosundaki her bir degerin bir anlami bulunmaktadir. Ozellikle indeks satirindaki
degerler cok 6nemlidir.

Ornegin yapisal degiskenlerin indeks satirindaki degerleri indirgenmis maliyet olarak
bilinir. Bu degerler, ¢6ziime girmeyen karar degiskenlerinin ¢oziime girebilmesi icin
katsayilarinda yapilmasi gereken minimum degisikligi gostermektedir. Aylak ve yapay
degiskenlerin indeks satirindaki degerleri, ekonomik anlamda golge fiyatlar: veya firsat
maliyetlerini gostermektedir. Eger kaynaklarda bir birim degisiklik yapilirsa, bu
degisimin amag fonksiyonu degerine olan birim etkisi golge fiyatlar kadar olacaktir. Yani,
amag fonksiyonunun degeri gélge fiyat kadar degisecektir. Bu konuyu asagidaki érnekle
aciklamaya ¢alisalim:

Dual problem, verilen bir primal DP probleminden matematiksel islemle tiiretilen yeni bir
DP problemidir. Dual ve primal problemler birbiriyle cok yakin iliskili olup, dyle ki
“herhangi birisinin simpleks optimum ¢6ziimii dogrudan digerinin optimum ¢6ztiimiint
verir.”

Cogu DP problemlerinde, dual problem kisitlarin tipine, degiskenlerin isaretine ve
optimizasyonun anlamina bagh olarak primal problemin cesitli formlari i¢in tanimlanir.
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Bu tanimlar simpleks tablodaki degerlerin yorumlanmasinda zorluga neden olabilirse de,
bunu da 6zellikle dual degiskenlerin isaretleri 6nemli olacaktir.

Simdi primal formlarin tamamini da kapsayan bir tanimi dual simpleks icin yapacagiz.
Buna gore problem primal veya dual simpleks metotlarindan birisiyle ¢ozmeden 6nce DP

problemi standart form sekline getirilmelidir.

Dual problemi standart formla tanimlayarak simpleks tabloya uygunluk da saglanmis
olmaktadir. Buna gore primal problemin genel standart formu;

Amag fonksiyonu:

n
Optimum Z = Z cj X

j=1

Kisitlar:

n
zaUX] =bi i = 1,2,3,...,m
j=1

Negatif olmama kosulu:
X;i=0 j=123,..,n

seklinde tammlanir. Burada n adet degiskeni gosteren X;'ler artik, aylak gercek
degiskenlerde dahil tiim degiskenleri temsil etmektedir. Simdi dual problemi olusturmak
amaciyla primalin katsayilarin1 sematik olarak tabloya yazmamiz gerekir.

Bu tablo asagidaki kurallara gore dualin primalden simetrik olarak elde edilebilecegini
gosterir:

c=[c; ¢ -+ Ca] ; Birim Kkar veya birim maliyetler
X=[X; X, .. Xu] ; Degiskenler

ai;  dpp A1n
A=|%1 Q2 - G| . Teknolojik Matris

an1 an2 Ann
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Ornek:

b=|Dz

by

bm

; Sag taraf sabitleri

Asagida bir maksimizasyonu problemine iliskin model ve optimum ¢6zim tablosu
verilmektedir. Bu optimum sonuglara gore WinQSB programi veya MS Excel Coziicu
(solver) kullanilarak duyarlilik tablosu olusturulmustur.

Zmars = 5X; + X, + 10X;
X, + X5 <100

X, <1
X1, X5, X5 >0

12.3.2.0ptimum Simpleks Tablo

b o
Degisken | cozim | X, [ X, | Xs | Sy | S,
10 X3 100 1 0 1 1 0
1 X, 1 0 1 0 0 1
Z; 1001 10 1 10 10 1
v
Z; — % 5 0 0 10 1
12.3.3.Duyarhilik Tablosu
Karar Birim . Temel
Coziim Toplam | Indirgenmi Minimu | Maksim
Degisken kar/maliye veya
Degeri Katki s Maliyet m Sinir | um Sinir
i t Degil
X 0 5 0 5 Sinirda -M 10
X, 1 1 1 0 Temel 0 M
X3 100 10 1000 0 Temel 5 M
1001
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Sol Sag Golge
Yon Aylak Artik Min Maks
Taraf Taraf Fiyat
C1 100 < 100 0 10 0 M
C, 1 < 1 0 1 0 M

Bu duyarlilik tablosu size problemle birlikte verilecektir. Bu tablonun nasil okunacagi
Onemlidir.

indeks satirinda X, temel degiskeni altinda yer alan 5 degeri indirgenmis maliyet degerini
gostermektedir. Yani X; degerinden 1 birimlik iiretim yapilmasi durumunda amag
fonksiyonunda meydana gelecek degisim 5 birim olacaktir. Soyle ki;

X1=O, X2=1V8X3=100
Bu durumda;
Zmaks = 0.5+ 1.1 + 10.100 = 1001

1 birim X, iiretilmesi yani X;’in ¢6ziime girmesi durumunda Z ks, —5 azalir.
Zmaks = 1001 —5 =996 (Yeni Z,ksdegeri)

Peki bu nasil hesaplanir:

Coziime girmeyen degisken olan X; siitununda X;degiskeni karsisinda yer alan 1 degeri,
X;'in ¢6zlime girmesi durumunda X5 degiskeninde meydana gelecek azalmay1 gosterir.
Yani X3 = 100 idi. Yeni X3 = 100 — 1 =99

Zmaks = 1.5 + 1.1 + 10.99 = 996

12.4.Sag Taraf Sabitlerindeki (b;) Degisim

Kapasite vektoriindeki degisimin optimal ¢oziim ilizerindeki etkisine bakarken golge
fiyatlarina bakmamiz gerekir. Eger kaynaklarda (kapasitelerde yani sag taraf
sabitlerinde) 1 birimlik bir degisim meydana gelirse, bu degisimin amag¢ fonksiyonu
degerine olan birim etkisi golge fiyatlar kadar olacaktir. Yani amag¢ fonksiyonunun degeri
golge fiyat kadar artacak ya da azalacaktir. Bu etkinin miktari, yoni ve sinirlari belirlenir.
Cinkii golge fiyatlar1 b; degerlerine bagh olarak farklihik gostermektedir. Bunun ic¢in
coziimde temel olmayan degisken olup olmadigina bakilir. Eger temel olmayan degisken
c¢oziimde yer aliyorsa, bulundugu denklemde o miktarda fazlalik oldugunu
gostermektedir. Eger degisim miktar1 bu degerden az olursa optimal ¢éziimde degisiklik
beklenmez.

Coziimde bulunan deger kadar yada daha fazla miktarda azalma olursa optimal ¢6zlimde
degisiklik kacinilmazdir. Eger ¢6ziimde temel degisken varsa, o zaman durum biraz
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farklilik gostermektedir. Optimal ¢6ziim tablosunda bulunan ¢6ziim degerlerinin, b;
degeri degiserek isleme girecek olan degiskenin bulundugu siitun degerlerine boliinerek
b; degerindeki degisimin alttan ve tistten sinirlari belirlenir. Eger b; degerindeki degisim,
bu araligin disina ¢ikacak seviyede bir degisimse optimal ¢oziim degisecektir. Aksi halde

optimal ¢6zlim degerinde bir degisiklik kesinlikle olmaz.

Golge Fiyatin bulunmasi

Zmaks + - - +

Zmin - + + -

Kisitin, < ve = olmasi durumunda;

e Sag taraf Sabiti 1 birim artarsa, Z,,,,xs degeri golge deger kadar artar.

e Sag taraf Sabiti 1 birim azalirsa, Z s degeri golge deger kadar azalir.

Kisitin, = olmasi durumunda;

e Sag taraf Sabiti 1 birim azalirsa, Z,,,s degeri golge deger kadar azalir.

e Sag taraf Sabiti 1 birim artarsa, Z,,,s degeri golge deger kadar artar.

12.4.1.indirgenmis Maliyet

Herhangi bir temel olmayan degiskenin indirgenmis maliyeti (reduced cost), degiskenin
temel degisken olmasi (dogrusal programlama probleminin en iyi ¢6ziimiine girmesi) i¢cin
amag fonksiyon katsayisinda yapilacak iyilestirme miktaridir. Eger bir X}, temel olmayan
degiskeninin amac¢ fonksiyon katsayisi indirgenmis maliyet kadar iyilestirilirse, dogrusal
programlama probleminin bir tek en iyi ¢6zlimii olmaz. Alternatif ¢oztimler vardir. Xy, soz
konusu ¢oziimlerden en az birinde temel degisken; en az birinde ise temel olmayan

degisken konumundadir.
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Uygulamalar

Golge fiyat nedir? (Shadow Price)

Indirgenmis maliyet nedir? (Reduced Cost)
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Uygulama Sorulari

1) Asagida modelde primal ve dual modeller dogrudan gorilebilmektedir.
Soldan saga ve yukaridan asagiya biciminde;

Maks Z
Min G X120 X220 X320
X1 X2 X3
y120 y1 8 6 1 < 48
y220 y2 4 2 1.5 < 20
y320 y3 2 1.5 0.5 <8
> 60 > 30 > 20

2) Asagida primal dual iliskileri verilmektedir.

Primal DP (Maks) Dual DP (Min)
Kisitlar Degiskenler
2> <0
< >0

= [saretce sinirsiz

Degiskenler Kisitlar
>0 >
<0 <

[saretce sinirsiz =

3) Asagida bir DP probleminin matematiksel modeli ve optimal ¢6ziim tablosu
verilmektedir.

Maks Z = 5x1 + 2x2 + x3

Kisitlar

X1+ 3x2- X3+ X4 =6,
X2+ X3+ X5 =4,

3x1 +x2 +X6=7,

X1, X2, X3, X4, X5, X6 = 0
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Optimal Simpleks Tablo

Cj
cg | Temel| ° 2 1 0 0 0 Sag taraf
X1 X2 X3 X4 X5 X6
0 X4 0| 11/3] o| 1| 1 |-1/3] 23/3
1 X3 0 1 1 0 1 0 4
5 X1 1] 13 ol of o] 1/3 7/3
C-27 0 -2/3 0 0 -1 |-5/3] Z=47/3
Primal Problem Deal Problem
Maximize Z =rcx, Minimize W = vbh,
subject to subject to
Ax=bh YA =c
and and
x=0. y=0
Primal Problem Dual Problem
in Algebraic Form in Algebraic Form
Maximize Z = 3% + 5x3 Minimize W=4y; +12y; + 18y,
subject to subject to
x = 4 ¥ + 3y3=3
2x; =12 2y + 2y3=5
36 + 2% =18 and
and x =0, ¥y = 0. =0, y2=0, ys = 0.

Primal Problem
in Matrix Form

Maximize Z =13, 5]

subject to

X,
L
| X2

107, 4
02[‘]5 12
3 2 |l%2 18

and

Dual Problem
in Matrix Form

18

0
2} =[3, 5]
2

D1, ¥z ¥31=10, 0, O].

4
Minimize W=[}ﬁ.]r’z,y’3]|:12:|

subject to

W o =

[}-"1,- ¥z, }-"3] |:

and
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde Duyarlilik Analizi ayrintili olarak islenmistir. Amag fonksiyonu katsayilarinin

duyarhilify, sag taraf sabitlerinin duyarliligl, golge fiyat ve indirgenmis maliyet tablosu
tizerinde gerekli yorumlar yapilmistir.
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Boliim Sorular

1) Sag taraf sabitlerinin bir birim arttirilmasiyla olusan kardaki artisa ne denir?

a) Birim fiyat

b) Birim maliyet

c) Golge fiyat

d) Indirgenmis maliyet
d) Duyarhlik

(2. ve 3. Sorular icin bilgi )

Asagida bir dogrusal programlama problemi ve bu problemin Optimal Simpleks tablosu

verilmistir.

Zomin = 320x; + 240x,

8x, + 6x, = 50
4‘X1 + SXZ > 40

X1,%X3 =0
Optimal Tablo C; 320 | 240 0 0
Cy Temel Xg X X, S1 S,
1 0 -0,313 | 0,375
0 1 0,25 -0,5
320 | 240 | -40,16 0
0 0 -40,16 0

2) X, degiskeninin amac¢ fonksiyonundaki katsayis1 (C; = 320) icin degisim aralig

asagidakilerden hangisidir?

a) C; <320

b) C¢; =-320
c) C; < 240
d) ¢; =320

e) ¢; <0

3) ilk kisit 8X; + 6X, > 51 seklinde degistirilirse, asagidakilerden hangisi gerceklesir?

a) Z degeri 40,16 azalr.
b) Z degeri 40,16 artar.
c) Z degeridegismez.
d) Z degeri 320 azalir.
e) Z degeri 320 artar.

4) Bir dogrusal programlama probleminin primali maksimizasyon ise duali ne olur?
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a) Maksimizasyon problemi

b) Hangi tiir problem olacag bilinmez.

c) Minimizasyon problemi

d) Problemin optimum ¢6éziimiine gore degisir.

e) Dual problem primalden bagimsiz olarak her zaman maksimizasyon problemi
olur.

5) Asagida verilen primal maksimizasyon probleminin duali alinirsa kag kisit elde edilir?
Zmaks = 4X1 + 10X,
5X; +4X, <200
X, +2X, <50
X, +X,<20
X,X, 20

a)o0 b) 1 c) 2 d)3 e)4

6) Asagida verilen primal maksimizasyon probleminin duali alindiginda amag fonksiyonu
hangi sikta dogru bicimde verilmektedir?

Zmars = 4X; + 10X,
5X, + 4X, < 200
X, + 2X, < 50
X, + X, <20
X, X, =0

a) Zaks = 4X; + 10X,

b) Gpas = 4Y; + 10,

0) Zoars = 4Y; + 10,

d) Zpaks = 200Y; + 50Y, + 20Y;
e) Gpin = 200Y; + 50, + 20Y;

7) Bir dogrusal programlama probleminin optimal ¢dziimiinde bir kisita iliskin golge
fiyatin 5 ¢ikmasi, o kisitin 1 birim arttirilmasi durumunda karin ne kadar artacagini
belirtir?

a) -5 b) —1 Q)0 d) 5 e) 10

8) Bir dogrusal programlama primal maksimizasyon probleminin duali alindiginda
kisitlar hangi tiir esitsizlige sahip olur?
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a) Kucuktir ( <)
b) Kiiglik esit ( <)
c) Buytiktiir ( >)
d) Biyiik esit ( =)
e) Esittir (=)

9) Bir dogrusal programlama primal minimizasyon probleminin duali alindiginda kisitlar
hangi tur esitsizlige sahip olur?

a) Esittir (=)

b) Kigtktir ( <)
c) Kiigtk esit ( <)
d) Biytiktiir ( >)
d) Biiytik esit ( =)

10) Asagida verilen primal dogrusal programlama probleminin duali hangi sikta dogru
yazilmistir?

Zmax = 2Xq + 3X,

X, + 2X, <5
3X, + 4X, < 8
Xy X, =0
a) Zmax = 2X1 + 3X2 b) Gmin = 2X1 + 3X2
X, + 2X, <5 X, + 2X, <5
3X, + 4X, < 8 3X, + 4X, < 8
Xl, XZZO Xl, XzZO
C) Gmin = 5X1 + 8X2 d) Gmin = 5X1 + 8X2
Y, + 2Y, > 2 Y, + 3Y, > 2
3Y, + 4Y, > 3 2Y, + 4Y, > 3
Yl’ Y220 Yl,Y220
e) Gmin = 5X1 + 8X2
Y, + 2Y, > 2
3Y, + 4Y, >3
Yl; Yz <0

Cevaplar:

)¢ 2)d, 3)b, 4)c 5)c 6)e, 7)d, 8)d, 9)c 10)d

281



13. TRANSPORT PROBLEMLERINDE ATAMA
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

13.1.Transport Probleminin DP ile Modellenmesi
13.2. Ulastirma Algoritmasi

13.3. Kuzeybati Kése Yontemi

13.4. Minimum Maliyetli Atama (Kestirme Dagitim)
13.5. Russel Yaklasim Yontemi

13.6. Vogel Yaklasim Yontemi (Metodu) (VAM)
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Ulastirma probleminde atama yontemleri nelerdir?
2) Siz olsaniz hangi atama yontemini tercih edersiniz?

284



Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Transport Problemi

Ulastirma problemini dogrusal
olarak modelleyebilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢6zerek

Kuzey bat1 kdse yontemi

Kuzey bat1 kdse yontemi ile
atama yapabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek

Vogel Atama Yontemi

Vogel Atama Yontemi ile
atama yapabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ézerek

Minimum Maliyetli Atama

Minimum Maliyetli Atama ile
atama yapabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak,
Ornek soru ¢ozerek
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Anahtar Kavramlar

Kuzey bat1 kdse yontemi
Vogel Atama Yontemi
Minimum Maliyetli Atama
Russel Yontemi
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Giris

Transport Problemi, Dogrusal Programlama probleminin 6zel bir seklidir.
Transport problemleri dogrusal programlama modeli kullanilarak modellenebilir. Bu
modelde iirtinlerin kaynaklardan (fabrika, depo gibi) hedeflere (depo, pazar gibi)
tasinmasiyla ilgilenilir. Buradaki amag¢ hedefin talep gereksinimleri ve kaynaklarin arz
miktarlarinda denge saglarken, diger taraftan da her bir kaynaktan her bir hedefe yapilan
tasimalarin toplam maliyetini minimum kilacak tasima miktarini belirlemektir.
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13.1. Transport Probleminin Dogrusal Programlama ile Modellenmesi
Tasima isleminin cesitli depolar ve pazarlar arasinda yapildigini varsayarsak;

D;: i.depoi =123, ..,m
Pj: j.pazarj = 1,2,3,..,n
X;j: i.depodan j. pazara gonderilen trtin miktari

Cij: i.depodan j. pazara gonderilen irtintin birim tasima maliyeti
a;: deponun arz miktarii = 1,2,3,...,m

b;: pazarin talep miktarii = 1,2,3,...,n

Z;: depo ile ilgili tasima maliyeti

Z: Toplam tasima maliyeti

olarak gosterilebilir. Bu modelin amaci, tiim arz ve talep kisitlarini saglayan, ayrica toplam
tagima maliyetlerini minimum kilan X;; bilinmeyen miktarini belirlemektir.

Toplam tagima maliyeti;

n

m
Z = ZZ Cl] XU = Cll'Xll + C12-X12 + 613.X13 + -+ Cmn.an

i=1j=1
olarak yazilabilir.

Ayrica her bir depodan gonderilen iirtinlerin toplaminin o deponun kapasitesine ve her
bir pazara ulastirilan toplam miktarin da o pazarin talebine esit olmasi kisitlar
saglanmalidir. Buna gore depo kisitlari i¢in;

X11 +X12 + X13 + .- +X11’l = aq
X21 +X22 +X23 + - +X2n =a,

Xml +Xm2 +Xm3 + .- +an = am
yani,

Xij= a
1

n
]:

pazar kisitlari icin de;
X11 +X21 +X31 + .- +Xm1 = bl
X12 +X22 +X32 + .- +Xm2 == bz

Xln +X2n +X3Tl + A + an - bm
yani,
21 Xij = b;

denklemleri yazilabilir. Boylece amag¢ denklemi ve kisitlar su sekilde yazilabilir;
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7 = (i=12,...mj=1,2, ,n)
i=1j=1
n
ZXU: a; (l:1,2, ,m)
j=1
m
in,: by (G =12....n)

Ornek:

Gliney Tasimacilik Sirketi tic depodan li¢ pazara kamyonlarla iiriin tasimaktadir. Arz ve
talep miktarlar1 (kamyon sayisi cinsinden) esit olup, farkli rotalardaki kamyon basina
ulastirma maliyetleri, depolarin arzlar1 ve pazarlarin talepleri asagida verilmistir.
Depolarla pazarlar arasindaki tasima maliyetlerini minimum kilan tasima miktarlarini

belirleyiniz.
_ Satis Merkezlerinin Talep Miktarlari
Depo1 | Depo?2 | Depo 3 Pazar 1 | Pazar 2 | Pazar 3 | Pazar 4
15 25 10 5 15 15 15
Depolardan Pazarlara Birim Tasima Maliyetleri
Pazar 1 | Pazar 2 | Pazar 3 | Pazar 4

Depo 1 10 2 20 11
Depo 2 12 7 9 20
Depo 3 4 14 16 18

Problemin dogrusal programlama modeli ise asagidaki gibi olur.

Amac fonksiyonu;

Zoin = 10Xy + 2X15 4 20Xy3 + 11X, + 12X51 + 7X50 + 9Xo3 + 20X,, +
+ 4X3y + 14X5, + 16X33 + 18X,

Arz kisitlari;
X117+ X+ X3+ X, =15
X1+ Xop + Xog + Xy, =25
X34+ X35 + X33+ X34, = 10
Talep kisitlary;
Xi1+X,1+X31=5
Xip + Xpp + X3, =15
X3+ Xy3+ X33 =15
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X14 + X24 + X34, = 15

Xij=0 (i=12,..mj=12,..,n)
Ug depodan yapilan arzin dért pazarin talebine esit olmasi sebebiyle kisitlarin tiimi
esitlik halindedir. Toplam arzin toplam talebe esit olmadig1 durumda ulastirma modeli
"dengelenmemistir". Dengelenmemis bir model "hayali" depolar ya da pazarlar eklenerek
dengelenmis hale getirilmelidir. Problemimiz dengelenmis bir ulagtirma modelidir.

Pazarlar
P1 P2 P3 P4 DePO .
Kapasiteleri
D1 10 2 20 11 15
Depolar D2 12 7 9 20 25
D3 4 14 16 18 10
Pazar | g 15 15 15 50
Talepleri

Problemimiz dengelenmemis arz ve talep miktarlarina gore olsaydi, 6rnegin;

Depo Kapasiteleri Pazar Talepleri
D1 D2 D3 P1 P2 P3 | P4
15 25 30 5 15 15 15

seklinde arzin talepten biiyilik oldugu dengelenmemis bir problemi dengelenmis hale
getirmek icin ulastirma maliyetleri 0 olan hayali bir pazar eklenir.

Pazarlar
Depo

P1 P2 P3 | P4 PY , ,
Kapasiteleri

D1 10 2 20 11 0 15

D2 12 7 9 20 0 25

Depolar
D3 4 14 16 18 0 30
Pazar
| 5 15 15 15 20 70
Talepleri

Benzer sekilde talebin arzdan biiyiik oldugu durumda ise hayali bir depo ekleyerek
problemi dengelenmis hale getiriyoruz:
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Depo Kapasiteleri Pazar Talepleri
D1 D2 D3 P1 P2 P3 P4
15 25 10 5 15 15 35
Pazarlar
Depo
P1 P2 P3 P4 . .
Kapasiteleri
D1 10 2 20 11 15
D2 12 7 9 20 25
Depolar
D3 4 14 16 18 10
DY 0 0 0 0 20
Pazar
. 5 15 15 35 70
Talepleri

13.2. Ulastirma Algoritmasi

Ulastirma algoritmasi simpleks yonteminin adimlarini aynen takip eder, fakat normal
simpleks tabloyu kullanmak yerine, ulastirma probleminin 6zel yapisinin avantajini
kullanarak algoritma daha uygun bir hale getirilir. Ulastirma algoritmasinin adimlari
simpleks algoritmasiyla paraleldir, yani;

1. Adim : Baslangi¢ uygun ¢6ziimi belirlenir.

2. Adim : Tim temel dis1 degiskenler icinden giren degiskenlerin belirlenir, bunun i¢in
optimallik kosullar1 saglanmahdir.

3. Adim : Mevcut tiim temel degiskenler icinden ¢ikan degiskenler belirlenir, bunun i¢in
uygunluk kosulu kullanilir ve yeni temel ¢6ziim bulunur, 2. Adima déntiliir.

Baslangi¢ Coziimiiniin Belirlenmesi

m depolu ve n pazarli genel bir ulastirma problemi, her depo icin bir tane ve her pazar
icin bir tane olmak lizere m + n sayida kisit denklemine sahiptir. Bununla birlikte
ulastirma modelinin daima dengelenmis olmasi nedeniyle bu denklemlerden biri fazla
(hayali) olabilir. Dolayisiyla modelin m + n — 1 tane bagimsiz kisit denklemi olacaktir.
Bu da baslangi¢ kisit denklemininm + n — 1 temel degiskenden olusmasi demektir.
Ulastirma probleminin temel yapisi, yapay olmayan bir baslangi¢ temel ¢oziimiini
saglayan li¢ yontemden birini kullanmamiza olanak saglar. Bunlar;

1. Kuzeybati kosesi yontemi

2. En diisiik maliyetler yontemi
3. Russel yaklasim yontemi
4.Vogel yaklasim yontemidir.
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Bu dort yontem arasinda olusturduklar1 baslangi¢c temel ¢oéziimiin kalitesi agisindan
farklilik vardir. Genelde, en iyi baslangi¢c ¢oziimiinii Vogel Yaklasim Yontemi, en koti
baslangi¢ ¢ozimini ise Kuzeybati Kosesi Yontemi vermektedir, buna karsilik en az
hesaplama Kuzeybati Késesi Yonteminde yapilmaktadir.

13.3. Kuzeybat1 Kése Yontemi

Yontem tablonun X, degiskeninin yer aldig1 kuzeybatidaki (sol tist kose) hiicrede baslar.
1. Adim : Secilen kutuya miimkiin olan en fazla atama yapilir ve ardindan bu
atanan miktar arz ve talep miktarlarindan ¢ikarilarak diizenleme yapilir.

2. Adim : [leride tekrar atama yapilmasini énlemek i¢in ¢ikarma sonucu 0 arz veya
talebe ulasan satir veya siitun iptal edilir. Hem satir hem stitun 0 degeri almigsa
biri secilerek iptal edilir, iptal edilmeyen 0 degerli satir veya siitun dikkate alinmaz.

3. Adim : Iptal edilmeyen sadece bir satir veya siitun kaldiginda adimlar
durdurulur, aksi halde bir 6nceki islemde stitun iptal edilmisse sag hiicreye, satir

iptal edilmisse bir asagidaki hiicreye gecilir ve 1. Adima doniilir.

Ornegimiz icin Kuzeybati Kosesi Yontemini uygularsak su baslangi¢c ¢oziimiinii elde

ederiz:
P1 P2 P3 P4 DePO .
Kapasiteleri
(10| |2 20 |11
D1 15
5 - (10
D2 (12]1 |7 9 20 ”5
5 - |15 - |5
4 | [14] |16l [18
D3 10
10
Pazar
Talepleri 5 15 15 15 50

13.4. Minimum Maliyetli Atama (Kestirme Dagitim)
Bu yontem en ucuz maliyetli rota iizerine yogunlastigindan daha iyi bir baslangig
¢O6zimu bulmaktadir.

1. Adim: En distk birim maliyetli hiicreye miimkiin oldugunca fazla atama

yapilarak baslangi¢ ¢6zlimii olusturulmaya baslanir (maliyetlerin esit olmalari
durumunda bu hiicrelerden rastgele birine 6nce atama yapilir).

292



2. Adim: Arz ve talep miktarlar: diizenlenir ve yapacagi atama tamamlanan satir
veya sltun iptal edilir. Hem satir hem siitun 0 degeri almigsa biri segilerek iptal
edilir, iptal edilmeyen 0 degerli satir veya stitun dikkate alinmaz.

3. Adim: Iptal edilmemis hiicreler icinden en diisiik maliyetlisi bulunur ve siire¢
bu sekilde iptal edilmeyen bir satir veya siitun kalincaya kadar tekrarlanir.

Ornegimiz icin En Diisiik Maliyetler Yontemini uygularsak su ¢oziim elde edilir:

Depo
P1 P2 P3 P4 : :
Kapasiteleri
|10 2 20 |11
D1 15
15
0 15 10
- 4 (14| M6/ |18 -
5 5
Pazar
. 5 15 15 15 50
Talepleri

13.5. Russel Yaklasim Yontemi

Oncelikle satir ve siitunlarin maksimum degerleri bulunur, ardindan yeni hiicre
degerleri hesaplanir. Yukarida verile 6rnek icin Russel Yaklasimi kullanilarak asagidaki
dagitim tablosu olusturulmustur.

Pj Depo Satir
. P1 P2 P3 P4 . .
Di Kapasiteleri| maks.
[ 10 | 2 | 20 | 11
D1 15 20
[ 12 | 7 | 9 | 20
D2 25 20
[ 4 | 14 | 16 | 18
D3 10 18
Pazar
; 5 15 15 15 50
Talepleri
Siitun
12 14 20 20
maks.

Yeni hiicre maliyet degeri = Satirmaks + Siitunmaks - Asil hiicre maliyeti degeri
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Yeni tablodaki en yiliksek maliyetli hiicreye miimkiin olan en fazla atama yapilir:

Depo Satir
P1 P2 P3 P4 : 3
Kapasiteleri| maks.
- 22 | 32 | 20 | 29 15
20
20 27 31 20
D2 [20] | | | ae
20
26 18 22 20
p3 [26] | | | o
18
Pazar
. 5 15 15 15 50
Talepleri
Sat
Htun 12 14 20 20
maks.

Depo Satir
P1 P2 P3 P4 . .
Kapasiteleri| maks.
| 22 | 32 | 20 | 29
D1 0 20
15
[ 20 | 27 [ 31 [ 20
D2 25 20
| 26 | 18 | 22 [ 20
D3 10 18
P
mr g 0 15 15 50
Talepleri
Situn
12 14 20 20
maks.

0 degerini alan satir veya slitun iptal edilir, satirmaks, stitunmaks ve yeni hiicre degerleri

yeniden hesaplanir:

Depo
P1 P2 P3 P4 . .| Satir maks.
Kapasiteleri
| 20 | 27 | 27 | 20
D2 10
0 15 20
| 26 | 18 | 18 | 20
D3 10
18
Pazar
5 0 0 15 50
Talepleri
Stitun
12 14 16 20
maks.
Depo Satir
P1 P4 . .
Kapasiteleri| maks.
| 20 | 20
D2 10 20
| 26 [ 20
D3 5 18
5
P
g 15 50
Talepleri
Stitun
12 20
maks

294



Depo
P4 , . | Satir maks.
Kapasiteleri
20
D2 I— 0 20
10
18
D3 5 I— 0 18
Pazar Talepleri 0 50

Stitun maks

20

Bu adimlar sonunda asagidaki dagitim tablosu elde edilmis olur.

P1 P2 P3 P4 Depo
Kapasiteleri
| 10 | 2 | 20 | 11
D1 15
15
| 12 | 7 | 9 | 20
D2 25
0 15 10
D3 | 4 | 14 | 16 | 18 10
5 5
Pazar
Talepleri 5 15 15 15 50

Hiicrelere atama yapildiktan sonra elde edilen dagitim tablosuna gore toplam maliyet:
Z =54+ 152 + 0.7 + 159 + 10.20 + 5.18 = 475
para birimi olur.

13.6.Vogel Yaklasim Yontemi (Metodu) (VAM)
Vogel Atama Yontemi, Minimum Maliyetli Atama Yonteminin gelistirilmis hali olup,
genelde en iyi baslangi¢ ¢ozliimiinii vermektedir.

1. Adim: Pozitif arzh (talepli) her satirdaki (stitundaki) en kii¢iik birim maliyeti
ayni satirin (stitunun) ikinci en kiiglik birim maliyetinden ¢ikararak farklar satiri
ve farklar siitunu olusturulur.

2. Adim: Satir ve siitun ayrimi yapmadan, farklar satirinda ve siitununda bulunan
sayilar biiylikten kiiciige dogru siralanir (esitlik halinde biri segilir). Daha sonra bu
siralamaya gore satir veya siitunlarda bulunan en kiiciik maliyete sahip hiicreye
arz ve talep kisitlarina gore atama yapilir. Bu satir veya siitundaki en diisiik
maliyetli hiicreye yapilabilecek en fazla miktarda atama yapilir. Kalan arz ve
talepler hesaplanir ve sifirlanan satir veya siitun iptal edilir (Ayni anda sifirlanan
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satir ve siitun varsa sadece biri iptal edilir, kalan satira (siituna) sifir miktarda arz
(talep) atanur.

3. Adim:

a)
b)

c)

d)

Iptal edilmemis arz ya da talebe sahip tam bir satir (siitun) kalinca durulur.
Iptal edilmemis pozitif arzli (talepli) bir satir (siitun) kalmissa, en diisiik
maliyetler yontemiyle satirdaki (stitundaki) temel degiskenler belirlenir ve
durulur.

Iptal edilmemis satir ve siitunlarin tiimii sifir arz ve talebe sahipse, en diisiik
maliyetler yontemiyle sifir temel degiskenler belirlenir ve durulur.

Aksi halde 1. adima gidilir.

Ornegimiz icin En Diisilk Maliyetler Yontemini uygularsak baslangic ¢6ziimiinii su
adimlarla elde ederiz:

1. Adim:

Depo Farklar
P1 P2 P3 P4 . ; -
Kapasiteleri| Siitunu
| 10 | 2 | 20 [ 11
D1 15 10-2=8
| 12 | 7 | 2 [ 20
D2 25 9-7=2
4 | 14 |16 | 18
D3 10 14-4=10
P
azr g 15 15 15 50
Talepleri
Farklar
10-4=6 | 7-2=5 | 16-9=7|18-11=7
Satin

2. Admm: 3. satir en biiytlik farka sahip oldugu icin bu satirdaki en diisiik maliyetli
sahip D;P; hiicresine 1. siitunun talebi 5, 3. satirin arzi 10 oldugu i¢in 5 birim
atanir. Arz ve taleplerde diizenleme yapilirsa 1. siitunun talebi 0, 3. satirin arzi 5
birim olur. Bu durumda 1. siitun iptal edilir ve cezalar yeniden belirlenir:

Depo Farklar
P1 P2 P3 P4 , : =
Kapasiteleri | Sttunu
| 10 | 2 | 20 | 11
D1 15 11-2=9
| 12 | 7 [ 9 | 20
D2 25 9-7=2
| 4 | 14 [ 16 | 18
D3 5 5 16-14=2
Pazar
) 0 15 15 15 45
Talepleri
Barkian - 7-2=5 |16-9=7| 18-11=7
Satir

En yliksek ceza 1. satirda oldugu i¢cin en diisiik maliyet olan x12'ye 15 birim atanir, boylece

arz1 ve talebi ayni anda sifirlamis olur. Burada rastgele olarak satir veya siitundan biri
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iptal edilir (1. satir iptal edilmistir) kalan slituna O talep atanir ve cezalar yeniden
hesaplanir:

Depo Farklar
P1 P2 P3 P4 : . ,
Kapasiteleri| Situnu
D1 10 | 2 [ 20 11 o _
15
12 7 9 20
D2 \— 0 ‘ ‘ ‘ 25 9-7=2
4 14 16 18
D3 5 ‘ ‘ ‘ 5 16-14=2
P
@ g 0 15 15 30
Talepleri
Farklar
= 14-7=7116-9=7| 20-18=2
Satiri

En yiiksek cezaya sahip 3. siitundaki en dusiik maliyetli X,; hiicresine 15 birim atama

yapilir, boylece 3. siitunun talebi sifirlanirken 2. satirin arzi 10 birim kalir ve bu slitun da
silinir:

P1 P2 P3 P4 Depo Farklar
Kapasiteleri| Sttunu
| 10 | 2 [ 20 | 11 0 B
D1 15
| 12 | 7 IE | 20 i B
D2 0 15
| 4 | 14 | 16 | 18 5 _
D3 5
Pazar 5 5
Talepleri 0 0 0 1 1

3. Adim : iptal edilmemis olan 4. siitunda en diisiik maliyetler yéntemine gore kalan arz
ve talebe gore atama yapilir:

P1 P2 P3 P4 Depo Farklar
Kapasiteleri| Siitunu
[ 10 | 2 [ 20 | 11
D1 0 -
15
[ 12 [ 7 E [ 20
D2 0 -
0 15 10
4 [ 14 [ 16 [ 18
D3 0 =
5 5
Pazar
Talepleri 0 0 0 0 0
Farklar _ _ _ _
Satirt
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boélimde Ulastirma problemlerinin dogrusal olarak modellenmesi, Ulastirma

modellemede Atama Yontemleri anlatilmistir. Minimum Maliyetli Atama Yontemi, Vogel
Atama Yontemi, Russel Atama Yontemi ayrintili olarak incelenmistir.
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Bo6lim Sorular:
1) Asagida verilen transport problemi i¢in Minimum Maliyetli Hiicre Yontemi (Kestirme
Dagitim Yontemi) kullanilarak atama yapilir ise; hangi hiicreye ilk atama yapilir?

PPl p1 | p2 | p3 a
D
D1 | 5 | 3 | 7 60
4 6
D2 2] | | 40
b; 30 | 20 | s0 Lo
100
a) D1-P1 b) D1-P2 ¢) D2-P1 d) D1-P3 e) D2-P3

2) Asagida yapilan dagitim planina gore transport maliyeti ka¢ olur?

Pl opr | p2 P3 aj
Di
D1 E : 7 60
20 40
2 4 6
D2 40
30 10
by 30 | 20 | s0 -
100
a) 400 b) 460 c) 500 d) 600 e) 900

3) Asagida verilen ulastirma tablosunun Kuzey Bati Késesi Yontemi ile bulunan Olurlu
Baslangi¢ Coziimi’ niin degeri kagtir?

ISTANBUL | iZMiR | ANTALYA | TALEP
DENIZLi 8 B 10 150
7 11 11
BURSA 175
4 5 12
ADANA 275
ARZ 200 100 300 600
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a) 6355 TL
b) 11.500 TL
c) 5875 TL
d) 3450 TL
e) 5295 TL

4) Asagidaki ulastirma problemlerinin matematiksel olarak ifade edildigi semboller ve

aciklamalarindan hangisi yanhstir?

a) i :uretim (talep) merkezi

b) j : tiikketim (talep) merkezi

c) S;: i. Uretim merkezinin kapasitesi
d) D;: j. Tiketim merkezinin talebi

e) ¢ L. Uretim merkezinden j. Tiiketim Merkezine 1 birim {iriin gondermenin maliyeti

5) Asagidaki yontemlerden hangisi ulastirma problemlerinde baslangi¢ ¢oziimiini

bulmak i¢in kullanilmaz?

a) Kuzey-Bat1 Kose Yontemi

b) En Az Maliyetli Hiicreler Yontemi

c) Sira veya Siitun En Kii¢liigi Yontemi
d) Vogel Yaklastirma Yontemi

e) Sira veya Siitun En Buyugi Yontemi

6) Asagida verilen ulastirma tablosunun En Az Maliyetli Hiicreler Yontemi ile bulunan

Olurlu Baslangi¢ Coziimuniin degeri kactir?

Pazar
X Z Arzlar
Depo
A 10
B 10
C 10
Talepler 10 15 30

a) 50 TL
b) 60 TL
c) 70 TL
d) 80 TL
e) 100 TL
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7) Kuzey-bati, Vogel, Russel ve Minimum Maliyetli Hiicre Atama (Kestirme Dagitim)
yontemlerinden hangisi kullanilirsa genellikle optimum ¢6ziime daha ge¢ ulasilir?

a) Vogel Atama Metodu

b) Russel Atama Metodu

c) Kestirme Dagitim

d) Minimum Maliyetli Hiicre
e) Kuzey Bat1 Kose Yontemi

8) Ulastirma Probleminin ¢6ziimiine baslayabilmek icin asagidaki varsayimlardan hangisi
gecersizdir?

a) Her bir tiretim merkezi ile her bir tiiketim merkezi arasinda bir birim malin kaca
tasinacag bilinmeli

b) Her bir iiretim merkezi ile her bir tiikketim merkezindeki toplam miktar tam olarak
bilinmeli.

c) Modelde kullanilan tiim bilgiler ve probleme konu olan mal ve hizmetler, biitiin liretim
ve tiiketim merkezleri i¢in ayni birim ve homojenlikte tanimlanmis olmal.

d) Modelde kullanilan tiim bilgiler ve probleme konu olan mal ve hizmetler, biitiin liretim
ve tiiketim merkezleri i¢in ayr1 birim ve heterojenlikte tanimlanmis olmali.

e) Uretim merkezlerinden dagitilacak toplam miktar, tiiketim merkezlerince istenen
toplam miktara esit olmal..

9) Asagida verilen transport problemi i¢cin Kuzey Bati Yontemine gore atama yapilir ise;
D1'den P1’e kag iirtin gonderilmistir?

PPl p1 | p2 | p3 a
D
D1 > s 12 60
4 6
D2 z | 40
by 30 | 20 | s0 -
100
a) 20 b) 30 c) 40 d) 50 e) 60

10) Asagida verilen transport problemi icin Vogel Atama Metodu (VAM) kullanilarak
atama yapilir ise; hangi hiicreye ilk atama yapilir?
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Pil p1 | p2 ai

D, P3

5
D1 2 21 60
4 6
D2 < 40
by 30 | 20 | 50 e
100
a) D1-P1 b) D1-P2 ¢) D2-P1 d) D1-P3

Cevaplar:

1)c, 2)b, 3)e 4)a, 5)e 6)d, 7)e 8)d, 9)b, 10)d

e) D2-P3
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14. TRANSPORT PROBLEMINDE OPTIMALLIK TESTLERI
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

14.1. Atlama Tas1 (Bos Hiicre Cevrimleri)
14.2. MO-DI (Modified Distribution) Yéntemi
14.3. Ulastirma Problemlerinde Dejenerasyon
14.4. Yasaklanmis Yol Problemi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular

1) Atlama tasi1 yontemi nedir?
2) Bos hiicre ¢evrimleri nasil ¢izilir? Internetten arastiriniz.
3) MO-DI yénteminin asamalari nelerdir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Bos hiicre ¢evrimlerini

Atlama Tas1 Yontemi olusturabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak

MO-DI yonteminin adimlarini

MO-DI Yontemi uygulayabilmek

Okuyarak, Tekrar yaparak
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Anahtar Kavramlar

Atlama Tas1 Yontemi
Bos hiicre Cevrimleri
MO-Di Yéntemi

307




Giris

Transport problemlerinde atama konusu 6nceki béliimde incelenmisti. Bu béliimde ise
transport problemlerinde yapilan atamanin ne kadar iyi oldugunu, optimum ¢6zim (en
uygun deger) olup olmadig test edilmektedir. Bu test i¢in hangi yontemler kullanilir? Bu
boliimde optimallik testleri detayli olarak incelenmektedir.
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14.1. Atlama Tas1 (Bos Hiicre Cevrimleri)

Baslangi¢ dagitim planinda atama yapilmis X;; miktarlarina "tas", atama yapilmamis yani
tas bulunmayan hiicrelere de "bos hiicre" adi verilir. Ulastirma problemlerinin herhangi
bir kademesinde optimallik kontroliine bos hiicrelerden baslanir. Bu amagla, bos
hiicrelere yapilabilecek mimkiin dagitimlar icin hesap edilecek maliyetlerle tas bulunan
hiicrelerin gosterdigi maliyetler kiyaslanir. Eger bos hiicrelerde daha diuisiik degerli birim
maliyetler varsa ve bu hiicre dagitim yapabiliyorsa, toplam maliyette dists
saglanabilecektir. Bos hiicreye W miktarda birim eklemek demek o hiicrenin bulundugu
satirdaki arzda ve stitundaki talepte W miktarda birim arttirmak demektir. Fakat arz ve
talep kisitlarimiz1 saglamak zorunda oldugumuz icin dengeleme yoluna gidilir ve bos
hiicre cevrimindeki taslarin negatif olanlarindan bu W degeri c¢ikarilirken pozitif
olanlarina W degeri eklenir.

Bos hiicre ¢cevrimi; cevrimi cizilecek bos hiicreden baslanarak, asag, yukari veya yanlara
dogrusal hareketlerle gidilerken, herhangi bir tasa rastlandiginda doksan derecelik
doniisler yapilarak ayni bos hiicreye doniilmesidir. Bu islem yapilirken bazi taslar
atlanabilir veya oklar birbirini kesebilir. Ayrica bos hiicre + olmak tlzere ¢evrim
lizerindeki taslar —, +, — olarak isaretlenir.

Bos hiicrelere ait degerler birim tasima maliyetlerinin verilen isaretler de hesaba
katilarak toplanmasiyla elde edilir. Ornegimizi ele alirsak;

Depo
P1 P2 P3 P4 o
Kapasiteleri
D1 (T)\m (1;2 |20 11 15
|12 |(»]] 7 19 |9 | 20
- l o ~ 15 10 22
() | 4 14 16 |(+)| ] 18
D3 | e | 10
T;izp?;i 5 15 15 15 50

Bos hiicrelere ait degerleri hesaplayacak olursak;
Xi1: +10-4+18-20+7-2=49
Xy1: +12-4+18-20=+6
X351 #14-18+20-7 =49
X131 +20-2+7-9=+16
X331 +16-18 +20-9 =+9
Xiu=4+11-2+7-20 = -4
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14.1.1.Daha Gelismis Céziimlerin Bulunmasi ve Optimallik

Bos hiicrelerle ilgili biitiin degerler hesaplandiginda, bu sonuglara gére maliyetteki en
biiyiik azalmayi bos hiicre degerlerinden en biiyiik negatif degere sahip olan hiicre saglar.
Yani 6rnegimize bakacak olursak X, hiicresi negatif deger aldig1 i¢in ( burada tek negatif
deger cikmistir, birden fazla negatif deger ¢iksaydi mutlak degerce en biiyiik olan negatif
deger secilecekti) maliyette bir azalma saglar. O halde bir sonraki dagitim planinda bu bos
hiicreye atama yapilir:

P1 P2 P3 P4 Depo .
Kapasiteleri
D1 &(_) Ji @ +) g 15
IS-W‘ +W
e[ Eolkx
D2 25
g 15 » 10-W
b3 | IEN ) &5 18l 0
Pazar
Talaplari 5 15 15 15 50

Bir hiicrede negatif atama olamayacagi i¢cin W'nin alabilecegi en biiytik deger 10 birimdir.
Bu durumda yeni atama tablosu;

Depo
P1 P2 P3 P4 , ,
Kapasiteleri
|10 |2 |20 (11
D1 15
5 10
(12 |7 |9 20
D2 10 15 25
D3 4 |14 |16 |18 10
5 5
Pazar
Talepleri 5 15 15 15 50

Optimallik kontrolti i¢in bos hiicre degerleri kontrol edilirse;

X114 =13
X1 =10
X3, =5
X3 =16
X33 =5
Xy =4

degerlerinin hepsi pozitif oldugu icin optimum ¢6ziim elde edilmistir. Yani optimum
maliyet;
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Zanin = 5.4 + 5.2 + 10.7 + 15.9 + 10.11 + 5.18 = 435 Para Birimi
olur.

14.2.MO-Di (Modified Distribution) Yontemi

Atlama tas1 yontemine benzer, ancak bos hiicrelerin degerlemesi islemi burada daha etkin
olarak yapilmaktadir. iki yontem arasindaki asil farki, atlama tag1 yonteminde bos hiicre
degerleri hesaplamak icin ¢cevrimlerden yararlanirken MO-DI yonteminde bu islemin bazi
indeksler yardimiyla yapilmasidir. Yani bu islemde bos hiicreler icin ¢evrimler ¢izmeye
gerek yoktur.

Baslangi¢ tablosu kuzeybati kosesi yontemiyle olusturulur. Satir degerlerini R;, stitun
degerlerini K; gostermek iizere;

Cij = R;+K; (Tasbulunan hiicreler i¢in)
esitliginden yararlanilir. Bos hiicrelere yapilacak dagitimlarin toplam maliyette bir
azalma saglayip saglamayacagi;

Ajj = Cij — R; — K; (Dlizelme indeksi)

ifadesi ile arastirilir. Biitiin diizelme indeksleri pozitif veya 0 olunca optimum ¢6ziime
ulasilmis demektir. Yine ornegimizi ele alacak olursak;

Kl = 10 K2 = 2 K3 = 4‘ K4 = 15
Depo
P1 P2 P3 P4 . .
Kapasiteleri
| 10 | 2 | 20 | 11
R,=0| D1 15
5 10
. | 12 | 7 | 9 | 20 -
2 5 15 5
| 4 | 14 | 16 | 18
R;=3| D3 10
10
Pazar
. 5 15 15 15 50
Talepleri

Zin = 5.10 + 10.2 + 5.7 + 15.9 + 5.20 + 10.18 = 520

Tag bulunan hiicrelerde C;; = R; + K; esitligi kullanilirsa asagidaki degerler elde edilir. Bu

denklem sisteminin ¢6ziilebilmesi icin degiskenlerden birine herhangi bir deger verilir ve
diger degiskenler buna gore hesaplanir. Genellikle R; = 0 olarak alinip ¢6ziime baslanir.

Ci1 icin Ry = O ise 10=0+10 esitliginden K; = 10
Ci, icin R, = O ise 2=0+2 esitliginden K, = 2
C,, icin K, = 2 ise 7=5+2 esitliginden R, = 5
C,3 icin R, = 5ise 9=5+4 esitliginden K3 = 4
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C,4 icinicin R, =5ise  20=5+15 esitliginden K, = 15
C34 icin K, = 15ise 18=3+15 esitliinden R; = 3

Diizelme indeksi A degerleri A;; = C;j —R; — K; denklemi ile bos hiicreler igin

j
hesaplanir;

Az =20—0—4=16
A, =11-0-15=—4
Ay =12-5-10=-3
A3y =4-3-10=-9
Ay, =14—-3-2=9
A3 =16-3—-4=9

Bir sonraki dagitim planina gecerken yapilacak islemler atlama tasindaki gibidir. Yani bos
hiicrelerden mutlak degerce en biiyiik negatif olan esas alinarak, bu bos hiicrenin ¢evrimi
tzerinde islemler yapilir. Buna gore, MO-DI yonteminde her ¢6ziim kademesinde tek bir
cevrime gerek olacaktir. —9 degerine sahip X3; hiicresine atama yapilirsa yeni tablomuz;

P1 P2 P3 P4 Depo
Kapasiteleri
| 10 | 2 | 20 | 11
D1 15
15
| 12 | 7 | 9 | 20
D2 25
0 15 10
D3 | 4 | 14 | 16 | 18 10
5 5
Pazar
Talepleri 5 15 15 15 50

Zin = 5.10 + 15.2 4+ 0.7 4+ 15.9 + 10.20 + 5.18 = 475

Toplam maliyette 520 — 475 = 45 para birimi azalma olmustur. ikinci dagitim plam
yapilirsa yeni tablomuz;

312



K,=1]| K, =2 | K.=4 | K, =15
Depo
P1 P2 P3 P4 . ;
Kapasiteleri
| 10 | 2 | 20 | 11
R,=0| D1 15
15
| 12 | 7 | 9 | 20
R,=5| D2 25
0 15 10
r—3| D3 | 4 | 14 | 16 | 18 10
5 5 5
Pazar
i 5 15 15 15 50
Talepleri

A;=10-0-1=9
A3 =20-0—4=16
Ay, =11-0-15=—4
A;;=12-5-1=6
A, =14—-3-2=9
Az =16-3—-4=9

Yeni dagitim planinda X;, hiicresine atama yapildiginda elde edilen yeni tablo;

P1 P2 P3 P4 Depo
Kapasiteleri
| 10 | 2 | 20 | 11
D1 15
5 10
| 12 | 7 | 9 | 20
D2 25
10 15
D3 | 4 | 14 | 16 | 18 10
5 5
Pazar
Talepleri 5 15 15 15 50

Zinin = 5.4+ 5.2 +10.7 4 15.9 + 10.11 4 0.20 + 5.18 = 435

Yeni ¢6ziim 475 — 435 = 40 para birimi azalma saglamistir. R;, K; ve A;; degerleri yeni
tablo i¢in hesaplanirsa;
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Kl = _3 Kz = 2 K3 = 4 K4 s 11
Depo
P1 P2 P3 P4 , )
Kapasiteleri
| 10 | 2 | 20 | 11
R,=0| D1 15
5 10
| 12 | 7 | 9 | 20
R,=5| D2 25
10 15
k=7 D3 | 4 | 14 | 16 | 18 10
o 5 5
Pazar
. 5 15 15 15 50
Talepleri

Ay =10—-0—(=3) =13
A3 =20—0—4=16
Ay =12-5-(=3)=10
Ay =20—-5—-11=4
Ay, =14—7-2=5
Az =16—-7—-4=5

degerleri bulunacaktir. Diizelme indeksleri i¢cinde negatif deger kalmadigina gére bu
dagitim plani optimum ¢6zlimi gostermektedir.

14.3. Ulastirma Problemlerinde Dejenerasyon

Bir ulastirma probleminin herhangi bir dagitim planinda (m + n — 1) tas bulunuyorsa
her bos hiicre i¢in bir ¢evrim cizilebilir veya biitiin R; ve K; degerleri hesaplanabilir. Bu
kurala uymayan problemlere "dejenere (bozulmus)" denir.

Bu durum iki sekilde olabilir:

1. Tas sayisinin (m + n — 1) degerinden biiyiik olmasi durumuna sadece
baslangi¢ c¢oziimiinde rastlanir. Bunun sebebi baslangic dagitiminin yanhs
yapilmis olmasi ya da problemin yanlis formiile edilmis olmasidir. Bu durumda
baslangi¢ dagitiminin yeniden yapilmasi gerekir.

2. Tas sayisinin (m + n — 1) degerinden kii¢iik olmasi durumunda tas sayisi
islemlerin uygulanabilmesi i¢in yetersizdir. Bu tir dejenerasyona baslangi¢
dagitim planinda veya ¢6zliimiin herhangi bir asamasinda rastlanabilir. Bu tiir
dejenerasyonun giderilebilmesi i¢in 0 degerli bir tas eklenir. Bu tasin eklenecegi
hiicre ise taslarin basamak olusturacak sekilde siralanmasina uygun hiicre ya da
en kiiciik maliyetli hiicre olabilir. Optimum ¢6ziimde bile dejenerasyon bulunabilir.
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14.4. Yasaklanmis Yol Problemi

Pratikte her zaman her bir depodan her bir pazara dagitim yapilmas1 miimkiin degildir.
Ciinkii bazi depolardan bazi pazarlara ulasim miimkiin degildir veya ¢ok pahalidir.
Dolayisiyla bu depolar ve pazarlar arasinda tasima yapma olanagi bulunmaz. Boylece, bu
tiir yasaklanmis yollar, ulastirma problemine yeni sinirlamalar getirmektedir. Ornegin, k.
depo ile . pazar arasindaki tasima Xj; = 0 olmasi istenir.

Boyle bir ulastirma probleminde Simpleks yonteminde kullanilan M degeri ile ayni
manadaki ¢ok yiiksek bir maliyete sahip M degeri atama yapilmasi istenmeyen Xy,
hiicresine birim maliyet olarak yazilir. Birim ulastirma maliyeti M olan bir hiicreye
yapilacak bir birimlik dagitim bile ulastirma maliyetini asirn derecede arttiracagindan
ulastirma problemlerinin ¢6ziim yontemleri bu hiicrelerin bos kalmasini
garantileyecektir.
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Uygulamalar

Uretici Kaynak Tiiketici  Tale
2. Mersin 175 [zmir 100
Kaynak Tiiketici

Ankara [zmir [stanbul
Mersin 7 11 11

Min Z = $6x11 + 8x12 + 10x13 + 7x21 + 11x22 + 11x23 + 4x31 + 5x32 + 12x33
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Uygulama Sorulari

Dogrusal Programlama ile transport problemi modellenebilir mi? diisiiniin...
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Bu Boliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde transport problemlerinin atamasi yapildiktan sonra optimalligini test edecek

yontemler iizerinde durulmustur. Atlama Tas1 Yontemi ve MO-DI Yéntemi ayrintili olarak
incelenmistir.
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Bo6lim Sorular:
1) Bir ¢cimento sirketi, Urettigi cimentoyu 3 farkl tesisten 3 farkli insaat bolgesine liriin
sevk etmektedir. Her li¢ tesise iliskin kapasite verileri ve bu tesislerden istenilen
miktarlar ve birim ulastirma maliyetleri (TL/ton) verilmektedir. Vogel Yaklasimi
kullanilarak atama yapilir ise, ilk olarak hangi hiicreye atama yapilir?

TESISLER X Y Z ARZ

A 8 5 6 120

B 15 10 12 80

C 3 9 10 80

TALEP 150 70 60 280
a)A- X
b)A-Y
c)C-X
dB-7Z
e)C-Y

2) Asagidaki yontemlerden hangisi ulastirma problemlerinde yapilan dagitimin optimal
olup olmadigini test eder?

a) MO-DI Yéntemi

b) Vogel Atama Metodu

c) Russel Atama Metodu

d) Kestirme Dagitim

e) Minimum Maliyetli Hiicre

3) Asagidaki yontemlerden hangisi ulastirma problemlerinde baslangi¢c ¢éziimini
bulmak i¢in kullanilmaz?

a) Kuzey-Bat1 Kose Yontemi

b) En Diisiik Maliyetli Hiicreler Yontemi
c) Satir veya Sttun En Kii¢iigi Yontemi
d) Vogel Yaklasim Yontemi

e) Satir veya Stiitun En Biiytigii Yontemi

4) Asagida verilen ulastirma tablosunun En Diisiik Maliyetli Hiicreler Yontemi ile atama
yapildiginda ilk atama hangi hiicreye gerceklesir?

X

Y

Arzlar

10

11

5




B 6 10
C 12 15
Talepler 12

a)A->X
b)A->Y
c)C-X
dB->~Z
e)C-Y

5) Ulastirma probleminin ¢éziimiinde Kuzey-Bati yontemi kullanilacaksa atama yapmaya
hangi hiicreden baslanir?

a) Sol - alt kdseden baslanir

b) Sag - Ust koseden

c) En yiiksek maliyete sahip hiicreden
d) En diisiik maliyete sahip hiicreden
e) Sol - Ust kdseden

6) Vogel yaklasim yonteminde (VAM) ilk asama asagidakilerden hangisidir?

a) En kii¢iik maliyetli hiicreye atama yapilir.

b) Verilen problemde fark satir1 ve fark siitun stitunu olusturulur
c) En yuksek maliyetli hiicreye atama yapilir

d) Fark satirinda ve siitununda bulunan degerler siraya dizilir

e) Sol iist koseden baslanarak atama yapilir

7) Asagidakilerden hangisi ulastirma problemlerinde bir atama yontemi degildir?

a) Vogel Atama Metodu

b) Kuzey - Bat1 Kése Yontemi

c) MO-Di

d) Russel Atama Yontemi

e) Diisiik Maliyetli Hiicre Atama Yontemi

8) Asagidakilerden hangisi ulastirma problemlerinde optimallik testi icin kullanilan bir
yontemdir?
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a) Vogel Atama Metodu
b) Kuzey - Bat1 Kése Yontemi
c) Russel Atama Yontemi

d) Diistik Maliyetli Hiicre Atama Yontemi
e) Atlama Tas1 Yontemi (Bos Hiicre Cevrimlerinin Cizilmesi)

9) Asagida bir ulastirma problemi verilmektedir. Dejenerasyon (bozulma) durumu
yasanmamasi i¢in ka¢ dolu hiicre olmalidir?

TESISLER P1 P2 P3 P4 | ARZ
D1 8 5 6| 140
D2 15 10 7 12 80
D3 3] 9 10| 80
TALEP | 150 | 70 | 20 | 60 | 300
a) 3 b) 4 Q)5 d) 6 e)7

10) Asagida bir ulastirma problemi verilmektedir. Eger dejenerasyon (bozulma = m +
n —1 dolu hiicre bulunmamasi) durumu yasanmadan 6 hiicreye atama yapilmis ise,
optimallik testi i¢in kac¢ adet bos hiicre ¢cevrimi ¢izilir?

Pazar | P1 P2 P3 P4 | ARZ
Depo
D1 8 3 6 6| 100
D2 5 10 12| 100
D3 4 9 10| 100
TALEP 150 70 20 60 300
a) 4 b) 5 c)6 d)7 e)8

Cevaplar:

1)c 2)a, 3)e, 4)d, 5)e, 6)b, 7)c, 8)e 9)d, 10)c
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