INTEGRAL



BELIRSIZ INTEGRAL

Diferansiyel Kavrami:
f:A = R fonksiyonu her x € A igin turevli ise

Zf00 = f1(x)

ifadesine f(x) fonksiyonunun tirevi denir.

df (x) = f'(x)dx

ifadesine f(x) fonksiyonunun diferansiyeli denir.



Bir fonksiyonun diferansiyeli fonksiyonun tlirevi ile bagimsiz
degiskeninin carpimina esittir.

y = f(x)isedy = f'(x)dx



Ornek 1

Asagidaki fonksiyonlarin diferansiyelini bulalim.

y=x

y =3x% —x



Cozum 1

y = x%ise dy = 2xdx

y = 3x% —xisedy = (6x — 1)dx



INTEGRAL ALMA

Tlrevi f (x) veya diferansiyeli f(x)dx olan fonksiyonu bulma islemine
integral alma denir.

[fx)dx =F(x) +c

biciminde gosterilir.



Buradaki c sayisinin nicin geldigini ifade edelim.
d(x?) = 2xdx
d(x? + 10) = 2xdx
d(x? —1) = 2xdx
d(x? —11) = 2xdx

Goruldugu gibi diferansiyeli 2xdx olan sonsuz tane fonksiyon
yazilabilir. Clinkii x# nin yaninda bulunan sabitin tiirevi O dir.

O halde
[ 2xdx = x*+ ¢

seklinde gosterilir.



Burada;

* C sayisina integral sabiti denir.

. f simgesine integral alma isareti denir.

* F(x) fonksiyonuna f(x) fonksiyonunun ilkeli denir.
* f(x) fonksiyonuna integrant denir.



Not

Integral alma isleminde tirevi alinmis fonksiyonu bulmaya calistigimiza
dikkat edelim.

Baska bir ifadeyle
J f)dx = F(x) + cise (F(x) +¢)’ = f(x) olur.



Ornek 2
[x-f(x)dx =x3—2x%+ 4

olduguna gore, f(x) in esitini bulalim.



Coziim 2

[x-f(x)dx = x3 — 2x°% + 4 ise
x-f(x)=(x3—-2x?+4)

x - f(x) =3x% —4x

f(x) =3x —4olur



Belirsiz Integralin Ozellikler

1) Belirsiz integralin tirevi integranta esittir.

L (Jf@) - dx) = f(x)



Ornek 3
f(x)=[(2x%+ 3x — 5)dx

fonksiyonunun turevini bulalim.



Cozum 3

f(x) = [(2x% + 3x — 5)dx ise

%f(x) =%(f(2x2 + 3x — 5)dx)

f'(x) =2x% +3x —5olur.



Belirsiz Integralin Ozellikler

2) Belirsiz integralin diferansiyeli integral altindaki ifadesidir.

d(f f(x)dx) = f(x)dx



Belirsiz Integralin Ozellikler

3) Bir fonksiyonun diferansiyelinin integrali fonksiyon ile bir c sabitinin
toplamina esittir.

Jd(f(x) = f(x) +c



Belirsiz Integralin Ozellikler

4) Integral icerisindeki sabit sayi carpani integral disina alinabilir.

[k-f(x)dx=k- [ f(x)dx



Belirsiz Integralin Ozellikler

5) Iki fonksiyonun toplaminin veya farkinin integrali, integraller
toplamina veya farkina esittir.

JUF () £ g(x))dx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx



INTEGRAL ALMA

Ornegin:
[-5dx=-5-[1-dx=-5-[x%-dx=-5x+¢
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INTEGRAL ALMA KURALLARI

xl‘|~|-‘t
n-+1

1) Jx“dx= +¢ {n=-1)
1
2) I; dx =In|x|+c
3) Ia“dx=a‘+n
4) ja“dx=i+c (@a>0)
ina
5) Icﬁsxdx=sinx+n

&) Isinxdx =-COSX+C



INTEGRAL ALMA KURALLARI

1 2
2x)dx = dx = | sec® xdx
7) J'{1+tan x)dx j'm j'
=tahx+c¢
[:ﬂ:#{EI{H}.% ve kez}

8) I[Hmtz x) dx = Is:';:-:

=—-CotX+C
(x=kn ve ke z)

= Icua acixdx

o) | I = arctanx+G = -arccotx +¢
1+ X

11}}‘[ :I:-: > = arcsinX+¢=-arccosx+c
- X
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Ornek 4
[(x3 + 4x% + 1)dx

isleminin sonucu kactir?



Gozim 4
[(x3 +4x% + 1)dx = [ x3dx + [ 4x?dx + [ 1dx

x3+1

= Jxdx + 4 [x?dx + [ 1dx =

2+1 0+1

X X
— +
2+1 0+1
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+ C

3 > x4 x3
[(x3 + 4x +1)dx=7+4-?+x+co|ur.



INTEGRAL ALMA YONTEMLERI

1) Degisken Degistirme Yontemi

| f(x)dx integrali daha énce verilen integral alma kurallari ile

alinamiyorsa burada x = g(u) donltsimu yapilarak integral
basitlestirilmis ve verilen kurallardan birine indirgenmis olur. Donisim

yapilirken f(x) fonksiyonu ve dx diferansiyeli u ya bagli yazilr.



| f(x)dx integralinde

x = g(u) donusumui yapilirsa,
x =g(u)isedx = g'(u) - du olur.
[f)dx = [ f(gw)) - g’ Wdu

integrali elde edilir.



Ornek 5

[(Bx + 2)%dx

Integralinin sonucunu bulalim.



Cozum 5

[ (3x + 2)“dx integralinde 3x + 2 = u dénisimi yapalim.

3x + 2 = u ise her iki tarafin diferansiyelini alalim.

d(3x +2) =d(u)

3dx = duve dx = d?u olur.

2+1

Zdu 1 u

1
== [u’du=-=
3 3 2+1

((3x + 2)%dx = 5 (3x + 2)3 + c olur.

'(Bx + 2)%dx = fu

e

e



2) Basit Kesirlere Ayirma Yontemi

f%dx integralini hesaplarken P(x) ve Q(x) polinomlarinin
derecelerine bakilir.

a) der|P(x)] = der|[Q(x)] ise pay paydaya bolindir.
P(x) = Q(x) - B(x) + K(x)

f%dx = [ [B(x) + %‘ dx ifadesine donusturilerek integral alinir.



Ornek 6

f 3x—1 dx

x+1

integralinin sonucunu bulalim.



Cozum 6

-1 | x+1 3x—1 3 4
_ 3x+3 3 X +1 ¥ 41

—4

3X=1 4y — _ Ay = Y
| dx—f[B x+1]dx—3f1dx 4 [ —dx

x+1

3x—1
fx+1 dx =3x —4In|lx + 1| +¢



2) Basit Kesirlere Ayirma Yontemi

f%dx integralini hesaplarken P(x) ve Q(x) polinomlarinin
derecelerine bakilir.

b) der|[P(x)] < der[Q(x)] ise P itadesi basit kesirlere ayirilir.

Q(x)



Ornek 7

[=2—dx

x2-1

integralinin sonucunu bulalim.



Cozum 7/

2 . o .
—_, ifadesini basit kesirlere ayiralim.

2 A B

x2-1  x-1  x+1

2=Ax+1)+B(x—1)
x=1licindA=1
x=-—1licinB =-1

2 = s 2 gy = g — (L
sz_ldx f_x—1+x+1] dx fx—ldx fx+1dx
J = dx =In|lx —1| —In|lx+ 1| + ¢

x2-1



BELIRLI INTEGRAL

f:la,b] = R integrali alinabilen bir fonksiyon olsun.
[ f(x)dx = F(x) + c olacak bicimde F: [a, b] —» R fonksiyonu varsa:

b
f;f(x)dx =F(x)| =F(b)—F(a)dr
a

Bu integralde a integralin alt siniri, b ise integralin Gst siniridir.



Ornek 8
flz 3x“dx

integralinin degerini bulalim.



Cozum 8

[[3x%dx=3-=| =x3| =2°-1%=7olr




Belirli Integralin Ozellikler

f(x) ve g(x) fonksiyonlari [a, b] araliginda integrali alinabilen
fonksiyonlar olsun.

1) Integralde alt sinir ve Ust sInir degeri ayni ise integral sifindir.
ff(x)dx =0
a

2) Integral icinde sabi’%sayl integral dlglng atilabilir.

fk-f(x)dxzkff(x)dx

a



Belirli Integralin Ozellikler

3) Iki fonksiyonun toplaminin veya farkinin integrali, integralleri
toplamina veya farkina esittir.

b b b
f F (%) + g(0)]dx = f FOOdx + j g(x)dx

4) Integralde sinirlar yeg degistirirse, integralin isareti degisir.
a

aff(x)dx = —bff(x)dx



Belirli Integralin Ozellikler

5)a<c<b olmak lzere
jf(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx

seklinde ya2|Iab|I|r



