SUREKLILIK

Bu bélimde streklilik kavrami, stireksizlik, stirekli fonksiyonlarin ézellikleri ile buna iliskin teoremler
ornekler ve grafiklerle agiklanmaktadir.

9.1 Sureklilik ve Siireksizlik Kavramlan

Tanim araliginin bir xo noktasinda taniml fonksiyon f(x) olsun. Eger,

lm £ () = f ()

ise J(x) fonksiyonu x = Xg noktasinda siireklidir denir.

Bu tanim J(x) fonksiyonunun tanim araliginin bir xo noktasinda sirekli olabilmesi igin;
im F{x)=1{
1. T mevcut olmasi

2. f(x)'in mevcut olmasi yani f(x)'in Xo noktasinda taniml olmasi ve,
3. I = f(xo) olmasi gerektigini ifade etmektedir.

Bu kosullardan herhangi biri mevcut dedilse fonksiyon x = xo noktasinda siireksizdir denir. Bu

durumda xg noktasina siireksizlik noktasi adi verilir.

Sarekliligi limit tanimindan yararlanarak da su sekilde tanimlayabiliriz:

e - z[< 52 01dukea ) -l )]

istenildigi kadar kuclk secilebilen pozitif bir reel sayi olmak tzere,

€olacak sekilde £’a bagh bir 6(8) €R* bulunabiliyorsa f(x) fonksiyonu

X = Xo noktasinda siireklidir denir. Tanim araliginin her noktasinda sirekli olan bir fonksiyon bu

aralikta sureklidir.

, NEN, a R (i=1.2....n)olmak Gzere, f(x) = aXx" + @n1x"" +........... +aix +ap tam rasyonel
fonksiyonunun ¥ x € R igin surekli oldugunu gosteriniz.

lim f(x)=lima x_ + lima_ x" '+.+lima X

x—>x0 X—>XO X—>X X—>XO
— n n-1
_anXU + an_IXU + -.-+ ao

=f(x,) olur.

Dolayisiyla tam rasyonel fonksiyonlar ¥xeR icin sureklidir.



- f(x) = sin x fonksiyonun ¥ x€ R igin strekli oldugunu gdsteriniz.

e - x| <8

nx -sinx g

€ €R+ olmak Uzere ( &) oldukca F < ®olacak sekilde 5(5) €R

bulunabilmelidir.
SINK -SINX g o o .
< “esitsizligi trigonometrik oranlarin toplam ve farkinin garpanlara ayrilmasi

Ozelliklerinden yararlanilarak,

. . sin X-X°|cosx+xo
sin X —smx0|=2 | 1)
seklinde yazilabilir.
sin X
-1 $sinx £1 :>| IS1veayr|ca
cos ¥
-1 ﬁcosx£1=>| |$1dir.’V'x€Rigin
. st
x Ssinx £x= | XISxve
cos % o
-x £cos x £x = | | £ x yazilabileceginden
X+x . X-X X-X
coS 211 sin > 0 I 5 0
2 ve
yazilabilir.
(1) esitsizligine donersek,
. X-X X +X X -X
|. . | sif 2°|cos 2°$2| 2°|
sin X -sin X .
ol=> olacagindan,
2 X -XO
sinx -sinx of ¢ 2

< ®olur . Buradan,



Sin X -Sin X X -X
°| < | °| < £elde edilir. Dolayisiyla 6(s_) = £olacak sekilde secilmesi halinde

lim st x = sin x,
X%

Yani fonksiyon ¥ x €R icin streklidir.

im . #hm
e @ 2l PG

i, S0 =7 Go),

ise f(x) fonksiyonuna sagdan siirekli,

lim_J (%) = 7 (%),

i) =% ise f(x) fonksiyonuna soldan siirekli denir.
Ornek:
Iz . x<£1 _ . .
flx) = fonksiyonun X = / noktasinda soldan sirekli oldugunu géseriniz.
x-1. x>1
4 1V N
Jx)

lim f(x)=1lim x=1

x—=1" x=1"

Ve

lim f(x)= lim x-1=0
=1t =1t

lim f(x) # lim {(X)
x=1" =17

lim f(x)=£(1)
Ancak f(1) = 1 olup *>1 dir.

Dolayisiyla fonksiyon x = 1 noktasinda soldan sureklidir.



Teorem :

f(x) ve g(x) ayni aralikta tanimli farkli iki fonksiyon olsun. Bu fonksiyonlar tanim araliginin bir x = X,
noktasinda surekli iseler a, b € R olmak lzere x, noktasinda,

1. a.f(x) + b.g(x) fonksiyonu da sureklidir.
2. f(x) . g(x) fonksiyonu da sureklidir.

fix)
3. &) fonksiyonu da (g(x) = 0 kosuluyla) streklidir.

ispat:

Yukaridaki teoremin ispati limitle ilgili temel teoremlerden yararlanilarak kolayca goésterilebilir.

b x? -3z +1
(x) = X2+1

fonksiyonunun % x € R igin strekli oldugunu gdsteriniz

f(x) = x> - 3x + 1 ve g(x) = x> + 1 fonksiyonlari tam rasyonel fonksiyonlar olup ¥ x< R icin

1 1
-2
sureklidirler. ¥ x €R iging(x) = x>+ 1 0 oldugu igin g(X) X" +1 fonksiyonu da ¥ x €R igin
1 x?-3x + 1
f(x). = .
sureklidir. Strekli iki fonksiyonun carpimiyla elde edilen g(X) X" +1 fonksiyonu da

¥ x €Rigin sureklidir.
9.1.1 Sureksizlik

Sureksizlik kosullarindan herhangi biri mevcut degilse;

p lm o, f(0) =

mevcut
a) f(xo) mevcut fakat £ ™ f(x,) ise

b) f(xo) mevcut degilse,

2 limx_”‘]+ f(x);tlim”_w_ Fx)

a) f(xo) mevcut fakat
lim,,, fGO= £ ()
b) f(xo) mevcut degilse

bu hallerden her birinde fonksiyona birinci neviden siireksiz fonksiyon, x, noktasina da birinci
neviden siireksizlik noktasi denir.

3 ) f(x) mevcut olsa dahi,



im 4 f(x)=e im - f(x)=e
o veya o ise

yani fonksiyonun sagdan ve soldan limitlerinin en az biri x = xo noktasinda sonlu bir dedere sahip
degilse f(x) fonksiyonuna ikinci neviden siireksiz fonksiyon, x, noktasina da ikinci neviden
siireksizlik noktasi denir.

X0

X0

Jxo)
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Xo



X0 X

9.1.1.1 Siireksizlik ile ilgili Ornekler

x? x=2 }
f(x) = 0 5 fonksiyonun sureksizligini inceleyiniz.
X =

( ,A \
).

f(x)

(9]

7
\. 1z : X

lim f(x)= lim x*=4

x—2

fakat
lin%f(x)=4 #0=1(2)

dolayisiyla fonksiyon

X = 2 noktasinda I. neviden slreksizdir.



2x x 20
f(x) = 0 =<0 fonksiyonun surekliligini inceleyiniz.

( ~

Y fx)

lim 2x=0, lim 0=0

x—0* x—=0

dolayistyla
lirgl+ f(x)= linol_ 1(x)=1(0)

fonksiyon x = 0 noktasinda streklidir.

-x-1 x<0
f(x) = fonksiyonun surekliligini inceleyiniz.

x+1 x>0
4 \
ya
Jx)
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lim f(x)= lim x+1=1

ve
lirgl_ f(x)= lirgl_ -X-1=-1

lim {(X) # lim f(x)
x—0* =07

Ayrica fonksiyon x = 0 noktasinda tanimh dedildir. Dolayisiyla bu fonksiyon x = 0 noktasinda I. neviden
sureksiz fonksiyondur.



1
f(x) = — fonksiyonun x = 0 noktasinda streksiz oldugunu gosteriniz.
X

e y‘ D
2
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X ipy

1
l- f ] 1. S =+

ve

1
XLD- (X) xLO' X2 ©

lim £(X) # lim f(x)
=0t x—0"
Ayrica f(0) mevcut degildir. Fonksiyon x = 0 noktasinda II. Neviden sureksizdir.

x+2 x20
fix) =<4 0<% <1 fonksiyonunun sirekliligini inceleyiniz.

x? 1{x

N
fx)




lim x+2=2, lim 4 = 4, f(0)=2

x—0"

lim f(x) # lim £(X) 'dur.
x—0" =0

Ancak

lim f(x)=£(0)
x—0"
oldugundan fonksiyon x = 0 noktasinda soldan sureklidir.

lim 4=4, lim x* =1, f(1)=1

lim £(x) # lim £(x) "du.

Ancak

lim £(x)=£(1)
iy 1"
dolayisiyla fonksiyon x = 1 noktasinda sagdan sureklidir

sin — x =0
f(x) = X fonksiyonunun strekliligini inceleyiniz.
0 x=0
( y f(x)=sin(1/x) Y
r'/_x\
‘ lll -\-‘%--—-ﬂ
T 4
] | \ | f
T / | |
T~ |
\_ )
.1
sin — e[-1,+1]
araliginda, dederler alan bir fonksiyondur. Dolayisiyla

1

— —> +c0
x—>0 X ve X
fonksiyon bu aralik icinde belirli ve sabit bir limite sahip degildir. Bu nedenle de x = 0 noktasinda

streksizdir.



fonksiyonunun x = 0 noktasinda sirekli olup olmadigini inceleyiniz.

f(x)

. sinx
lim =

=0 x

1

dir. Ancak f(0) mevcut dedildir. Dolayisiyla fonksiyon x=0 noktasinda slireksizdir. Ancak

bu fonksiyon,

sin X

X # 0
f(x)= X<

olarak verilmesi halinde strekli olacaktir.

9.2 Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri (I)
Teorem :

y = f(x) fonksiyonu [a , b] kapali aralidinda surekli bir fonksiyon olsun . Bu aralik iginde en az bir xq

noktasi vardir ki bu noktada f(xq) 2 f(x) dir. f(xo) dederine fonksiyonun bu aralik igindeki maksimum
(en biiyiik) degeri denir. Benzer sekilde bu aralik icinde en az bir x; noktasi vardir ki bu noktada f(x;)

< f(x) dir. f(x1) dederine fonksiyonun minimum (en kiiciik) degeri denir.

Jxi)

9.3 Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri (II)

Teorem 1:
(Bolzano Teoremi)
y = f(x) fonksiyonu [a , b] araliinda surekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon araligin sinir degeri olan

f(a) ve f(b) igin degisik isarette degerler aliyorsa bu aralikta en az bir xo noktasinda fonksiyon sifira
esittir. Yani a < Xxp < b olmak tlzere f(xo) = 0 dir.
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J(b)

J@ |- E

Teorem 1 | Teorem 2 |

Teorem 2:

f(x) fonksiyonu [a , b] araliginda surekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon f(a) ile f(b) arasindaki her
dederi en az bir defa alir.



