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1. Onerme Mantig ve Ispatlar

Mantik énermelerin dogrulugunu kanitlamak igin kullanilir. Onermenin ne oldugu ile ilgilenmek
yerine bazi kurallar koyar ve bdylece Onermenin genel formunun gegerli olup olmadigini
yargilar. Mantigin bize sagladigi kurallar, belirtilen agamalardan ¢ikan sonucun tutarli olup
olmadigint veya sonucun dogrulugunun ispatlanmasi asamasindaki basamaklarda hatali bir
kismin bulunup bulunmadigini degerlendirmemizi saglar.

1.1 Onermeler ve Dogruluk Tablolari

Onerme, dogru veya yanlis degerinden sadece ve sadece birini alabilen ifadedir. Fakat ayni anda
iki degeri birden alamaz. Ornegin asagidaki ifadeler birer 6nermedir.

1. Bu giil beyazdir.

2. Ucgenin dértkenari vardir.

3. 3+2=6.

4. 6<24

5. Yarin benim dogum giintimdiir.

Ayni 0nermenin nerede, ne zaman ve kim tarafindan sdylendigine bagli olarak bazen dogru
bazen yanlis olabilecegine dikkat ediniz. Yarin dogum giinii olan biri i¢in 5. 6nerme dogru iken,
baska biri tarafindan ifade edildiginde yanlis olacaktir. Hatta bugiin herhangi biri i¢in dogru olan
bir 6nerme bagka bir giin i¢in yanlis olabilir.

Unlemler, sorular ve istekler dogru veya yanlis diye ifade edilemediklerinden birer dnerme
degildirler. Bu nedenle asagidakiler 6nerme degildir.

6. Cimlerden uzak durun.

7. Cok yasa kralice!

8. Jane’in partisine gittin mi?
9. Oyle sdyleme.

Bir 6nermenin dogrulugu (T) veya yanhshg (F) Onermenin dogruluk degeri seklinde
adlandirilir. 4. 6nerme dogru (T) dogruluk degerini tasirken, 2 ve 3. Onermeler yanlis (F)
dogruluk degerini tagir. 1 ve 5 numarali 6nermenin dogruluk degerleri ifade edildikleri duruma
baglidir.

Geleneksel olarak o6nermeler p,q.r... harfleri kullanilarak sembolize edilirler. Ornegin p:
Manchester Iskogya’dadir, q: Dinozorlar hala yagsamaktadir.

1.2 Mantiksal Baghhliklar ve Dogruluk Tablolar

Bundan oOnceki konudaki 1-5 numarali ifadeler basit birer ifade olusturduklarindan basit
onermelerdir. Bu boliimde basit Onermelerin nasil baglanarak bilesik onermeler seklinde
adlandirilan daha karisik onermeler olusturulacag anlatilacaktir. Onerme g¢iftlerini baglamaya
yarayan araglara mantiksal baglayicilar denir ve herhangi bir bilesik 6nermenin dogruluk degeri
tamamen ( a ) kendisini olusturan basit dnermelerin dogruluk degerleri ( b ) bunlar1 baglayan
0zel baglayici veya baglayicilar tarafindan belirlenir.

En ¢ok kullanilan baglaclara gegcmeden Once, basit bir dnerme iizerinde gerceklestirilebilen bir
isleme bakalim. Bu igsleme tersini alma denir ve 6nermenin dogruluk degerini tersine ¢evirme
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etkisi yapar. Tersini alma sonucunda 6nerme eger dogru ise yanlis, yanlis ise dogru degerini alir.
Bu islemi bir tablo ile 6zetleyebiliriz. Eger p bir 6nermeyi sembolize ediyorsa, p (~p,-p veya
—p) p’nin tersini temsil eder. Asagidaki tablo p ve p ‘niin dogruluk degerleri arasindaki iliskiyi
gosterir.

|l

p
T
F

Soldaki siitun p igin tiim olas1 dogruluk degerlerini verirken sag siitun p’ nin tersi p igin karsilik

gelen dogruluk degerlerini verir. Bu sekilde, dnermelerin dogruluk degerlerini 6zetleyen tabloya
dogruluk tablosu denir.

Bir 6nermenin tersini ifade etmenin ¢esitli yollar1 vardir. “Biitiin kopekler vahsidir” énermesini
diistiniirsek, bu dnermenin tersi sunlar olabilir:

Biitlin kopeklerin vahsi olmasi s6z konusu degildir.
Kopeklerin hepsi vahsi degildir.
Bazi kopekler vahsi degildir.

Dikkate edilirse “Hi¢bir kopek vahsi degildir” onermesi “Biitiin kopekler vahsidir” énermesinin
tersi degildir. Tersini alma isleminde, ilk ifadenin dogru oldugu her durumda ikinci ifade yanlis
olmal1 ya da tam tersi olmalidir. “Biitiin kopekler vahsidir” 6nermesi sadece bir kopek bile vahsi
oldugunda yanlistir ancak “Hig¢bir kopek vahsi degildir” 6nermesi bu durumda dogru degildir.

Mantiksal baglayicilar 6nerme ¢iftlerini baglamaya yararlar. Burada ¢ok kullanilan bes mantiksal
baglayicidan bahsedilecektir: kesisim, dahili birlesim, harici birlesim, kosullu 6nerme ve iki
yonlii kosullu 6nerme.

1.2.1 Kesisim (Conjunction)

Iki basit onerme aralarma ‘ve’ kelimesi koyarak baglanabilir. Bunun sonucunda olusan bileske
onermeye iki basit onerme bileseninin kesisimi denir. Eger p ve q iki basit 6nerme ise p A q (veya
p.q) p ve q ‘nun birlesimini temsil eder.

p: Giines Parliyor.
q: Kopekler havlar.
p A q: Glines parliyor ve kopekler havlar.

Alttaki dogruluk tablosu p ve q ‘nun tiim olas1 dogruluk degerleri i¢cin pAq ‘nun dogruluk
degerlerini gosterir.

pNgq

SIS I IS BN
IR IS
|| >

Yukaridaki tablodan da goriilebildigi gibi p A q sadece p ve q ‘nun her ikisinin de dogru oldugu
zaman dogrudur.

1.2.2 Birlesim (Disjunction)

Veya kelimesi iki basit Onermeyi  birlestirmek igin kullanilabilir. Olusan bileske
3 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Onerme iki basit onermenin birlesimi olarak adlandirilir. Mantikta iki gesit birlesim vardir: dahili
ve harici. Gergek hayatta kullandigimiz veya kelimesi bazen kafa karigtirici olabilir.

p ve q birer dnerme ise p v q, p ve q ‘nun dahili birlesimini temsil eder. Bu bileske 6nerme
bilesenlerinden herhangi birisi veya her ikisinin dogru olmasi durumunda dogru aksi halde
yanligtir. p v q i¢in dogruluk tablosu asagidadir.

|||
SIS
|| <

p ve q’ nun harici birlesimi ise p v q seklinde gosterilir. Bu bileske 6nerme sadece bir bilesenin
dogru olmast durumunda dogrudur. p v q ‘nun dogruluk tablosu asagidaki gibidir:

p q pPvVq
T T F
T F T
F T T
F F F

Iki basit 6nerme “veya” kullanilarak baglanirken hangi tip birlesimin kullanilacag1 ciimlenin
genel durumundan anlasilir. Ornegin, ‘Yarin yiizmeye gidecegim veya golf oynayacagim’
climlesi iki igin birden yapilmayacagi anlami tasidigindan harici birlesimdir. Diger taraftan,
‘Adaylar 25 yasin iizerinde veya en az 3 yillik tecriibeye sahip olmalidir’ ciimlesinde iki
kosuldan birini saglayan adaylar dikkate alinacakmis izlenimi verdiginden dahili birlesimidir.

1.2.3 Kosullu Onermeler

Kosullu 6nerme baglayicis1 — isareti ile sembolize edilir. Kosullu 6nermenin normal dildeki
karsilig1 ornekte de goriilecegi gibi ‘Eger ... dir.

p: Kahvalti yaparim.
q: Oglen yemegi yemem.
p — q: Eger kahvalt1 yaparsam, 6glen yemegi yemem.

Yukaridaki 6rnekteki p — q i¢in diger alternatifler:

Sadece eger 6glen yemegi yemezsem kahvalti yaparim.
Kahvalti yapmam 6glen yemegi yemeyecegim anlamina gelir.
Ne zaman kahvalti yapsam 6glen yemegi yemem.

Asagidaki tablo p — q’ nun dogruluk tablosudur.

p qg |P—4q
T T T
T F F
F T T
F F T

4 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Dikkat edilirse ‘p ise q’ Onermesi sadece p’ nin dogru q’ nun yanlis olmasi durumunda
yanligtir.(6rnegin dogru bir ifade yanlis bir ifade anlamina gelemez.) Eger p yanlis ise bileske
onerme q’nun dogruluk degeri ne olursa olsun dogrudur. Su 6nermeye bakalim: ‘Eger derslerimi
gecersem c¢ok sevinecegim’. Bu ifade eger simavlarimi gegemezsem ne yapacagim hakkinda
hicbir sey sdylemiyor. Belki sevinirim, belki sevinmem ama hi¢bir durumda sdylenen ifade
yanls degildir. Onermenin yanlis olabilecegi tek durum smavlarimi gecip sevinmedigim
durumdur.

Kosullu 6nermelerde, p 6nermesi onceki ve q dnermesi sonraki olarak adlandirilir. p 6nermesi q
icin yeterli kosul, q ise p icin gerekli kosuldur.

1.2.4 Gift Yénlii Kosullu Onermeler

Cift yonli kosullu baglayic « ile gosterilir ve ‘sadece ve sadece ... ise ....... > seklinde ifade
edilir. Onceki drnege tekrar donersek:

p: Kahvaltt yaparim.

q: Oglen yemegi yemem.

p <> q : Sadece ve sadece 6glen yemegi yemezsem kahvalti yaparim.(alternatif olarak
sadece ve sadece kahvalt1 yaparsam 6glen yemegi yemem.)

p < q ‘nin dogruluk tablosu su sekildedir:

p q pPyq
T T T
T F F
F T F
F F T

Dikkat edilirse p <» q nun dogru olabilmesi i¢in p ve q nun her ikisinin de ayni dogruluk
degerine sahip olmasi gerekir.

Ornek 1.1: p, ‘Bugiin Pazartesi’ ve q ‘Istanbul’a gidecegim’ onermeleri olsun. Buna gore
asagidaki onermeleri sembollerle ifade ediniz.

(i) Eger bugiin Pazartesi ise Istanbul’a gitmeyecegim.

(ii)  Bugiin Pazartesi veya Istanbul’a gidecegim fakat ikisi birden degil.
(iii)  Bugiin Istanbul’a gidecegim ve bugiin Pazartesi degil.

(iv)  Sadece ve sadece bugiin Pazartesi degilse Istanbul’a gidecegim.

Coziim 1.1:

i p—og
(i) pvg

i) gnp
(iv) peq

Ornek 1.2: Asagidaki bilesik onermeler icin dogruluk tablolar1 olusturunuz.
@ pvyg
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(i) p A g
(iii) ¢ —p
(iv) pegq
Coziim 1.2:

@

]|

S| <

S
SIS
— (||

(i)

Bl
SH

| | | >

oo 1S
ST ST BN
| | | s |
H| | 1 TR

(iii)

SH

1| 53| =] 3|

oo = S
| ™ 3R
| | =] TR

@iv)

Sl
S

== =]

oS
ST RS B
= | | s |
H| 1 TR

1.3 Tutolojiler ve Celigkiler

Bilesenlerinin dogruluk degeri ne olursa olsun her zaman dogru olan bir¢cok bilesik onerme
mevcuttur. Benzer sekilde bilesenlerinden bagimsiz olarak her zaman yanlis olanlar da vardir.
Her iki durumda da bu 6zellik bileske 6nermenin yapisinin sonucudur.

Tutoloji, basit bilesenlerinin dogruluk degeri ne olursa olsun dogru olan bileske Onermedir.

Ornek : insanlar erkektir veya kadindir &nermesi her zaman dogrudur. O nedenle bu énerme bir
tutolojidir.

Celiski ise, basit bilesenlerinin dogruluk degeri ne olursa olsun yanlis olan bileske dnermedir.

Tutoloji ¢ ile, ¢eliski ise file gosterilir.

6 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



Ornek 1.3: pv ; ‘nin tutoloji oldugunu gosteriniz.

Coziim1.3 : Eger pv ; ‘in dogruluk tablosunu yaparsak:

P |p |pvp
T [F [T
F [T [T

Dikkat edilirse pv; her zaman dogru degerini verir (p yerine hangi onerme konulursa
konulsun) ve bu sebeple tutolojidir.

Ornek 1.4 : (p A q) v (p A q) ‘nin tutoloji oldugunu gosteriniz.

Coziim 1.4 : Verilen 6nermenin dogruluk tablosu asagidaki gibidir:

P 1 a4 P | pag | (prg)viprg)
T T T F T
T F F T T
F T F T T
F F F T T

Dogruluk tablosunun en son siitunu sadece T dogruluk degerini gosterir ve bu nedenle

(p A q)\/ (p A q) ifadesi bir tutolojidir.

Son ornekte, ilk ornekten elde ettigimiz ‘herhangi bir 6dnermenin tersinin dahili birlesimi bir
tutolojidir’ sonucunu kullanabilirdik. Ikinci 6rnekte elimizde p A g Snermesi ve tersi p A g var.
Bu nedenle onceki sonuca gore (p/\q)v(m) bir tutolojidir. (p/\q)v(p/\q) Onermesi,
p\/; Oonermesinin yedek ornegidir denir. Acikca goriiliiyor ki, bir tutolojinin yedek ornegi
kendi basina bir tutolojidir ve dolayisiyla bir 6nermenin tutoloji oldugunu gostermenin bir yolu

da bu Onermenin tutoloji oldugu bilinen baska bir Onermenin yedek Ornegi oldugunu
gostermektir. Tipki tutolojilerde oldugu gibi bir ¢eliskinin de yedek 6rnegi bir ¢eligkidir.

1.4 Mantiksal Esdegerlilik ve Mantiksal Anlam

Iki énerme, kendilerini olusturan bilesenlerinin tiim dogruluk degeri kiimesi i¢in ayn1 dogruluk
degerine sahipse bu iki 6nerme mantiksal esdegerdir denir. P ve Q iki bilesik 6nerme olsun, P
ve Q mantiksal esdegerse P = Q seklinde gosterilir.Tutolojiler ve ¢eliskilerde oldugu gibi
mantiksal esdegerlilik de P ve Q’ nun yapilarinin sonucudur.

Ornek 1.5 : ; va ve p A g’ nun mantiksal esdeger oldugunu gosteriniz.

Coziim 1.5 : ; va ve p A q igin dogruluk tablosunu gizelim.

P 149 1p |q |pvg | P | prg
T [T |F |F |F T F
T [F |[F |T |T F T
F [T [T |F |T F T
F (F [T |T |T F T
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; v& ve p Aq i¢in hesaplanan siitunlardaki dogruluk degerleri karsilastirilirsa ayni olduklarini
goriiliir. Bu nedenle bu iki 6nerme mantiksal esdegerdir denilebilir.

Eger iki bileske 6nerme mantiksal esdegerse, bu iki dnermenin ¢ift yonlii kosullu baglayic ile
baglanmasiyla olusan 6nerme bir tutoloji olmalidir.( P = Q ise P«<»>Q tutoloji olmali) Bunun
nedeni, iki mantiksal esdeger 6nermenin ikisi de ayni1 anda ya dogrudur ya yanlistir. Her iki
durumda da ¢ift yonlii kosullu 6nerme dogrudur. Bu durumun tersi de yani P«<-Q bir tutoloji ise
P = Q. Bunun nedeni su gercege dayanir: Cift yonlii kosullu 6nerme P—Q sadece P ve Q’ nun
her ikisinin de ayn1 dogruluk degerine sahip oldugu zaman dogrudur.

Iki 6nerme arasinda olusabilecek bir diger yapiya-bagimli iliski de mantiksal anlamdir. Eger bir
P 6nermesi her dogru oldugunda Q 6nermesi de dogru oluyorsa, P 6nermesi mantiksal olarak Q
Onermesi anlamina gelir. Ancak bunun tersi dogru degildir yani Q, P yanlis oldugunda da dogru
olabilir. Mantiksal anlam |— ile sembolize edilir. P |— Q, P mantiksal olarak Q anlamina gelir
demektir.

Ornek 1.6: q |- (p v q) oldugunu gosteriniz.

Coziim 1.6: g’nun her dogru oldugu anda (p v q) nun da dogru oldugunu gostermek gerekir.
Dogruluk tablosunu yaparsak:

pvq

|11
||| ske
SIS

g’nun dogru oldugu her durumda (1 ve 3. satirlar) pv q da dogrudur. p v q, q yanlis oldugunda da
dogrudur (2. satir) fakat bunun q, pvq ile mantiksal anlamdir ifadesinin saglanmasiyla bir
alakas1 yoktur.

‘P |- Q¢ ile ‘P —Q bir tutolojidir’ ifadeleri benzer ifadelerdir. P |- Q ise P dogru iken Q higbir
durumda yanlis degildir. Bu da sadece P —Q’ nun yanlis oldugu durumda miimkiin oldugundan
P —Q bir tutoloji olmalidir.

1.5 Onermeler Cebri

Asagidaki liste bir dnceki konudaki teknikler kullanilarak ispatlanabilecek mantiksal esitlikleri
icerir. Bu kurallar p, q ve r gibi basit 6nermeler ve bunlarin yerine konabilecek yedek 6rneklerin
tamami i¢in gegerlidir.

Aynilik (Tek Kuvvet) Ozelligi(idempotence)

pAP=p
pVvVp=p.

Degisme Ozelligi(Commutativity)

PAQ=qAD
pvq=qvp
pv¥Yq=qV¥p
p<q=q < p.
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Birlesme Ozelligi(Associativity)

PAQAT=EpA(QAT
(PvqQvr=pvi(qQvr
Pvqvr=pv(qQvr
(pe>q) © 1=p © (q © 1)

Yutan Eleman(absorbtion)

pA(VvQ=p
pv(Aq=p.

Dagilma Ozelligi(Distributivity)

pAr@vD=pPAqvVv(pAar
pv@arn=pvagAavr

Cift ters Ozelligi((lnvolution)

Sl
Il

p.
De Morgan Kurallar
PVg=pAg
pPANg =P Ng.

Ozdeslik Ozelligi(identity)

pVv/=p
pPALt=D
pVvIi=t

pASES

Tamamlama (")zelligi(Complement)

RSN
Il

> <

t
f

~lis
i

I
<

1.5.1 Eslik Kurali (Duality Principle)

Sadece v ve A baglayicilarini igeren herhangi bir P 6nermesi verilmis ise, bu 6énermenin esi v
yerine A, A yerine Vv, t yerine f ve f yerine de ¢ koyarak elde edilir. Ornegin, ( P A q)v p’ nin
esi (p Y q) A ; olmalidir.

Dikkat edilirse kesisim ve dahili birlesim disindaki baglayicilarla baglanmis bilesik 6nermelerin

esinin nasil elde edildiginden bahsedilmedi. Bunun 6nemi yoktur ¢ilinkii diger baglayicilara sahip
Oonermelerin hepsi sadece tersini alma ve kesisim baglayicilarin1 iceren mantiksal esdeger
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formunda yazilabilir. Eslik kuralina gore eger iki Onerme mantiksal esdegerse, esleri de
mantiksal esdegerdir.

1.5.2 Yerine Koyma Kural

Diyelim ki, elimizde mantiksal esdeger P, ve P, 6nermeleri ile P; ‘i iceren Q bilesik dnermesi
var. Yerine koyma kuralina gore P; yerine P, koyarsak sonugta olusan 6nerme Q ile mantiksal
esdegerdir. Bu sebeple mantiksal esdeger dnermeleri birbirinin yerine koymak sonucta olusan
onermenin dogruluk degerini degistirmez. Bunun ispatt su sekilde yapilabilir: Dogruluk
tablosunda P; siitunu yerine P, siitununu koyarsak sonu¢ degismez zira P; ve P, ‘nin dogruluk
tablolar1 aynidir.

Yerine koyma kurali ve Onermeler cebri kurallari dogruluk tablolar1 c¢izmeden Onermeler
arasinda mantiksal esitlikler kurabilmemizi saglar.

Ornek 1.7: (; Aq)V (ﬂ) = ; oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 1.7: (; Aq)V (E) E(; Aq)V (; A 5) (De Morgan Kural1)
= ; A (q Y 5) (Dagilma 6zelligi)
= ; Nt
=p

1.5.3 Kosullu 6nermler ile ilgili diger ozellikler

Verilen p — ¢ kosullu 6nermesi igin;

a) p — ¢ ‘niin karsiti( converse) g — p
b) p — ¢ ‘niin tersi( inverse) ; —>5

a) p — ¢ ‘niin ters pozitifi( contrapositive) 5—»;

Dogruluk Tablosu
P |9 |p=q |4a=P | poq | gq—p
T T T T T T
T F F T T F
F T T F F T
F F T T T T

Tablodan p —¢ ‘niin ters pozitifi olan, 5—»; ‘nin mantiksal esdeger olduklar1 goriilmektedir.

p—q4q=49—p

Kosullu 6nermenin karsit1 veya tersi kendisi ile mantiksal esdeger degildir. Halbuki karsit ve zitt1
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birbiriyle mantiksal esdegerdir.
Ornek: p :bugiinsali q: bu giin bir sinavim var
p —q : eger buglin sal1 ise bugiin bir sinavim var

a) p — ¢ ‘niin karsiti( converse) g — p : Eger bugiin sinavim var ise bugiin sal1.
b) p — ¢ ‘niin tersi( inverse) ; —>5 : Eger bu giin sal1 degil ise bugiin sinavim yok
a) p — ¢ ‘niin ters pozitifi(contrapositive) 5—»; : Eger bugiin sinavim yok ise bugiin sal1 degil.

Tez(Argument): birbirini olusturan dnemeleri dayanak olarak alan dnemeler kiimesine denir ve
sonunda bir sonuca ulasir. Dayanak noktalarindaki 6nermeler baglag ile birbirine baglanirlar ve
sonunda mantiksal bir sonuca ulasirlar. Aksi halde tez gegersizdir.

Eger dayanak noktasindaki onermeler Py, P, ..., P, ve sonucu Q ise tez,

Eger (P; A Py A ...A Py) |—Q) veya (P; A Py A ... A Py, —Q) bir tutolojidir. Py, Py, ..., Py
dogru oldugunda , Q dogru olmalidur.

1.5.4 Yiiklem mantigi(Predicate Logic)
Yiiklem, bir veya birka¢ nesnenin veya bireylerin 6zelliklerini agiklar.

.... kirmizi,
..... nin uzun disleri var
...... Basi iizerinde durmaktan hoslanir . gibi.
Yiiklemi ifade etmek i¢in biiyiik harf ile semboller kullaniriz.
M: kirmizidir
B: uzun disleri var
G: basinin iizerinde durmaktan hoslanir
Kiigiik harf semboller ise bireyleri ifade etmekte kullanilir.
a : bu giil
b: Ahmet
Basit 6nerme asagidaki gibi ifade edilebilir.
M(a) : Bu giil kirmzidir
M(b) :Ahmet kirmizidir
G(b) : Ahmet bas1 tizerinde durmaktan hoslanir.

Eger M , kirmizidir yiiklemi olarak ifade edilirse M ‘yi M(x) olarak ifade ederiz ve “x
kirmizidir” anlamina gelir. Burada x degiskeni, herhangibir nesne veya birey adi ile yer
degistirilebilir. Bu nedenle M(x) onermesel fonksiyon olarak adlandirilir. Onermesel
fonksiyonun tersi ,

Eger M(x) : “x kirmizidir” ise M (x) : “x kirmiz1 degildir” anlamina gelir.

Evrensel Niteleyici :”Biitiin sicanlar  gridir” 6nermesini diisiinelim. Bunu ilk yolu
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biitiin siganlar i¢in ; eger x bir sican ise x gridir . onermesi ifade edilebilir. Bu bize yeni bir
gbsterim tanimlamayi getirir.

R(x) : x bir sicandir , G(x) : x gridir. Her x i¢in ‘i V x olarak ifade edip
(Vx)[R(x) »G(x)] seklinde yazilir. Burada V evrensel niteleyici olarak adlandirilir.

Varlhik Niteleyici :Eger ayn1 6nermede “Enaz bir adet x” vardir ‘1 3x seklinde ifade ederek,
“Bazi siganlar gridir” 6nermesini ; vardir seklinde yazariz.

(Ix)[R(x) —G(x)] olarak yazabiliriz burada 3 ye varlik niteleyici denir ve en az bir x vardir
veya bazi x’ler i¢in seklinde sOylenir.

Yiiklem mantiginda Diisiinceler

Yiiklem mantiginda bir tezin gecgerliligi saglanir. Biitiin yiiklemler dogrulugunun saglandigi
durumda sonucta dogrudur. Asagidaki dort kural yiilklem mantiginda gecerlidir.

1. Evrensel tanim : Eger onerme (V x)F(x) dogru ise F(a) ‘da evrendeki her a igin
dogrudur.

2. Evrensel Genellestirme: Eger 6nerme F(a), evrendeki her a i¢in dogru ise (V x)F(x) ‘da
dogrudur.

3. Varhk tanim : Eger 6nerme (3x)F(x) dogru ise, evrende, F(a)‘y1 dogru yapan bir a
vardir.

4. Varhik genellestirmesi : Eger onerme evrendeki bazi a’lar i¢in F(a) dogru oluyorsa‘
(Ix)F(x) dogrudur.

Ornek : Yesil gozlii olan herkese giivenilmez. Ali’nin yesil gozleri var. Oyleyse Ali’ye
giivenilmez. Tezinin gegerliligini gosterelim.

Eger G(x): x’in yesil gozleri var ve T(x) : x giivenilir ve a , ali'yi gosterirse;

(Vx)[G(x) > T(x)] veG(a) —>T(a) seklindedir.

1.6 Matematiksel Ispat

Matematiksel ispatin popiiler goriiniimii genellikle sembollerle yazilan birtakim adimlarin ard
arda siralanmasi seklindedir. Her bir adim mantiksal olarak ispatin bir dnceki adimini takip eder
ve son satir ispatlanacak ifadedir. Bu imaja bagl olarak ortak kani, ispatin matematiksel
dogrulugun mutlak ve siki bir testi olmasidir. Fakat siirpriz bir bi¢imde, kendi aralarinda ortak
bir kan1 olmamasina ragmen, bu goriis ¢ogu profesyonel matematik¢inin goriisii degildir. Cogu
ispatin sosyolojik boyutunun oldugu goriisiinii savunur ve ispati, fikirlerin agiklanmasi ve iletimi
i¢in bir sart olarak kabul eder.

Aslinda her iki goriis de dogrudur. Ispat kelimesi genis bir yelpazeyi kapsar. Bu yelpazenin bir
ucunda birinci boliimdeki mantiksal isaretlerle ifade edilen ¢ok resmi ispatlar bulunur. Her bir
adim bir onceki adim1 mantik kurallart gercevesinde takip eder. Aslinda, ispat yapmak icin
sadece semboller kullanmak miimkiindiir fakat bu tabi ki takip etmesi zor bir olaydir. Daha az
resmi ispatlar ise kelimelerin, sembollerin ve diyagramlarin karisimiyla gerceklestirilir.
Matematik ile ilgili kitaplardaki ispatlar genellikle az resmi ispatlardir.

Matematikte onay verilmeyen bir sey varsa o da gozlemlere dayanarak sonuca gitmektir. Ote
yandan, bir¢ok kez bir ¢ift saymin karesini aldigimizda sonucun bir ¢ift sayr oldugunu
gozlememize ragmen bu ¢ift sayilarin  karesinin ¢ift say1 oldugunu kanitlamaz. Ancak

12 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



buna inancimizi kuvvetlendirir ve bu gézleme gegerli bir kanit aramaya tesvik eder. Gézlemlere
dayanarak cesitli gercekler hakkinda yargilarda bulunmaya tiimevarim denir. Mantiksal
cikarimlarla sonuca varilan yargiya ise timdengelim denir.

1.6.1 Aksiyomlar ve Aksiyom Sistemleri

Matematiksel bir teori, drnegin kiime teorisi, say1 teorisi veya grup teorisi degisik bilesenler
i¢erir. Bunlarin en 6nemlileri:

1. Tanimlanmamis terimler.
2. Aksiyomlar.

3. Tanimlar.

4. Teoremler.

5. Ispatlar.

3, 4 ve 5. maddelerde siralananlar hakkinda herkes bilgi sahibi olabilir. Matematikte
tanimlanmamig terimlere ihtiyag duymamiz siirpriz gelebilir fakat biraz diisliniiliirse bunun
gerekliligi anlagilabilir.

Diyelim ki, kiime teorisi lizerine eksiksiz bir ¢alisma yapmak istiyoruz. Aciktir ki baslangic
noktasi kiimenin ne oldugunu anlatmaktir: Tanim 1: Kiime .....- Yani? Problem su ki, kiimeyi
tarif etmek icin baska bir terime ihtiyacimiz var (6rnegin topluluk) ancak bu sefer de diger terim
tanimlanmamis durumdadir. Diger terimi tanimlayabilmek i¢in yine baska bir tanimlanmamis
terime ihtiyacimiz var ve bu bdyle devam eder. Agik ki, sonsuz bir tanim dizisinden uzak
durmamiz gerekiyor. Bu da bizi baz1 terimleri tanirmlanmamis birakmaya zorlar. Tabi ki, hala
aklimizdakini sezgisel bicimde ifade edebiliriz ancak bu sezgisel tanimlama teorimizin bir
parcasi olmak zorunda degildir.

Listedeki 2 numarali eleman olan aksiyomlarin da biraz agiklanmaya ihtiyaci var. Matematiksel
bir teorideki biitliin terimleri tanimlayamadigimiz gibi ayni sebeple teorideki her ifadeyi de
kanitlayamayiz. Bir yerden baslamak ic¢in kanitlanmayacak bazi ifadelere ihtiyag vardir. Bu
ifadelere aksiyom denir. Aksiyomlar teorinin temel 6zelliklerini temsil ederler.

Bilmek gerekir ki, aksiyomlarin dogrulugundan veya yanlishgindan s6z edilmez; onlar sadece
teorinin ilerleyebilmesini saglayan tanimlanmamus terimler hakkindaki ifadelerdir. Ote yandan
kendi aralarinda tutarli olmalidirlar ve ayni1 anda hepsinin dogru olma imkan1 olmalidir. Kendi
aralarinda c¢elisen aksiyomlar kabul edilemez. Matematiksel bir ifadeyi uygulamaya gelince,
tanimlanmamis terimler yorumlanirlar ve aksiyomlar dogru veya yanlis seklinde onermeler
haline gelir.

Bir aksiyomatik teori tanimlar yaparak ve teorem ispatlanarak geligir. Tanimlar, tanimlanmamis
terimlerin yanlis seylerle iliskilendirilmemeleri igin yapilirlar. Teorem ise birinci boliimde
anlatilan mantiksal yargilart kullanan aksiyomlar1 takip eden, sistemdeki cesitli terimler
hakkindaki ifadelerdir. Teorem orijinal aksiyomlardan gittik¢e uzaklasarak yayilir fakat sonugta
onlar iizerine insa edilir. Teoremler ve ispatlar1 saf matematigin kalbini olusturur.

1.7 Ispat Yontemleri

Goriildiigii gibi, resmi matematik, aksiyomatik yontem iizerine inga edilmistir. Tanimlanmamais
terimler ve aksiyomlar ile baslar, mantik kurallarini kullanarak teoremleri ispatlayarak gelisir. Bu
boliimde ispatin temel 6zellikleri ve bazi ispat yontemlerinin genel yapisindan bahsedilecektir.

Diyelim ki, A;, A, ...A, bir aksiyom sistemi  verildi. Teorem, aksiyomlarin birlesimi ile
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mantiksal olarak anlamlandirilan sistem terimleri hakkindaki ifadelerdir. Bu sebeple, sistem
icindeki bir teoremi resmi olarak bir T 6nermesi seklinde Oyle ki;

(AT AA A oA AY) |-T.

Hatirlarsak P |- Q, P’ nin dogru oldugu her durumda dogrudur. Aksiyom sisteminin herhangi bir
modelinde aksiyomlar dogru dnermeler seklinde yorumlara sahiptir boylece her teorem dogru
onerme seklinde bir yoruma sahiptir. Bu nedenle teoremler, aksiyom sistemindeki her modelde
dogru olan 6nermeleridir.

O halde bir teoremin ispatini ne olusturur? Gayri resmi olarak ispat, sonucu teorem olan mantikli
diistincelerdir. Bir teorem bir kez ispat edildiginde diger teoremlerin ispat1 i¢in diger aksiyomlar
ile birlikte kullanilabilir. Bundan dolay1, A; (i=1,2, ...,n) aksiyomlar; T; (j=1,2,...m) ispatlanmis
teoremler olmak tizere T teoremini ispat etmek igin

(AirAnA AN AALATIATIA oA Th) |—T

oldugunu gostermek gerekir. Bunu aksiyomlarin dogrulugunu varsayarak ve bunun T’ nin
dogrulugunu garantiledigini gostererek yapariz.

1.7.1 Kosullu Onermelerin Dogrudan Ispati

Bir¢ok matematiksel varsayim kosullu énerme (P—Q) biciminde ifade edilebilir. Bu sebeple
bunlarin ispatlari, A; ve T; aksiyomlar ve teoremler olmak tizere

(AirAA AN AALATIATIA oA Th) |-(P—>Q)
oldugunu gostermeyi icerir. Bu
(AirAA A AALATI AT A oA Th) — (P—Q)

ifadesinin bir tutoloji oldugunu ve R — (P—Q) ve (RAP) — Q mantiksal esdegerliligini
kullanarak

(AirAnA AN o AALATIATOA oA T AP)—>Q
ifadesinin bir tutoloji oldugunu veya
(AirAnA AN o AALATIATIA oA Ty AP) |—Q

oldugunu gostermeye denktir. O halde, P—Q seklindeki teoremlerin direkt ispat1 igin
aksiyomlarin dogrulugunu ve bundan dolayr tiim ispatlanmis teoremlerin dogrulugunu
varsayariz.

Ornek 1.8: Tiim n tamsayilar1 igin, n gift ise n”’nin de ¢ift oldugunu kanitlayiniz.

Ispat: n ¢ift bir tamsay1 olsun. Bu halde 2, n’in ¢arpanlarindan biridir ve n, m bir tamsay1 olmak
{izere n=2m seklinde ifade edilebilir. Buradan yola ¢ikarak n°=(2m)*=4m? olur. 4m?” ifadesi 2m*
tamsay1 olmak iizere 2(2m?) seklinde yazilabilir. Bu sebeple n” ¢ifttir.

Dikkat edilirse bir¢ok adimda sebepler goz ardi edilmistir. Ornegin, (2m)*=4m’ esitliginin

dogrulugu icin herhangi bir sebep belirtilmedi. Bunun nedeni bu adimin ¢ok agik olmasi.Ote
yandan ciddi bir ispatta eksik detaylar saglanmalidir.
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1.7.2 Kosullu Onermelerin Ters Pozitif(contrapositive) Kullanarak Ispati

Hatirlarsak ters pozitif @ —P, P—Q kosullu 6nermesi ile mantiksal esdegerdir. Bu nedenle, ters
pozitifin dogrulugunu saglarsak kosullu 6nermenin de dogru oldugu sonucuna varabiliriz. Bu da
§—>?’ ‘nun kendisi de kosullu bir 6nerme oldugundan direkt ispatin1 kullanabilmemize ragmen
P—Q ‘nun dolayl ispatin1 olusturur.

Ornek 1.9: Ters pozitifini saglayarak, her n tamsayist i¢in n” ¢ift ise n de ¢ifttir ifadesini
ispatlayimiz.

Ispat: Ispatlanacak ifade P(n) ‘n” ¢ifttir’, Q(n) ‘n ¢ifttir’ ve n segilmis bir tamsay1 olmak iizere,
P(n) — Q(n)’ dir. Ters pozitif ise ~Q(n) —~P(n): n tek ise n” tektir. Bu ifadeyi ‘n tektir’ in dogru
oldugunu varsayarak ve n’ ‘nin tek oldugunu géstererek kamtlayabiliriz.

n tek bir tamsayi olsun.
n=2m+1  m tamsay1
=  n’=Qm+l)’
—4m’*+4m+1
=2(2m*+2m)+1 (2m2+ 2m) tamsay1
= n” tektir.

Ornek 1.10: m ve n birer pozitif tamsayr ve mn=100 ise, m<10 veya n<10 oldugunu
ispatlayiniz.

Ispat: P(m,n), ‘m ve n, mn=100 olan iki rastgele pozitif tamsay1’ ve Q(m,n), ‘m<10’ ve ‘n<10’
onermelerinin dahili birlesimi olmak iizere P(m,n) —Q(m,n) oldugunu gostermek gerekir. De
Morgan kuralindan (p v q) = p A g boylece Q(m,n)’nin tersi ‘m>10" ve ‘n>10" dur. Ters pozitif
~Q(m,n) —~P(m,n), bu nedenle ‘m ve n rastgele tamsayilar olmak iizere m>10 ve n>10 ise
mn#100°.

m ve n pozitif tamsayilar olsun. Boylece,
m>10 ve n>10
= mn>100

= mn#100

Boylece teorem ispatlanmis olur.
1.7.3 Celiski(contradiciton) ile Ispat

Bir dogruluk tablosu kullanarak f bir ¢eliski olmak flizere P ve F—»f ¢ nin mantiksal
esdegerliklerini kolayca saglayabiliriz. Bu sebeple T teoremini ispatlamak i¢in bunun yerine

T —f kosullu 6nermesini ispat edebiliriz. Bu da aksiyomlarin ve teoremlerin ve de 7’ niin
dogrulugunu (T’ nin yanhsligini) varsayarak gerceklestirilebilir. Daha sonra bunun daima yanlis
olan bir dnerme yani bir ¢eligki anlamina geldigini gosterebiliriz. Cogunlukla, celiski bir 6nerme
ve tersinin kesisimi Q A Q seklindedir. 7 —f ‘nin dogru oldugu sonucuna varabiliriz ve bu
nedenle T teoremi dogrudur.

Ornek 1.11: /2 ’nin rasyonel olmadigini ispatlaymiz.(p ve q tamsayi ve q#0 olmak tizere p/q
biciminde yazilabilen tamsayilara rasyonel sayi denir.)
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Ispat: Bu teoremin ispati1 celiski ile ispatlamanin bilinen bir Srnegidir. V2 nin rasyonel
oldugunu varsayarak bunun bir ¢eliskiye neden oldugunu gostermemiz gerekir.

Diyelim ki, V2 rasyonel bir say1 ve m ile n tamsay1 ve n#0 olmak lizere 2 =m/n. m/n kesrinin
en sadelesmis halinde yani m ve n’nin ortak carpanlarinin olmadigini varsayabiliriz. Eger ortak
carpanlar1 varsa sadelestiririz. Simdi,

V2 =m/
2=m*/n’
2n’=m’

m? ifttir.

m cifttir. (Ornek 1.9)

m=2p  herhangi bir p tamsay1si i¢in

A

m*=4p’.

Bu sonucu 2n’=4p” esitliginde yerine koyarsak,

2n’=4p’
= n’=2p*
= n? cifttir
= n cifttir.

Boylece hem m hem de n’nin ¢ift oldugunu yani 2’nin ortak ¢arpan oldugunu gostermis olduk.
Ancak m ve n higbir ortak ¢arpana sahip degildi ¢iinkii boyle bir ¢arpan en basta sadelestirildi.
Bu nedenle bir 6nerme ve tersinin birlesimini yani bir ¢eliskiyi ortaya ¢ikardik ve bu da teoremi
ispatlamaktadir.

1.7.4 Cift Yonlii kosullu Onermelerin Ispati
Cift yonli bir 6nermeyi P <> Q, ispat etmek icin genellikle P<>Q ve [(P—Q)A (Q—P)]’ nin
mantiksal esdegerliligine basvururuz. Bu nedenle ¢ift yonlii kosullu 6nermelerin ispati iki ayri

boliim igerir: biri P—Q’yu digeri Q—P’ yi ispatlamak.

Ornek 1.12: Herhangi x ve y tamsayilari i¢in Xy ¢arpiminin, sadece ve sadece ‘x ciftse’ veya ‘y
ciftse’ ¢ift oldugunu ispatlayiniz.

Ispat: Once direkt ispat kullanarak x ¢iftse veya y ¢iftse xy’ nin ¢ift oldugunu kanitlariz.

x ¢ift olsun. Ornegin n bir tamsay1 olmak iizere x=2n. O halde xy=2ny yani xy c¢ifttir. Eger y ¢ift
olsaydi benzer bir argiiman xy’ nin ¢ift oldugunu gosterebilir.

Simdi tersini ispatlayalim: Eger xy ¢ift ise x ¢ifttir veya y ¢ifttir. Bunun i¢in ters pozitifin direkt
ispatin1 kullanabiliriz: x ve y tek ise xy de tektir.

O halde x ve y tek olsun.
= x=2n+1, y=2m+1  m ve n tamsay1 olmak {izere
Oyleyse xy=(2n+1) (2m+1)
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=4mn+2n+2m+1
=2(2mn+n+m)+1

= xy tektir. Bu da ispat demektir.

1.7.5 Aksine Orneklerin Kullanimi

Bir¢ok matematiksel konjektiir, ‘tim A lar B dir’ veya ‘A 0zelligine sahip tiim nesneler B
ozelligine sahiptir’ bicimindedir. Bu ifade su sekilde de yazilabilir: A(x) ‘x, A dir(A 6zelligine
sahiptir)’ ve B(x) ‘x B dir (B 6zelligine sahiptir)’ olmak tizere ( V x)[A(x) —B(x)].

Onerme su sekilde de yazilabilir: x A evreni ile sinirlandirilmis olmak iizere (V x)[B(x)]. Daha
once soylenildigi gibi B 6zelligine sahip olmayan bir x bulamamak teoremin ispatini olusturmaz.
Ote yandan B ozelligine sahip bircok x bulmak da bu ozellige sahip olmayan x
bulamayacagimizi garanti etmez. Ancak, evren sonlu bir evrense ve yeterli zaman varsa biitiin
elemanlar1 kontrol edip 0Ozelligin olup olmadigi sorusunun cevabini bulabiliriz. Eger tim
elemanlarda bu 6zellik varsa teorem ispatlanmis olur. Bu yonteme tiiketme ile ispat denir ¢iinkii
x’ in biitlin olasiliklar1 tiiketilir.

Diger yandan, ( V x)[B(x)] bigiminde bir konjektiiriin yanlis oldugunu ispat etmek i¢in evrendeki
sadece bir liyenin B 6zelligine sahip olmadigin1 bulmamiz gerekir. Bu aksine drnekle ispatin
esasidir.

1.8 Matematiksel Indiiksiyon

Aslinda matematiksel indiiksiyon diye bilinen ispat yontemi tiimevarimsal bir ispat degildir.
Olmamasinin nedeni kabul edilen ispatlar sadece tiimdengelimsel yargilar barmdirir.
Indiiksiyonun dogruya yakin olan bilgiyi saglama gorevi vardir. Herhangi bir ispatla ilgili
problem, onu ispatlamadan 6nce sonucu bilmemiz gerektigidir.

Bir¢ok matematiksel konjektiir pozitif tamsayilarin 6zellikleri ile ilgilidir. Ornegin su problem:
ilk n tek tamsayinin toplami i¢in bir formiil bulun. Baslama noktast olarak n’ in kiigiik bir
degerleri i¢in toplam1 yazmak ve bunun bize olas1 konjektiir hakkinda bir fikir verip vermedigini
gozlemektir.

n=1 igin, toplam 1’ dir.

n=2 i¢in, toplam 14+3=4" tiir.

n=3 i¢in, toplam 1+3+5=9’ dur.
n=4 igin, toplam 14+3+5+7=16" dur.

Bu asamada n’ in her degeri icin toplamin n® oldugunu fark ederiz. Birka¢ tane daha deneyip
daha da emin olmak isteriz.

n=5 i¢in, toplam 16+9=25" dur.
n=>0 i¢in, toplam 25+11=36" dir.

Tiimevarimsal yargi bizi ilk n tek tamsaymin toplami n*’dir konjektiiriine gétiiriir. Bunun tiim
pozitif n tamsayilar1 i¢in dogru oldugunu tiimdengelime dayanarak ispatlamaliy1z.

Matematiksel indiiksiyon sonucun tiim pozitif tamsayilar i¢in gegerli oldugunu ispatlamak i¢in
uygundur ve su adimlari igerir:
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( a) Konjektiiriin n=1 i¢in gegerli oldugunu ispatla
( b ) Her k>1 igin, eger sonu¢ n=k i¢in saglantyorsa n=k+1 i¢in de saglanmalidir. Bu adim
tiimevarimsal adim olarak bilinir.

(b) sikkindaki kosullu 6nermeyi ispatlamak i¢in bir 6nceki konuda anlatilan teknikler kullanilir.
Ote yandan, tiimevarimsal adim genellikle direkt ispat kullanilarak saglanir. Sonucun n=k igin
saglandigini varsayariz. (Bu varsayim bazen tiimevarimsal hipotez seklinde adlandirilir.) Bundan
n=k+1 i¢in de saglandig1 sonucunu ¢ikaririz. n=1 i¢in saglandigina gore timevarimsal adim bizi
n=2, n=3 vs. i¢in de sagladig1 sonucuna gotiiriir. Matematiksel indiiksiyonun prensibi, sonucun
tiim n pozitif tamsayilari i¢in saglandigini gosterir.

Ornek 1.13: ilk n tane pozitif tek tamsayinin toplammin n’ oldugunu ispatlaymniz.

ispat: Ispatlamak istedigimiz sey: 1 +3 + 5+ ... =n’.

——n terms——>

Dizideki son eleman 2n-1 ‘dir ve bu nedenle konjektiiriimiizii su sekilde yazabiliriz:
1+3+5+...+2n-1)=n".

Daha sonra asagidaki adimlar izleriz.

( a) Konjektiiriin n=1 i¢in dogru oldugunu ispatla.

n=1 i¢in, 1=n’. O halde n=1 i¢in konjektiir dogrudur.

( b ) k>1 olmak iizere konjektiiriin n=k i¢in dogru oldugunu varsay ve bunun n=k+1 igin
konjektiiriin dogruluguna yol agtigini goster.

Varsayalim ki, 1 + 3 + 5 + ... + (2k-1) = k*. Bir sonraki tamsay1 olan 2k+1"i esitligin iki tarafina
eklersek,

1+3+5+...+2k-1)+ (2k+1) = k*+(2k+1)
=(k+1)%

Bu esitligin sol tarafi ilk k+1 tane tek tamsayinin toplamidir ve tiimevarimsal hipotezi kullanarak
gosterdik ki, bu toplam (k+1)*’dir. Béylece konjektiiriin eger n=k i¢in saglaniyorsa, n=k+1 i¢in
de saglandigin1 gostermis olduk. Ayrica n=1 i¢in de saglandigin1 gosterdik ve matematiksel
indiiksiyon kuralina dayanarak teorem tiim pozitif n tamsayilari i¢in saglanir diyebiliriz.

1.8.1 Matematiksel Indiiksiyon Prensibinin degisimleri

Tiimevarimsal prensip iizerinde degisik modifikasyonlar yapilabilir. Ornegin, S(n) énermesinin
sabit bir N tamsayisindan biiylik veya esit tiim tamsayilar i¢in saglandigini ispat etmek isteyelim.
Tlmevarim prensibi {izerinde bazi modifikasyonlar yaparsak sunu elde ederiz:

(a) S(N)’ in dogru oldugunu ispatla.
(b) k>N’ yi saglayan her tamsay1 i¢in, eger S(k) dogru ise S(k+1) de dogrudur.

Bu tlimevarim ile ispatin standart metodudur sadece 1 yerine N ile baglanmistir.

Tlmevarimsal ispatin daha 6nemli bir modifikasyonu ‘indiiksiyonun ikinci prensibi’ ile saglanir.
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Bunun 6nemi sudur: Tiimevarimsal adima geldigimizde S(n)’ nin sadece k yerine, k’ dan kiigiik
ve esit tiim pozitif r tamsayilari i¢in dogru oldugunu varsayariz.

Indiiksiyonun ikinci Prensibi

S(n) dogal n sayist ile ilgili bir ifade ve q sabit bir dogal say1 olsun. S(n) ‘in tiim n> q igin
dogrulugunun indiiksiyon ile ispati i¢in adimlar;

(a) Temel adim :S(q) nin dogrulugunu ispatla ve,
( b)) eger k>q icin, S(q), S(q+1), S(q+2),...., S(k) dogru ise (tiim q<k i¢in S(q)’ nin dogrulugu
S(k+1)’in dogrulugu anlamina gelir.

Indiiksiyonun bu ikinci prensibi ilk basta ilkinden daha genel gibi goziikiir ciinkii S(k+1)’in
dogru oldugu sonucuna varmak i¢in daha fazla varsayimda bulunuruz. Ancak, ‘S(q), q<k’ y1
saglayan tiim pozitif tamsayilar i¢in dogrudur’ 6nermesine T(n) dersek, ikinci prensibin iki
kismu:

(a) T(q) dogrudur, ve
(b) k>q i¢in T(q)’nin dogrulugu T(k+1)’in dogrulugu anlamina gelir.

Bu durumda indiiksiyonun ikinci adiminda oOncekine gore daha fazla bilgi gerekir. Buna
indiiksiyonun kuvvetli prensibi denir. Bu sekle tam indiiksiyon denir.

Ornek: birden biiyiik olan herhangi bir dogal saymin asal sayilarin carpimi seklinde
gosterilebilecegini ispatlayin.

S(n), n, birden biiyiik dogal say1 ise n’in asal sayilarin ¢arpimi oldugunu indiiksiyon ile tiim n’ler
icin gosterelim.

a)Temel adim. S(2) i¢in dogru. 2 asal sayilarin carpimi seklinde gosterilebilir

b) Indiiksiyon adimi: S(2), S(3), ...... ,S(k) nin dogrulugu S(k+1)’in dogrulugunu kanitlar.
Simdi eger k+1 asal say1 ise dogrudur , eger k+1 asal sayr degil ise m,n <k olmak iizere
k=m.n seklinde gosterilebilir. Indiiksiyon adimi ile m ve n ‘nin her ikiside asal sayilarin
carpimui olarak gosterilebilir.. Boylece k+1 asal sayilarin ¢arpimi olarak gosterilebilir.

1.8.2 Tiimevarimsal Tanimlar (Kimelerin ve fonksiyonlarin, yinelemeli(rekiirsif) tanimlari)

Tiimevarimsal prensibin kullanimi sadece pozitif tamsayilar hakkindaki onermelerin ispat1 ile
sinirlandirilmamistir; matematiksel nesnelerin ve Ozelliklerin tanimi i¢in de kullanilirlar. Bazi
durumlarda nesnelerin agik olarak tanimlanmasi zordur. Bu durumlarda nesneler kendileri
cinsinden tanimlanirlar. Boyle tanimlamaya yinelemeli(rekiirsif) tanimamla denir. Yinelemeli
tanim, seri, fonksiyon ve kiimelerin taniminda kullanilabilir. Ornek olarak, a, = 2" (n=0,1,2,
...... ) olarak verilen 2’nin kuvvetleri dizisi verilsin. Bu diziyi ilk terimi ap = 1 ve sonraki
elemanlarin dncekiler cinsinden tanimi igin bir kural vererek a,+; = 2.a, (n=0,1,2, ...... ) seklinde
tanimlanir.

Kiimelerin tiimevarimla tanimlanmasi bazi problemlerin ¢éziimiinii kolaylastirir. Bu tanima
indiiktif veya yinelemeli(recursive) tanimlama denir. Bir kiimenin yinelemeli tanimi ii¢ adimdan
olusur.

1. Temel adim. Tanimlanacak kiimenin belirli elemani kiimeye ait oldugu ifade edilir.

2. Indiiktif(yinelemeli) adim. Bu adimda kiimenin i¢indeki mevcut elemanlar1 kullanarak
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kiimenin daha fazla eleman bulundurabilecegini sdyler.
3. Kapali par¢a. Kiimenin i¢inde 1ve 2 adimda tanimlanan elemanlar oldugunu soyler.
Ornek: 5 ile béliinebilen tamsayilarda olusan A kiimesinin tanimi asagidaki adimlardan olusur.
1. 5 sayist A’nin bir elemanidir.
ii.  Egern, A’nin elemani ise, n+5’de A’nin elemanidir.
iii.  A’daki bir nesne ancak ve ancak (a) ve (b) adimlarinin tekrarlanmasiyla elde edilebilir.

Fonksiyonlarin yinelemeli tammmi: Eger bir fonksiyon f{n) ondan dnce gelen elemanlar f{i) ler
cinsinden tanimlaniyorsa buna yinelemeli(rekiirsif) tanim denir. f{0),/1),/A2),..., fik)’ya da
baslangi¢ degerleri denir. Bir bagka ifade ile;

a) Fonksiyonun sifirdaki degerini ata.

b) Fonksiyonun degerini bir tamsay1 olarak hesaplayan ve kendisinden kiigiik sayilar
cinsinden ifade eden bir kural tanimla.

Ornek : F(n) =n! Faktoriyel fonksiyonunu yinelemeli olarak tanimlayalim.
a) fonksiyonun sifirdaki degeri F(0) =1

b) F(n+l) ‘i F(n) cinsinden hesaplayan kural , (n+1)! ‘in n!’den hesaplanabilmesi (n+1) ile
carpilarak olacaktir. Bu durumda kural:

F(n+1)=(n+1).F(n) seklinde olacaktir.
Asagidaki Fibonacci sayilan dizisini ele alirsak:
1,1,2,3,5,8, 13, 21,...

Dizideki her bir say1 kendinden 6nceki iki saymin toplamidir. f, n. Fibonacci sayisini temsil
ediyorsa, diziyi su sekilde tanimlayabiliriz:

fi=1, =1 ven>3 i¢in, fo = fo.1 + o2

Fark edilecegi gibi tiimevarimsal tanim indiiksiyon prensiplerine uymaz. Tiimevarimsal tanima
baslamak i¢in, ilk iki Fibonacci sayisini tanimlamamiz gerekir, sadece ilkini degil. Asagida
pozitif n tamsayisina dayanan A, matematiksel nesne ve Ozelligine ait tiimevarimsal tanimin
genel formu gosterilmistir.

Tim pozitif tamsayilar i¢in A, ‘1 tanimlamak i¢in:
(a)k=1,2,...r icin ayr1 ayr1 Ai’yi tanimla
(b)k>rigin A’y Ay, ....Ax bigiminde tanimla

Bazi nesneleri veya tiimevarimsal olarak tanimlanmis bazi 6zellikleri igeren Onermeleri
ispatlamak i¢in matematiksel indiiksiyonu kullanmak dogaldir.

1.9 Ahstirmalar

1- Asagidaki mantiksal esdegerlilikleri saglayiniz.

(i)  (PeD=(prg)r(grp)

(i)  (Pva)= (Prg)AGAPp)
2- Asagidaki argiimanlarin dogrulugunu test ediniz.

20 G.Y.T.E Bil. Miih. Bol.



(1) Okulu birakirsam bankada ise baslayacagim. Okulu birakmiyorum o halde bankada
ise baglamayacagim.

(i)  James polis veya futbolcudur. Eger polisse tabancasi vardir. James’in tabancasi
yoktur o halde James futbolcudur.

3- n>0 olmak iizere n*+2n ‘in 3 ile béliinebildigini timevarim ile ispatlaymniz.
4- Herhangi {i¢ ardisik tamsayinin ¢carpiminin 6 ile boliinebildigini ispatlayiniz.

n(n+1)(2n+1)

5- 1lk n pozitif tamsaymin karelerinin toplaminin oldugunu ispatlayimiz.
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2 Kume Teorisi

2.1 Kiimeler ve Uyeler

Kiime notasyonu matematikteki temel konseptlerden biridir. Bir kiimenin kusursuz bir tanimi
burada verilmeyecektir zira kiime teorisine gore kiime ¢cogunlukla tanimsizdir. Ancak bu terimle
ne demek istedigimizi agiklayabiliriz: hangi tip olursa olsun objeler toplulugu kiime olarak
diisiiniiliir. Objeler her sey olabilir ve bunlara kiimenin elemanlart denir. Bir kiimedeki
elemanlarin ortak 6zelligi olmasimna gerek yoktur (aslinda en bariz ortak noktalar1 ayni kiime
icinde bulunmalaridir). Benzer sekilde eleman sayisinda da belli bir kisitlama yoktur; sonsuz
sayida, sonlu sayida veya hi¢ eleman olmayabilir. Diger yandan tek bir sinirlama vardir: verilen
bir kiime ve obje ile objenin kiimenin eleman1 olup olmadigina karar verebilmemiz gerekir.

Ornek 2.1;

1. Bir kiime Picasso’ yu, Eyfel Kulesini ve © sayisini igerecek sekilde tanimlanmis olabilir.
Bu (biraz garip olsa da) sonlu bir kiimedir.

2. Tim pozitif ¢ift tamsayilari igeren kiime agikca sonsuz bir kiimedir.
3. Gelmis geecmis en iyi 10 sarkiyr igeren kiimeyi diisiinelim. Eger en iyinin tanimini

vermezsek bu kiime gecerli bir kiime olmaz. Kime gore en iyi? Bu tanim bir elemanin bir
kiimenin eleman1 olup olmadigina karar verebilmemiz kosuluna uymaz.

2.1.1 Notasyon

Genellikle kiimeleri ifade etmek i¢in biiyiik harfler, elemanlar1 ifade etmek icin kiigiik harfler
kullanilir. € sembolii ‘-e ait’ veya ‘-nin elemanidir’ anlamina gelir. Bu nedenle

o € A ‘nin anlami a eleman1 A kiimesine aittir ve
a ¢ A ‘nin anlam1 ~( o€ A) veya a A’ya ait degildir.
2.1.2 Kiimeleri Tanimlamak

Kiimeler degisik bigimlerde tanimlanabilir. En basiti elemanlar1 koseli parantezler {} arasina
listelemektir. Ornek 2.1° deki iki kiimeyi bir daha yazarsak:

A={Picasso, Eyfel Kulesi, w }
B={2,4,6,8.....}

3

fkinci kiimede biitiin elemanlar: listelemeyiz. Bu yiizden °...> kullanarak listenin daha bdyle
devam ettigini belirtiriz. Diger kiime gosterim 6rnekleri sunlardir:

Sabit bir pozitif n tamsayis1 i¢in, C,={1,2,...n}, ilk n pozitif tamsayinin kiimesidir. Yine

sonlu sayida olmasina ragmen arada bir¢ok elemanin var oldugunu gostermek i¢in “...’
kullandik.
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D={}, bos kiimedir yani hi¢bir eleman1 yoktur. Bu kiime genellikle & ile gosterilir.

Bir kiimenin elemanlarini listelemek kiigiilk veya belli bir kaliba sahip elemanli kiimeler
haricinde pek pratik degildir. Alternatif bir yol kiime elemanlarin1 bir 6zellik ile tanimlamaktir.
Daha agik bir ifadeyle, P(x) tek degiskenli bir onermesel fonksiyon ise elemanlari, o igin
P(a)’nin dogru bir 6nerme oldugu tiim a objeleri olan kiimeyi olusturabiliriz.

Bu sekilde tanimlanan bir kiime; A={x:P(x)} seklinde ifade edilir. (Bu su sekilde okunur: P(x)’ 1
saglayan tiim x’lerin kiimesi)

2.1.3 Kiimelerin Esitligi

Iki kilme sadece ve sadece ayni elemanlar1 igeriyorsa esit olarak tanimlanir; sdyle ki, eger
(Vx)[x € 4 &> x € B] dogru ise A=B’ dir yada tersi. Listelenen elemanlarin sirasi énemsizdir.

Sunu da unutmamak gerekir ki; sadece bir bog kiime vardir veya tiim bos kiimeler esittir. Ciinkii
tiim bos kiimeler ayn1 elemani igerir yani hi¢bir elemani.

Ayrica, eger P(x) ve Q(x) ayni x objeleri i¢in dogru olan oOnermesel fonksiyonlar ise
tanimladiklar1 kiimeler esittir.

{x:P(x)}={x:Q(x)}.
Tanimm: Eger A sonlu bir kiime ise kardinal itesi, |A|, igerdigi (farkl1) elemanlarin sayisidir.

Eger A sonsuz sayida elemana sahipse, sonsuz kardinalitesi vardir deriz ve su sekilde ifade
ederiz: |A|=co.

A’ nin kardinalitesi i¢in kullanilan diger notasyonlar n(A), #(A) ve j .
Ornek 2.2:

4. |D|=0 ¢iinkii &’ nin hi¢ eleman1 yoktur.

5. |{ = ,2,Einstein}|=3.

6. Eger X={0,1,........ ,n} ise |X|=n+1.

7. 1{2,4,6.8,.....}| = ©

Kardinalite basit bir konsept gibi goriinse de verilen bir kiimenin kardinalitesini hesaplamak
bazen pratikte zor olabilir. Bu durum genellikle verilen kiimenin elemanlarindan bazilar
kendileri birer kiime oldugunda gergeklesir. Kiime elemanlarinin kendi baslarina bir kiime
olmast gecerli bir yapidir.

Ornegin, X={{1,2}} olsun. Bu durumda X sadece tek bir eleman igerir yani {1,2} kiimesini ve
|X|=1" dir. Kardinalitesi 2 olan {1,2} kiimesi ile tek eleman1 {1,2} kiimesi olan X kiimesini ayirt
etmek son derece dnemlidir. Benzer sekilde & ve { } kiimeleri de farklidir zira |{ & }|=1" dir.

Ornek 2.3: 1{1,2,{1,2}} =3,
1D,{1.2} } =2,
{D.{D}}=2,
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{D.{D}.{1.2}}=3,
{DAD.{D 2.

2.2 Alt Kiimeler

Tamim: A’ nin tim elemanlar1 ayn1 zamanda B’ nin de elemanlar1 ise A kiimesi B kiimesinin alt
kiimesidir denir ve A < B seklinde gosterilir. Sembolik olarak, (Vx) [x ed—>xe B] ise AcB’
dir.

Eger A B’ nin alt kiimesi ise B, A ’nin siiper kiimesidir (superset) veya kapsar deriz ve Bo A
yazariz. A < B notasyonu ‘A, B 'nin tam alt kiimesidir’ ifadesi i¢in kullanilir. Bu nedenle sadece
ve sadece AcB ve A= B ise AcB’ dir. Ayrica tiim A kiimeleri i¢in & C A’ dir.

Iki kiimenin esit oldugunu kanitlamak icin her birinin digerinin alt kiimesi oldugunu gdstermek
yeterlidir. Esasen bu, asagidaki bilesik dnemelerin mantiksal esdegerliliginden kaynaklanir.

[(p > a)rlg—> p)l=(p < q).

Alt kiimenin tanimi ile A< B’ nin anlam (Vx)[x ed—>xe B] dogrudur ve BC A ‘nin anlami
(vx)xe B—>xe 4] dogrudur, bu durumda AcB ve BCA sadece ve sadece
(Vx)xed—>xeB|a(Vx)xeB—>xed] ise dogrudur. (Vxxed—>xeB]” nin ve
(Vx)x e B—x e 4]’ nin dogrulugu (Vx)[x € A <> x e B]nin dogrulugunu garantiler ve tam
tersi. Bu sebeple, A=B oldugu zaman A — B ve B ¢ A ifadelerinin ikisi de dogrudur. Ozet olarak:

Teorem 2.1: Iki kiime; A ve B sadece ve sadece A =B ve BC A ise esittir.

Ornek 2.4: A={{1},{2},{1,2}} ve B {1,2}’ nin bos olmayan tiim alt kiimeleri olsun. A=B
oldugunu gosteriniz.

Coziim: A B ‘dir ¢linkii A’ nin 3 elemaninin her biri {1,2}’nin bos olmayan alt kiimesidir ve
bu nedenle B’ nin bir elemanidir.

Bc A’ dir ¢ilinkii {1,2}’ nin bos olmayan tiim alt kiimeleri A’ da yer alir. Yukaridaki teoremi
kullanarak A=B sonucuna varabiliriz.

Kiime konsepti ¢ok genis oldugundan c¢ogunlukla belirli konteks igin gerekli olan kiimelere
onem verilir. Mevcut gorevi veya calismayi ilgilendiren kiimeleri i¢ine alan evrensel bir kiime
tanimlamak uygundur. Evrensel kiimenin disinda kalan her sey g6z ardi edilir. Evrensel kiime
her zaman igin sabit olan bir sey degildir- kontekse gore degisir.

Evrensel kiime olarak kullanilan bazi 6zel say1 kiimeleri agagidadir.
N={0,1,2,3,....} dogal sayilar kiimesi.

7={...,-2,-1,0,1,2,...} tam sayilar kiimesi.

Q= {p/q:p,qeZ ve q# 0} rasyonel sayilar kiimesi.

R = reel sayilar kiimesi; reel sayilar sayr dogrusu tizerindeki noktalar veya ondalik seklinde
yazilan sayilar seklinde diisiintilebilir.
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C={x+iy:x,ye R ve i’=-1} kompleks sayilar kiimesi.
Acikea goriildiigii gibi bu kiimeler arasinda su alt kiime iliskileri vardir:
NcZcQc R cC.

Ayrica Z", Q" ve R sirasiyla pozitif tamsayilari, rasyonel sayilari ve reel sayilari ifade etmek
icin kullamilir. Dikkat edilirse N, Z" ‘ya esit degildir zira O ilkine dahil olmasma ragmen
ikincisine degildir. Ek olarak, bazen ¢ift ve tek sayilar1 ifade etmek i¢in E ve O’yu kullaniriz:

E={2nineZ}={...,-4,-2,0,2,4,...}
O={2nt+l:neZ}={...,-3,-1,1,3,5,...}.

Eger evrensel bir kiime {x:P(x)} notasyonu ile tanimlanmis ise bunun anlami P(x)’i saglayan
evrensel kiimedeki tiim x’ lerin kiimesidir. Bu nedenle eger mevcut evrensel kiimemiz Z ise
X={x:2x*+3x-2=0}, {-2} kiimesidir fakat U, Q veya R ise X={-2,1/2}. ilk durumda
sinirlandirmay1 daha belirgin yapabilirdik ve sekilde yazabilirdik:

X={x: xe Z ve 2x*+3x-2=0} veya X={ x€ Z : 2x*+3x-2=0}.

2.3 Kiimeler Uzerinde Islemler

Venn semasi kiimelerin yararli bir gorsel gosterimidir. Boyle bir semada kiimeler, diizlemdeki
bolgeler olarak temsil edilir ve verilen kiimeye ait elemanlar kendisini temsil eden bdlgenin igine
yerlestirilir. Bazen tiim kiimeler evrensel kiimeyi temsil eden bir kutuya yerlestirilir. Eger bir
eleman iki kiimenin birden elemani ise iki kiime i¢ ige cizilir ve bu elemanlar i¢ ige ge¢mis
kisma konur.

Verilen A ve B kiimeleri ile agagidaki gibi yeni iki kiime tanimlayabiliriz.

A ve B’ nin kesisimi, A ve B’ nin her ikisine birden ait olan tiim elemanlarin kiimesidir
ve AN B seklinde gosterilir.

A ve B’ nin birlesimi, A’ ya, B’ ye veya her ikisine ait olan tiim elemanlarin kiimesidir
ve A U B seklinde gosterilir.

Sembolik olarak;

ANB={x:xe A vexeB}
AU B={x: x € A veya x e B veya her ikisi birden}.

Kiimelerin kesisimi ile dnermelerin kesisimi arasinda agik bir baglanti vardir tipki kiimelerin
birlesimi ve Onermelerin dahili birlesimi arasinda oldugu gibi. Eger A ve B, sirasiyla P(x) ve
Q(x) onermesel fonksiyonlart ile tanimlanmiglar ise;

ANB={x: PX)AQ(X)} ve
AUB={x: P(x)vQ(x)}.

Bu kiimeler en iyi asagidaki Venn semalari ile gosterilebilir. Tarali bolgeler kesisim ve birlesimi
gosterir.
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Sekil 2.1: AnB Sekil 2.2: AUB

Kesigim ve birlesimin tanimlarini ikiden fazla kiimeye genisletebiliriz. A, A;, ... A, kiime olsun.

Bunlarin kesisimi:

(4, =4 Nn4,N..N4,

r=I1
={x:xeAjvexeA;ve...vexeA,}
={x: x, r=1,2,...,n olmak iizere her bir A; kiimesine aittir.}

Birlesimi ise;

n
U Ar = Al e AZ e An ={x:xe A veyaxeA, veya... veyaxe A}
r=1
={x: x, r=1,2,...,n olmak iizere en az bir A; kiimesine aittir. }

A ve B kiimeleri ortak elemana sahip degilse ayriktir denir yani AN B=. Venn semasinda bu
i¢ ice gegcmemis kiimeler seklinde gosterilir.

Verilen bir A kiimesinin tiimleyeni, A ‘ya ait olmayan fakat U’da yer alan tiim elemanlardir.
A’nm tiimleyeni 4 (veya A’) seklinde gosterilir. Tiimleyen ile tersini alma arasinda agik bir
iligki vardir; eger A={x: P(x)} ise 4={x: ~P(x)}’ tir.

Bir kiimenin tiimleyeni ile baglantili olarak A ve B kiimelerinin farki A-B veya A\B seklinde
gosterilir ve bu kiime A’nin B’de yer almayan tiim elemanlarini igerir:

A-B={x: xe A ve x¢ B}.
A’nin tiimleyeni A’=U-A’dur.

Ornek 2.5: U={1,2.3,...,10}={n: neZ" ve n<10}, A={neU : 1<n<7}, B={neU: n 3’in
katlari} olsun. O halde; A={1,2,3,4,5,6} ve B={3,6,9}. Bu nedenle:

AN B ={3,6}
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AUB={12345,609}
A-B={124,}

B—A={9

A={7,8,9,10}

B={1,2,4,5,7,8,10}
AUB={78,10}=4 N B
ANB={12,4,57.8,9,10l=4 U B

2.4 Sayma Teknikleri

Bazi kompleks matematiksel sonuc¢lar sayma arglimanlarinin ispatlarina baghdir: c¢esitli
kiimelerin eleman sayilarini saymak, belli bir sonucun kag¢ degisik yolla elde edilebilecegini
saymak gibi. Sayma kismen kolay bir olay gibi goriinse de, pratikte ¢ok kompleks olabilir.
Matematikgiler sayma problemleri i¢in birgok teknik ve sonug iiretmislerdir ve konuya sayma
teorisi adin1 vermislerdir.

Saymanin en basit sonuc¢larindan biri sudur: iki ayrik A ve B kiimesinin toplam eleman sayisini
bulmak i¢in A’nin elemanlarini, B’nin elemanlarini sayip toplariz.

Sayma Prensibi 1: Eger A ve B ayrik iki kiime ise [A U B| =] A| + |B|.

Cogu uygulama dogal olarak ikiden fazla kiime igerir. Yukaridaki prensip asagidaki sekilde
genellestirilir.

Sayma Prensibi 2: Eger A, Ay, ..., A, kiime ise ve bu kiimelerin hicbir ¢ifti ortak bir elemana
sahip degilse | A} WAy U ...UA, | = |Aj[HA+...HAL

Bazen, elemanlar1 sayilacak kiimeler yukaridaki sayma prensiplerinin kati kuralini-herhangi bir
ciftin ayrik olmasi- saglamayabilir. Ote yandan, bu durumda kiimeyi sayma prensiplerinin
kosullarin1 saglayacak alt kiimeler bolmek miimkiindiir. Bu sekilde ispatlanabilecek en basit
sonug sudur:

Teorem 2.2(Ekleme(inclusion)-Cikarma(exclusion) Prensibi): Eger A ve B sonlu kiimeler ise
|A U B[=|A[+|B|-|A N B|.

Ispat: A UB’ yi sayma prensibi 2’yi saglayan alt kiimelerine boleriz: A-B, AN B ve B-A.
Sayma prensibi 2’ den,
|AUB |=|A-Bt| AnB [+B-A|. (1)

A ve B kiimelerinin kendileri sirasiyla A-B, AnB ve B-A, AN B seklinde ayrik alt kiimelere
boliinebilir. Boylece;

IAFIA-BH ANB | 2)
IBI=B-A+/ ANB|. (3)

Bu durumda (1), (2) ve (3) esitliklerini  birlestirerek istenilen sonucu elde etmek ¢ok
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kolay bir islemdir. Ekleme-¢ikarma prensibi bu sekilde adlandirilir ¢iinki AUB’ nin
elemanlarin1 saymak i¢in A’nin elemanlarini ve B’nin elemanlarini ekledik ve boylece AN B’
nin elemanlarin1 iki kere eklemis olduk. AUB’ nin dogru eleman sayisini elde etmek igin
A N B’yi bir kere ¢ikarmak gerekir.

Iki kiimeden fazla durumlar icin benzer sayma teknikleri vardir. Ug kiime igin sonug asagidaki
teoremdeki gibi bulunur.

Teorem 2.3: A, B ve C sonlu kiimeler ise
[AUBUCHARBHIC-|ANB|-|BNC |- CnA HANBNC.
2.5 Kumeler Cebri
Aciktir ki, kesisim, birlesim ve tiimleyen islemleri birbiriyle iliskilidir. Ornegin;
ANB=AUB
Asagidaki kurallar tim A, B ve C kiimeleri i¢in gecerlidir.

Aynilik (Tek Kuvvet) Ozelligi

ANA=A
A UA=A.
Degisme Ozelligi

ANnB=BnA
A uUB=BuUA

Birlesme Ozelligi
AnNn BN C=(AnB)ynC
AuBulO=AuBuUC
Yutan Eleman

AnNn(AuB)=A
A v (AnB)=A.

Dagilma Ozelligi

AnNnBulO=(AnB)uU(AnO
AuBNO=(AuB) AU

Cift ters (")zelligi((Double negation)

4 =A.

De Morgan Kurallar
(10B)- 4B
(1~B)-4UB.
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Ozdeslik Ozelligi

Au J=A
AnNnU-=A
AuU=U
An O=0.

Tamlama Ozelligi

U
%)

o C
QIR
I

U=0J.

Q> >

Bu kurallar uygun 6nermeler arasindaki mantiksal esitliklerden de tiiretilebilmesine ragmen en
iyl Venn semalar ile gosterilir.

2.5.1 Eslik Kurali (Duality Principle)

A,V ve tersini alma baglayicilarini igeren bilesik 6nermelerin esli 6nermeye sahip oldugu gibi
N,U ve tiimleme igeren kiimeler hakkindaki ifadeler de eslidir. Béyle bir ifadenin esi orijinal
ifadedeki tiim M’ lerin U ile; tiim & lerin U ile degistirilmesi ile elde edilir. Ornegin;

(AND) U BNU)U B =U‘inesi (AUU) N (BUD) N B=.

Kiimeler cebrinin her bir kuralinin esi de ayrica bir kuraldir. Bunun sonucu olarak kiimeler igin
asagidaki eslik kurali ortaya ¢ikmistir.

Kiimeler i¢in eslik kurali: Eger kiimeler ile ilgili bir ifade tiim kiimeler i¢in dogruysa bunun eg
ifadesinin de tiim kiimeler i¢in dogru olmasi gerekir.

2.6 Kiuimelerin Aileleri

Kiimelerin ailesi veya kiimlerin toplanmasi terimiyle, kiimelerin kiimesi kastedilmekte ise de her
iki terimde siklikla kullanilmaktadir.

I={1,2,.....,,n} verilsin ve Vi € [ i¢in, A; kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir.
{d;:1el} = { A, As, , Ay}

I kiimesine gosterge kiimesi denir ve Ai ‘leri birlesme igin gostergeler. Eger, I={1,2,n}=Z" ise,
{d; 1€l '} = { A}, Ay, As, ....... } dir.

Bu notasyonu kullanarak, kiimelerin keyfi bir ailesine kesisim ve birlesimi asagidaki sekilde
tanimlanir.

F = {4, : iel } kiimelerin bir ailesi olarak verilsin burada, / herhangi bir gosterge kiimesidir.

F ailesinin Kesisim ve birlesimi : ﬂAl. = { X: X €4; biitiin i€/ i¢in }; UAZ. ={ Xx: X €4; bazi
iel iel

1€l igin }
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Omek: I=Z" = {1,2,3,......} ve her birie Z" ic¢in 4, = {i} . Boylece, A;= {1}, A= {2}, ......

Bu nedenle: ﬂAl. =J;ve UAl. ={1,2,3,......} =7" dir.

ieZ* ieZ*
2.6.1 Kuvvet Kiimesi

Verilen bir A kiimesinin biitiin alt kiimelerinin kiimesine A’nin kuvvet kiimesi denir ve P(A) ile
gosterilir. P(A)={B:B & A} dir

Ornekl : A={a,b} ise P(A)= { &,{a},{b},{a,b}} dir.

Ornek?2 : A herhangi bir kiime olsun ve kiimelerin siras1 A, P(A), P(P(A)), P(P(PA))), ...... dir.
P*(A) bu ailede A’nin tiim elemanlarinin kiimesinin ailesini temsil eder.

P*(A)={x: x e Aveya x & yburada, ye P*(A)} dir ve P*(A) sonsuz bir kiimedir.

2.6.2 Bir Kiimenin Bélmelenmesi

A bir kiime olsun. A’nin bélmelenmesi, A’nin bos olmayan alt kiimeleri { S; : ie/ } dir 6yleki;

i [JS =A,ve

iel

ii) siﬂsj = eger, biitiin 1,j € Ligin i =] ise) dir
Ornek 1: a={1,2,3,4,5,6} ise A’nin bolmelenmesi {{1},{2,3},{4,5,6}} dur.

Ornek 2: herbir a gercel sayisi icin L, , (0,0) noktasindan gegen diisey ¢izgi iizerindeki
noktalarin kiimesi olsun:

L,=x=a vey gercel birsayidir} = {(a,y) : y € R} dir

{ Ly : o € R } kiimelerinin ailesi diizlemi bolmeler : L, ¢izgileri lizerindeki herbir nokta ve
herhangi iki ¢izgi birbirinden ayridir.

2.7 Kartezyen Carpim

Bir kiimenin elemanlarinin hangi sira ile listelendigi dnemsizdir. Ote yandan bazi durumlarda
sira ¢ok 6nemlidir. Ornegin, koordinat geometride (1,2) noktast ile (2,1) noktas1 faklidur.

Siranin 6nemli oldugu durumlarla basa ¢ikmak i¢in x ve y objelerinin sirah ikili (x,y)’yi
tanimlariz.

(x,y) = (x’,y’) sadece ve sadece x=x’ ve y=y’ ise.
Bu tanimla birlikte agiktir ki (x,y) ile (y,x) faklidir(x=y degilse) ve sira onemlidir.

Su an ileriki boliimlerde temel teskil edecek iki kiimenin kartezyen carpimi kavramini
tanimlayabilecek durumdayiz.
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Tamm: X ve Y kiimelerinin kartezyen carpimi X x Y, x X’ e y de Y’ ye ait olmak {izere tiim
(x,y) sirali ikililerinin kiimesidir.

XxY={xy):xeXveyeY}.

X=Y olmasi durumunda X x X, X ile gosterilir ve ‘X iki’ seklinde okunur, ‘X kare’ seklinde
degil.

Eger X veya Y (veya her ikisi de) bos kiime ise X x Y de bos kiimedir. X ve Y’ nin her ikisi de
bos olmayan kiimeler ise sadece ve sadece X=Y ise X x Y=Y x X ‘dir.

Ornek 2.6: Eger X={1,2} ve Y={a,b,c} ise
XxY={(1,3), (1,b), (1,¢),(2,2),(2,b),(2,c)}.

X, Y ve X x Y’ nin elemanlar1 basit bir Venn semasi ile sistematik olarak gdsterilebilir. Bu Venn
semas1 Sekil 2.3’ teki gibidir.

e C ° (l,C) . (2,0) X xY
Y
.b . (1b) . 2.
. A e (1,2) . (2,2)
o 1 o2 X
Sekil 2.3

Sekil 2.3 gibi diyagramlar ve R ’= R x R diizleminin koordinat geometri resimleri Kartezyen
carpiminin yararli gosterimleridir. Farkli bir gosterimde ise X ve Y kiimeleri Venn
diyagramlarindaki gibi iki boyutlu bolgeler yerine tek boyutlu bdlgeler olarak ¢izilir. X ve Y
dogru segmentleri olarak cizilir ve elemanlar1 bu dogru segmentinin iizerine yerlestirilir. Uygun
olan X’i temsil eden dogrunun yatay olarak c¢izilmesi ve dogrularin birbirine dik olmasidir.
Kartezyen carpim X ‘in lizerinde,Y’ nin saginda bulunan dikddrtgensel bolgedir ve (x,y) siralt
ikilileri bu dikdortgenin i¢ine noktalar dikey olarak x’ in lizerine, yatay olarak y’ nin sagina
gelecek sekilde yerlestirilir.

(x,y) swrali ikilisi asagidaki ozellik yardimiyla sirali n-elemanli (ordered n-tuple) sekle
genellestirilebilir.

(X1,X2,...,Xn)=( X1°,X2°,...,.Xy")  sadece ve sadece X;=X|’, Xo=X2',..., Xn= X, 1S€.
n tane kiimenin kartezyen ¢arpimi iki kiimedeki durumun dogal genellestirilmesidir.
Tamm: X, Xy, ..., X, kiimelerinin kartezyen ¢carpimi X; x X, X ...,x X, ‘dir.

= {(X1,X2,...,Xp): X1 € X] Ve X3 € X3 VE ... V€ Xy € Xy}
= (X1,X2,. . .,Xp): xieX; i=1,2,...,n olmak lizere}.
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Ornek 2.7: A={1,2}, B={a,b} ve C={a, [ } ise
AxBxC={(l,a, ),(l,a, ), (1,b, @), (1,b, £),2,a, @),2,a, £),2,b, «),2,b, f)}.

Ug kiimeden olusan kartezyen c¢arpimlar1 gdstermek kolay degildir fakat ii¢ boyutlu bolgeler ile
gosterilebilecekleri agiktir.

X ve Y sonlu kiimeler olmak {izere |X|=n ve |Y|=m ise agiktir ki kartezyen ¢arpim X x Y mn
elemana sahiptir. Oyle ki;

XxY|=X].[Y]
Bu sonug asagidaki gibi n tane kiime i¢in genellestirilebilir.
Teorem 2.4: X, X»,..., X, sonlu kiimeler ise | X; x X, x Xu|=| Xi|.| Xal. ....| Xaql.

Kartezyen c¢arpim isleminin kesisim ve birlesim gibi diger kiime teoremi islemleri ile nasil
davranacagina gegcmeden Once asagidaki 6rnege bakalim.

Ornek 2.8: A={a,b,c.d}, X={x,y,z}, Y={y,zt} olsun. Bu durumda

XNY={y,z} olur ve

Ax (X N Y)={(a,y),(a,2),(b,y).(b.2), (¢,y).(¢,2), (d,y),(d,2)} "dir. §imdi,

A x X={(a,x),(a,y),(a,2), (b,x),(b,y),(b,2),(c.x),(c,y),(¢,2), (d.x),(d,y),(d,2)} ve

A x Y={(a,y),(a,2),(a,t), (b,y),(b,2),(b,t),(c,y),(c,2),(c,t), (d,y),(d,z),(d,t)} olur. Bu nedenle,
(AxX) Nn(AxY)={(a,y),(a,2), (by),(b,2), (¢,y),(c,2), (d,y),(d,2)} olur.

O halde bu 6rnekteki kiimeler i¢in;

Ax (XNnY)=A x X) Nn(A xY) olduguna gore bu ozelligin diger A, X ve Y
kiimeleri i¢in de dogru olup olmadigina bakabiliriz.

Aslinda yukaridaki 6rnekte elde ettigimiz sonuglar tim A, X ve Y kiimeleri i¢in gegerlidir.
Asagidaki teoremde Kartezyen carpimin kesisim ve birlesim islemlerinde nasil davrandigini
belirten 6zellikler listelenmistir.

Teorem 2.5 (i) Tim A, X ve Y kiimeleri i¢in

AxXNnY)=(AxX) N (AxY)ve

XNY)xA=(XxA)N (Y x A). (Bunun anlam1 Kartezyen ¢arpim kesisim {izerine dagilabilir.)
(ii) Tim A, X ve Y kiimeleri i¢in

AxXUuY)=(AxX)uU (AxY)ve

XuY)x A=XxA) U (Y x A). (Bunun anlami Kartezyen c¢arpim birlesim {izerine
dagilabilir.)

Ispat: (i). kismn ispati su sekildedir.
(a,x)e Ax(XNY) olsun. Kartezyen ¢arpimin tanimindan bunun anlami a€ A ve xe (XNY)’ dir.
Bu sonugla, xe X’ tir, dyleyse (a,x) A x X’ e aittir; xe Y’ tir, Oyleyse (a,x) A x Y’ e aittir. Bu

nedenle, (a,x)e (A x X)N(AxY) dir ki buda A x (XNY)c(A x X) N (A x Y) oldugunu
ispatlar.
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Alt kiime iligkisini diger taraftan ispatlamak i¢in; (a,x)€ (A x X) N (A xY) olsun.

Bu durumda (a,x)e (A x X) ‘tir dyleyse a€ A ve xe X; ayrica (a,x)e (A x Y)’tir Oyleyse ac A
ve xe Y’ dir. Bu nedenle ae A ve xe (XN Y)’ dir ve bunun anlami (a,x) sirali ikilisi A x (XNY)
kartezyen ¢arpimina aittir. Bundan dolay1 (A x X) N (AxY) € Ax (XNY) olmaldir.

Su halde A x (XNY) ve (A x X) N (A xY) kiimelerinin esit oldugu sonucu saglanmis olur zira
her iki kiime de birbirinin alt kiimesidir.

Son olarak Kartezyen carpimin alt kiime iligkilerinde nasil davranacagina iliskin bir teorem
yazabiliriz.

Teorem 2.6: (i) Tim A, B ve X kiimeleri i¢in A < B ,(A x X) < (B x X) anlamina gelir.

(ii) Eger X bos olmayan bir kiime ise (A x X) < (B x X), A < B anlamina gelir.

2.8 Alistirmalar

1- A ve B’ nin ortak eleman1 yoksa ve C={x: xe AAxeB} ise C’ nin bos kiime oldugunu
kanitlaymiz.

2- {x: 2x7+5x-3=0} C {x: 2x*+7x+2=3/x} oldugunu ispatlayinz.
3- Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gostermek i¢in Venn semalarini ¢iziniz.

(i) (A-B)=Bud
(i)  (A-B) U (B-A)=(AUB)-(ANB)

4- [0,1]={xelR:0<x<1} (0,1)={ xeIR:0<x<I1}
[0,1)= {xeIR:0<x<1} (0,1]= {xelR:0<x<1}
olsun. Bu durumda asagidaki kiimeleri geometrik olarak tanimlayiniz.

@) [0,1]x[0,1)
(i)  [0,1)x (0,1]

5- XxY =XxZise Y=Z olmak zorunda midir? A¢iklayimiz.
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3 Bagintilar ve Fonksiyonlar

Bagnti notasyonu kiimeler gibi ¢ok genel bir notasyondur. Bu konu matematiin anahtar
konularindan biridir ve baska bir¢ok konuda da kullanilir. Ug 6zel tip baginti ¢ok 6nemlidir:
fonksiyonlar, esitlik bagintilar1 ve sira bagintilari.

3.1 Bagintilar ve Gosterimleri

Ikili yiiklemler yani *...daha agirdir” seklindeki ciimleleri dnermesel fonksiyona gevirmek igin
iki tane degiskene ihtiyac vardir. Ornegin, H *...daha agirdir’ anlamina geliyorsa H(x,y) “X, y’
den daha agirdir” énermesel fonksiyonunu ifade eder. Iki degiskenli 6nermesel fonksiyonlar: iki
degiskeni arasindaki iliskiyi tanimlamak gibi diisiinebiliriz. a ve b objeleri verilmis ise, H(a,b)
sadece ve sadece objeleri uygun bigimde iliskilendirilmis ise dogrudur.

Hatirlanmasi gereken ilk sey, iki degiskenli Onermesel fonksiyon F(x,y)’de degiskenlerin
sirasmin énemli oldugudur. Ozel a ve b objeleri icin F(a,b) ile F(b,a) farkli dogruluk degerine
sahip olabilir. Onemli olan bir baska sey de x ve y degiskenlerinin farkli tip objeler
olabilecegidir. Ornegin, C(x,y) énermesel fonksiyonunu diisiinelim: x, y’nin baskentidir. Burada
x bir sehir ismi fakat y bir iilke ismidir. O halde, C(a,b)’yi saglayan (a,b) sirali ikililerinin
kiimesi, A={sehirler} B={iilkeler} olmak {izere A x B kartezyen ¢arpiminin alt kiimesidir.

Asagidaki bagint1 tanimi sasirtict sekilde basit ve geneldir. Bazilar1 buna ikili baginti da der
clinkii iki objeyi iligkilendirir.

Tammm: A ve B iki kiime olsun. A’dan B ’ye bir bagintt A x B kartezyen ¢arpiminin bir alt
kiimesidir.

Tanima bakildiginda ilk gbze ¢arpan bagintinin bir kiime oldugudur(sirali ikililerden olusan bir
kiime). R, A’dan B’ye bir bagint1 ise eger (a,b) €R ise ac A, beB ile iliskilidir deriz. Bu
sebeple, R bagintisinin kendisi basit¢ce tiim iliskili eleman ¢iftlerinin kiimesidir. Genellikle
kullanilan notasyon ‘a, b ile iligkilidir’ i¢in a R b’ dir.

Bagintilar1 gorsel olarak ifade etmenin ¢esitli yollar1 vardir, 6zellikle sonlu kiimeler arasindaki
bagintilar. Sekil 3.1°de R’nin elemanlar1 A x B kartezyen carpiminin koordinat ¢izelgesi
diyagrami iizerinde isaretlenmistir. Bu tip diyagramlar R’nin A x B’nin alt kiimesi oldugunu
acikca gosterir fakat bagintinin diger 6zelliklerini gostermede iyi degillerdir.

4 z'x7'
8 |- ° ° ° °

e ° ° ° °

“ I ° ° ° °

- ° ° ° °

~ ° ° ° °

- ° ° ° °

3

L o ° ° ° °
- ° ° ° °

Sekil 3.1
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Sonlu kiimeler icin bagka bir alternatif A ve B’ nin elemanlarini {ist {iste yatay sekilde siralamak
ve a R b oldugunda ae A’ dan be B ‘ye bir ok ¢izmektir. Sekil 4.2 de bu ¢esit bir diyagram
gosterilmigtir.

JANNNIN

Sekil 3.2: Bagintinin diyagram olarak gosterilimi

Sekil 3.2°deki gosterim biiyiik kiimeler i¢in karmasik hale gelebilir. Ote yandan bir kiime

tizerindeki bagintilarda (yani A=B olanlarda), sekil daha basitlestirilebilir. A’daki elemanlar iki

kere listelemek yerine bu elemanlar1 diizlemde birer nokta olarak temsil edebiliriz. Ayni1 sekilde

a’dan b’ye yonlii bir ok sadece ve sadece a R b olmasi durumunda ¢izilir. Sonugta ortaya ¢ikan
diyagrama (sekil 3.3) digraph denir.

1 0 . 1
1 1 .0

Sekil 3.3: Bagmtiin digraf ve matris gosterilimi
Diger iiciincii bir bagint1 gosterim bicimi de ikili matristir. A={a;, a>,__a,} ve B={by, by, ... by}

sonlu kiimeler ve R, A’dan B’ye bagint1 olsun. R’nin ikili matrisi n satirli ve m siitunlu 0 ve
1’lerden olusan dizi seklindedir.

3.2 Bagintilarin Ozellikleri
Bagintilarin 6nemi, ek oOzellikleri saglayan 6zel bir takim bagintilar yiiziindendir. Bu 06zel
bagintilarin ikisi eslik bagintilar1 ve sira bagmntilaridir ki bunlarin ikisi de kiimeler {izerindeki
bagintilardir.

Tamm: R, A kiimesi ilizerinde bir bagint1 olsun. O halde R;

(i) Tim a € A i¢in, sadece ve sadece a R a ise yansiyandir. (reflexive).
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(ii) Tiim a,b € A i¢in, sadece ve sadece a R b, b R a anlamina geliyorsa simetriktir.

(iii) Tiim a,b €A i¢in sadece ve sadece a R b ve b R a, a=b anlamina geliyorsa ters
simetriktir.

(iv) Tim ab,c €A i¢in sadece ve sadece a R b ve b R ¢, a R ¢ anlamina geliyorsa
gecislidir(transitive).

Ornek 3.1: A={a,b,c,d} ve R={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(b,d),(d,d)} olsun.
R bagintis1 yukaridaki tanimdaki higbir 6zelligi saglamaz.

R yansiyan degildir ¢iinkii ¢ R ¢ degildir; bu nedenle tiim x € A i¢in x R x dogru degildir.
R simetrik degildir zira 6rnegin a R ¢’dir fakat ¢ R a degildir.

R ters simetrik degildir ziraa R b ve b R a “dir fakat a=b degildir.

R gecisli degildir ¢iinkii a R b ve b R d “dir fakat a R d degildir.

Verilen digraphlar veya ikili matrisler ile bagint1 6zelliklerinin anlagilmas1 miimkiindiir. Eger
bagint1 yansiyan baginti ise R’ nin digraphinin her noktasindan kendisine bir yonlii ok vardir.
Ikili matrisinde ise diyagonal elemanlarin hepsi 1’ dir.

Eger R simetrik ise digraphtaki oklarin tamami iki-yonlidiir. Ters simetrik ise oklarin higbiri iki
yonlii degildir. Ote yandan gecisli bagintilarin digraphlarindan veya ikili matrislerinden 6zellik
tanimlamak zordur.

3.3 Kesisimler ve Bagintilarin Birlesimi

A ve B arasindaki R bagintis1 A x B kartezyen ¢arpiminin alt kiimesi olduguna gore bagintilarin
kesigsim ve birlesimini tanimlayabiliriz.

R ve S, A kiimesinden B kiimesine iki bagint1 olsun. Hem R NS hem de RUS A x B ‘nin alt
kiimesidir. O halde, A’dan B’ye iki bagintinin hem kesigimi hem de birlesimi de ayn1 zamanda
A’dan B’ye bagintilardir.

R ve S bagintilariin farkli kiime ¢iftleri arasinda olmasi durumu ise biraz daha karigiktir. R’ nin
A’dan B’ye; $’nin ise C’den D’ye bagint1 oldugunu diisiinelim. R ve § sirali ikililerden olusan
kiimeler oldugundan RNS ve RUS birer bagintidir fakat hangi kiimelerin RN.S ile
hangilerinin R S ile iliskili oldugu ¢ok acik degildir.

Dogal olarak burada, R ve S, A’dan B’ye bagint1 olduguna gore kesisim veya birlesimleri bu
bagintilarin 6zelliklerini miras alir m1 sorusu akla gelir. Bagintilarin dort 6zelligine R ve S nin
ayn1 A kiimesi iizerinde bagintilar oldugunu varsayarak bakalim:

Yansima 6zelligine bakarsak: Hem R hem de S yansiyan ise tiim ae A i¢in (a,a)e R ve (a,a)€S
olmalidir. Bu nedenle, (a,a) tim ae A i¢cin RN.S ve RU S ye aittir, dyleyse R ve S 'nin kesigimi
ve birlesimi de yansiyandir.

Ikinci olarak R ve S’nin simetrik oldugunu diisiinelim. a,be A dyle ki (a,b)e RN.S olsun. O
halde, a R b ve a § b’ dir. R ve § simetrik oldugundan b R a ve b § a * dir ve bunun anlami da
(b,a) € RNS” dir. O halde RN S de simetriktir. Ayn1 durum RU § i¢in de gegerlidir.

Anti-simetriklik durumu biraz daha karmasiktir. RS ’nin ters simetrik oldugu yukaridaki
arglimanlar ile gosterilebilir fakat birlesim  her zaman ters simetrik olmayabilir. Tersine
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ornekle bunu gosterebiliriz. A={a,b} ve R={(a,b)} ve S={(b,a)}olsun. R ve § bagntilar1 ters
simetrik oldugu agiktir. Fakat R\ S={(a,b), (b,a)}ters simetrik degildir ¢ilinkii a b ile, b de a ile
iligkilidir fakat a ve b esit degildir.

Gegislilik durumu ise ters simetriye benzer. Gegisli iki bagintinin kesisimi de gegislidir. Ancak
birlesimi gecisli olmayabilir. Asagidaki teorem bu 6zellikleri 6zetlemektedir.

Teorem 3.1: R ve S ayn1 A kiimesi tizerinde iki bagint1 olsun.

Hem R hem de § yansiyan ise RS ve RU S de yansiyandir.

b. R ve § simetrik ise RS ve R U S de simetriktir.
c. R ve § ters simetrik ise RNS de ters simetriktir fakat R U S ters simetrik
olmayabilir.

d. R ve S gegisli ise RN S de gecislidir fakat R U S gecisli olmayabilir.

3.4 Esdegerlik Bagintisi ve Bolmelemeler

Yasayan insanlar kiimesi lizerinde x R y sadece ve sadece x, y llkesinde yasiyorsa seklinde
tanimlanan bir bagintiy1 diisinelim. Her insanin sadece bir iilkede yasadigini varsayarsak baginti
su li¢ ozelligi saglar:

X, X ile ayn1 iilkede yasamaktadir, o halde yansiyandir.
x, y ile ayni iilkede yasiyorsa; y de x ile ayni iilkede yasiyor demektir, o halde simetriktir.

X, y ille ayni1 iilkede; z de y ile ayni lilkede yasiyorsa x, z ile ayni ililkede yasiyor demektir, o halde
R gecislidir.

Tanim: A kiimesi iizerindeki R bagintis1 yansiyan, simetrik ve gegisli ise bu bagint1 esdegerlik
bagintisidir.

Ornek 3.2: A=IR(reel sayilar kiimesi) olsun ve A iizerinde
x R y sadece ve sadece x*=y” ise

seklinde bir bagint1 tanimlayalim. O halde;

R yanstyandir zira tiim x reel sayilar1 icin x*= x> ‘dir.

R simetriktir zira xzzyz, yzzx2 anlamina gelir.

R gecislidir ciinkii x*=y* ve y*=2> ise x*=z" “dir.

O halde R esdegerlik bagintisidir.

Tanmm: R, A kiimesi {izerinde bir esdegerlik bagintis1 ve x€ A olsun. x’ in esdegerlik simifi [x]
ile gosterilir ve A iizerinde x ile iliskili tiim elemanlarin kiimesidir dyle ki [x]={ye A: x R y}.

Eger iki eleman iliskili ise esdegerlik siniflar1 esittir. Bunu gostermek i¢in diyelim ki R, A
tizerinde bir esdegerlik bagintisi ve A’ nin x ve y elemanlari i¢in x R y olsun. [x]=[y] oldugunu
gostermek istiyoruz. ze[x] dersek x R z olur. X R y ve R simetrik ise ayni zamanda y R x
oldugunu biliyoruz. O halde, y R x ve x R z ise gegislilik 6zelliginden y R z yani ze[y]’ dir. Bu
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[x] <[y] oldugunu gosterir. [y] <[x] ‘in ispat1 da benzer sekilde yapilabilir. Oyleyse, [x]=y]
sonucuna varilabilir.

Teorem 3.2: R, bir A kiimesi lizerinde bir esdegerlik bagintis1 ve x,y € A olsun. Bu durumda
sadece ve sadece x R y ise [x]=[y]’ dir.

Bir kiime {izerindeki esdegerlik bagintisinin esdegerlik siniflar1 toplulugu, o kiimenin bir
bolmelemesini olusturur.

Teorem 3.3: R, bos olmayan bir A kiimesi lizerinde bir esdegerlik bagintis1 olsun. Birbirinden
farkli R-esdegerlik siniflari topluluguna A’nin bolmelemesi denir.

Ornek 3.3: R, reel sayilar iizerinde; tamsayi(x) x’ten kiiciik veya esit en biiyiik tamsay1 olmak
tizere x Ry sadece ve sadece tamsay1(x)=tamsayi(y) ise seklinde tanimlanmis bir baginti olsun.

R’ nin reel sayilar kiimesi iizerinde bir esdegerlik bagintis1 oldugunu kontrol etmek oldukga
basittir. Ornegin; 5 € R: tamsay1('2)=0, dyleyse esdegerlik sinifi

[/2] = {xe R: tamsay1(x)=0}
= {xe R: 0<x<1}.

Bu kiimeye yari-agik aralik denir ve [0,1) seklinde ifade edilir.

Bir kiime iizerinde verilen esdegerlik bagintisindan esdegerlik simiflar1 ile bolmeleme
tanimlayabilecegimiz gibi bir kiime iizerinde verilen bir bélmelemeden de esdegerlik siniflart
bolmelemeyi olusturan orijinal alt kiimeler olacak seklinde bir esdegerlik bagintisi
tanimlayabiliriz.

Teorem 3.4: {S;: iel} bir A kiimesinin bélmelemesi olsun. O halde, i€l i¢in, X R y sadece ve
sadece x,y € S; ise esdegerlik siniflar1 bolmelemedeki S; kiimeleri olan A {izerinde bir esdegerlik

bagintis1 tanimlar.

Modulo Aritmetik : n pozitif bir tamsay1 olarak verilsin. Z tamsayilar kiimesi tizerinde ,modulo
n bagintis1 asagidaki sekilde tanimlanir.

a=, b ancak ve ancak eger bazi keZ i¢in a-b =k.n ise
a=, b i¢in alternatif tanim a= b mod n seklindedir.

Ornek : mod5 ‘de n=5 dir. a=s b yi kisa olsun diye a= b seklinde yazariz. Bu durumda ancak ve
ancak a-b =5k ise a=s b dir. k gibi bir tamsay1 vardir dyleki, a=5k+b dir. Bu yiizden

pl ={qeZ : g=5k +p, baz1 keZ i¢in} Esdegerlik siniflar1 sonsuzdur bazilari:

[

[0]={....., -10,-5,0,5,10,15,.....}

[1]={.....,-9,-4,1,6,11,16,.....}

[2]={.....,-8,-3,2,7,12,17,.....}

[31={.....,-7,-2,3,8,13,18,.....}

[4] ={....., -6,-1,4,7,12,19,.....} Bunlar bes adet farkli esdegerlik sinifidir.
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3.5 Sira Bagintilan

Birgok kiime dogal olarak siralanmis elemanlara sahiptir. Ornegin biiyiikliige gore siralanmig
reel sayilar kiimesi. Benzer sekilde bir kiime toplulugu eleman sayisina gore siralanabilir.
Ornegin, AcB ise A, B’ den kiiciiktiir deriz.

Esdegerlik bagintilarindan farkli olarak bir¢ok farkli tip sira bagintis1 vardir. En genel sira
bagintis1 ‘parcali sira’ bagintisidir.

Tamim: Bir kiimedeki parcali sira, yansiyan, ters simetrik ve gegisli olan bir bagintidir.
Bir kiimede pargali sira varsa bu kiimeye parcah siral kiime denir.

Ornek 3.4: Reel sayilar kiimesi iizerinde x R y sadece ve sadece x <y ise seklinde tanimlanan R
bagintisi pargali siradir.

Ote yandan, x S y sadece ve sadece x<y ise seklinde tanimlanan § bagintis1 pargali sira degildir
¢linkii yansiyan degildir.

Teorem 3.5: R, A kiimesi tlizerinde pargali bir sira ve B de A’nin herhangi bir alt kiimesi olsun.
Bu durumda, $=R " (B x B) B iizerinde bir pargali siradir.

Topyekin sira: (Dogrusal sira) : Kiimenin her hangi iki elemani arasinda siralama yapilabilirse
topyekiin sira bagintisi vardir. (Dogal sayilarda biiyiikliik, kiigiikliik bagintisi )

Sozliik sirast : S ve T topyekln sirali kiimeler ise SXT (kartezyen ¢arpim) kiimesinde sozliik
sirasi:

a,a’e S;b,b’e T olmak tlizere;
(ab)<(a’,b’) =  a<a’yadaa=a’, b<b’ diir.

Ornek: A= (1,2,3,4,6,8,12) kiimesinde boliinebilirlik bagintisiyla kismi bir siralama yapilirsa,
bagint1 matrisi Tablo 1.4’deki sekilde olacaktir.

1 2 3 4 6 8 12
1 1 1.1 1 1 1 1
210 1 0 1 1 1 1
310 01 0 1 0 1
410 0 0 1 0 1 1
6|10 0 0 0 1 0 1
8§10 0 0 0 O 1 O
1210 0 0 0 0 O 1

Tablo 3.1.

Halef-Selef(Predecessor-Successor, ilk dndegelen- ilk izleyen) Bagintisi:

b, a’nin halefi ise a<c<b olamaz. Yani a ile b arasinda sirlanabilen bir ¢ eleman1 bulmak
miimkiin degildir, yani a << b’dir.

Bu durumda kismi sirali kiime i¢in yeni bir graf tanimi(hasse diyagrami) yapilarak c¢izilir.

Hasse Diyagrami: a<<b seklindeki ciftleri birlestiren ve en Onde gelenin en alta konuldugu
graftir.Ornek: Sekil 3.4..
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Sekil 3.4.

3.5.1 En biiyiik ve en kiiciik eleman

Teorem 3.5 e gore reel sayilarin her hangi bir alt kiimesi < bagintisi ile parcali siralidir. Bu
sekilde siralanmis bazi reel sayr kiimeleri en biiyiilk veya en kiiclik elemana sahip olabilir,
bazilari da olmayabilir. Ornegin, tam sayilar kiimesinin en biiyiikk veya en kiiciik elemani
yokken, pozitif tamsayilarin en kiigiik eleman1 1’ dir fakat en biiyiik eleman1 yoktur.

En bilyilk veya en kiiciik eleman bir tane olmayabilir. Ornegin, {a,b,c} kiimesinin &z alt
kiimelerini eleman sayisina gore siralarsak, en kii¢iik eleman & iken en biiyiik eleman {i¢ tanedir
¢linkii ti¢ tane iki elemanli alt kiime vardir.

Tanim: R, A kiimesi iizerinde bir parcali sira olsun. A’ nin en biiyiik elemani, tim a€ A i¢in a
R o olmak iizere o elemanidir.

Benzer sekilde, A’ nin en kiiciik elemani, tiim a€ A i¢in # R a olmak iizere £ elemanidir.

Yeniden {a,b,c}’ nin 0z alt kiimeleri 6rnegine donersek iki elemanli her bir alt kiime en biiyiik
eleman olacaktir. O halde bu diisiinceyi maksimal eleman tinimi ile formiilize edebiliriz.

Tamim: A, R sira bagintili bir pargali sirali kiime olsun. Tiim a€ A i¢in X R a x=a anlamina
geliyorsa A’ daki x eleman1 maksimaldir.

Benzer sekilde, tiim a€ A i¢in a R y a=y anlamina geliyorsa y elemani minimaldir.

3.6 n-ogeli(n-tuple) bagintilar ve uygulamalari
3.6.1 n-6geli(n-tuple) bagintilar

Birden fazla kiimeler arasindaki bagmtilar sik sik karsimiza cikar. Ornegin, &grenci ad,
O0grencini bolimii, 6grencinin basari notunu igeren kiimeler arasinda bir baginti vardir. Bu
boliimde birden fazla kiimeler arasinda olan ve n-0geli(n-tuple) bagintilar olarak adlandirilan
bagintilar agiklanacaktir.

Tammm: A, A, ,...... , Ay kiimesi verilsin. Bu kiimeler iizerindeki bir n-ogeli bagmnti,
A XAX....... XA, kartezyen carpiminin bir alt kiimesidir. Aj, A, ,...... , A, kimelerine
bagmtinin alani(domain) ve n’e derecesi denir.

Ornek: 5 &geli(B, N, A, D,N) bir R bagintis1 B: Boliimii, N :Numarasi, A: Ogrencini adi, D :
Dersin adi, N: Notu ‘nu gdstermek iizere veriliyor. Ornegin, Bilgisayar miihendisligi bdliimii
01104115 numaral1 Ali nin Ayrik Matematik  dersi notu BA’nin anlami1 (Bilgisayar,01104115,
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Ahmet, Ayrik matematik,BA) R bagintisina aittir. Bu durumda derecesi 5 olan R bagintisinin
alan1 olan kiimeler, Boliimler,Ogrenci numaralari, Ogrenci adlari, Dersler ve Notlar seklinde
olacaktir.

Uygulama: Iliskisel Veritabanlar

Bilgiyi saklamak ve islemek igin tasarlanmig bilgisayar sistemine veritabani sistemi denir.
Saklanmig verilerin islenmesinin kontrol eden yazilima da veritabani1 yonetim sistemi (database
management system) veya DBMS denir.

Tlm veritaban1 yonetim sistemleri, verinin 6zel bir tip yapiya sahip oldugunu ve DBMS’ in sakli
veriyi, verinin kendi teorik modeline gore isledigini varsayar. Bu yiizden bir¢ok degisik tip
DBMS bulunur: iligkisel, ag ve hiyerarsik. Bu boliimde matematiksel bagintilar1 esas alan
iliskisel veritabani sistemlerinden bahsedilecektir.

Bir veri birgok kisimdan olusur. Ornegin, adres defterindeki bir kayit isime, adrese, telefon
numarasina gore siniflandirilabilir. Verinin her bir parcasi ‘attribute (nitelik)’ olarak adlandirilir.
Verilerin her zaman belli bir nitelik kiimesine sahip oldugunu varsayariz ve bu nitelik kiimesine
kayit tipi(record type) ad1 verilir. Bir kayit dosyasi (record file), verilen kayit tipine ait verilerin
toplamidir. Tiim verilerin ayni tip oldugu kayit dosyalarina birincil normal formdadir (first
normal form) denir. iliskisel veritabanlarmin temel kurali tiim kayit dosyalarinin birincil normal
formda olmasidir.

Tammm: Veri attribute adi denilen bilesenlerine ayrilir. Bir kayit tipi bir attribute'lar(veya
fieldlar) kiimesidir. Bir kayit érnegi (record instance), belli bir kayit tipinin gergek verisidir ve
kayit dosyasi ayni kayit tipinden olan kayit 6rneklerinin kiimesidir.

Ornek 3.5: GYTE isimli bir yardim dernegi kendisine yapilan bagislar1 yapan kisileri, isimlerini,
adreslerini, telefon numaralarini ve bagisla ilgili diger detaylarin bilgilerini tutmak istedigini
varsayalim.

Oncelikle bu  dernek; bagislayanin adi, bagislayanin_adresi, bagislayanin_telefonu,
bagis miktart ve bagis tarihi seklinde adlandirabilecegimiz attribute’ lar1 belirler. Bu bes
attribute kayit tipini tanimlar. Tablo 3.2” de bazi kayit 6rnekleri gosterilmistir.

bagislayant_adr | bagislayanin_adresi bagislayamin_tel | bagis miktart | bags tarihi
efonu

Kaya, R Cayirova, Kocaeli 262 614-3939 100 Ocak 1997

Kaya, R Cayirova, Kocaeli 262 614-3939 150 Mart 1999

Beyaz, S Gebze, Kocaeli 262 578-4108 300 Ekim 1998

Verir,S Pendik,istanbul 216 467-1297 250 Kasim 2000

Verir, S Pendik,istanbul 216 467-1297 500 Aralik 1999
Tablo 3.2

Bagis yapanin agik adresi sadece bir attribute ile etiketlendiginden bu kayit dosyasindan cografik
bilgiyi elde etmek kolay olmayabilir. Ornegin dernek, Istanbul’dan bagis yapanlar1 bulmak
isterse sehir adi tek basina bir attribute olarak istenmediginden ¢ok =zor olacaktir.
bagislayanin_adresi isimli tek bir attribute cadde ve sehir olarak ikiye ayrilsayd: sirketin isi ¢ok
daha kolay olurdu.

Bu Ornek, attribute tanimlamak i¢in 6nemli bir noktayr gostermistir. Bir kayit drnegindeki
potansiyel yararli bilgi pargalarinin her biri bir attribute ile belirtilmelidir. Bu mecburi bir kural
degildir zira ‘potansiyel yararl bilgi par¢asi”  verinin  kullanildig1  yere  gore  degisir.
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Yukaridaki ornekte eger cografik konumun bir 6nemi yoksa adresleri tek bir attribute olarak
belirtmek daha mantiklidir.

Iliskisel veritabani modelinde kayit dosyasi bir tablo olarak gosterilir. Tablonun siitunlar:
attribute isimlerini, satirlari ise her bir kayit 6rnegini olusturur.

Bir kayit tipinin A, A,,...,A, seklinde n tane attribute’ ten olustugunu diistinelim. Bu durumda
herhangi bir A; attribute’ u i¢in bir veri girisleri kiimesi olacaktir. X;’ ye de A; attribute’ u ile elde
edilen degerler kiimesi diyelim. X; kiimeleri zamana bagimlidir ve kayit dosyasina yeni girisler
oldukca veya kayit silindik¢e degisir.

Bu notasyona gore; verilen bir kayit 6rnegi her bir x;, Xi kiimesine ait olmak iizere n-tuple’
dir(xy, X3,...X,). Bunun anlami tiim kayit 6rnekleri n tane ayni tip bilgi par¢asindan olusur. x;e
Xi olmak iizere tim n-tupple’ larin (X, X»,...x,) kiimesi X; x X5 X...x X, kartezyen carpimidir.
Bu yiizden R kayit dosyasi kartezyen ¢arpimin alt kiimesidir (R < ( X; x X5 X...x Xy)).

Ornek 3.6: A;...As sirasiyla bagislayanm adi, bagislayanin_ adresi, bagislayanin_telefonu,
bagis_miktar1 ve bagis tarihi olsun. Her bir A; attribute’ u i¢in bu attribute’a karsilik gelen Xj
kiimesi oldugunu varsayariz. O halde, bir kayit 6rnegi x;e X; olmak tizere 5 dgeli (5-tuple)’ dir.

Bu kayit tipine gore dnemli sayida bilgi yinelemesi olur. Ornegin, bagis yapanin ismi, adresi ve
telefonu her bagis yaptiginda tekrar kaydedilir. Bu bilginin tutuldugu yerden kayiplara yol
acacagl gibi kayit dosyasinin giincellenmesini de zorlastirir. Mesela, iki bagis yapmis Bay Kaya
adres degistirdi diyelim. Bu durumda, kayit dosyasini giincellestirmek icin iki kayitta da adresi
degistirmek gerekecektir.

Bu sebeplerle veriyi asagidaki gibi iki ayr1 kayit dosyasina bolmek daha mantiklidir.

Aj, Ay, Aj: bagislayanin_adi, bagiglayanin_adresi, bagislayanin_telefonu

Ay, A4, As: bagislayanin_adi, bagis miktari, bagis tarihi

Bu durumda orijinal veritabanindaki yineleme probleminden kurtulmus oluruz ve daha kolay
giincelleme yapabiliriz. Mevcut durumda veritabani iki iligkili kayit dosyasi igerir; birisi X; x X,

x X3 ‘Uin, digeri X; x X4 x X5 ‘Uin alt kiimesidir. Tabii ki, iki kayit dosyasin1 bagislayanin_adi
attribute’ u baglar.

Tablo 3.3 ve tablo 3.4, tablo 3.2° deki bilginin nasil iki kayit dosyasina ayrildigini
gostermektedir.

bagislayanmin_adi bagislayanin_adresi bagislayanin_telefonu
Kaya, R Cayirova, Kocaeli 262 614-3939
Verir,S Pendik,istanbul 216 467-1297
Beyaz, S Gebze, Kocaeli 262 578-4108
Tablo 3.3
bagislayanin_adi bagis miktar bagis tarihi
Kaya, R 100 Ocak 1997
Kaya, R 150 Mart 1999
Beyaz, S 300 Ekim 1998
Verir,S 250 Kasim 2000
Verir, S 500 Aralik 1999
Tablo 3.4
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Tanmm: A;, A,,..., A, z.lttribute’ ler toplulugu olsun ve her bir A;’ ye iliskin bir X; veri kiimesi
oldugunu diistinelim. Iliskisel veritabami her biri baz1 X; kiimeleri arasindaki bagintilar
toplulugudur. Her bir bagint1 bir kayit dosyasidir.

Kayit dosyasindaki kayit 6rneklerine anahtar (key) ile erisilir. Key, tek bir kayit 6rnegini belirten
attribute’ lar kiimesidir, fakat bu kiimenin hi¢bir 6z alt kiimesi tek bir kayit 6rnegini belirtme
Ozelligine sahip degildir.

Pratikte bircok olasi anahtar segme imkani vardir. Key olarak kullanilabilecek attribute’lar
kiimesine candidate key denir. Bunlardan biri gercek key olarak secilir ve buna primary
(birincil) key denir.

Ornegimizde, {bagislayanin adi} herhangi iki bagis yapanin adinin ayni olmamasi durumunda
Tablo 1 igin bir candidate keydir. Bu durumda her bir kayit 6rnegi bagis yapanin adi ile
belirtilebilir. Ote yandan iki farkli bagis yapan kisinin aym adi tasimasi durumunda
{bagislayanin_adi} key olmaz bunun yerine {bagislayanin_adi, bagislayanin telefonu} attribute
kiimesi key olarak kullanilabilir.

[liskisel veritabanlar1 {izerinde bes cesit islem yapilabilir.

3.6.2 Selection (Secme)

Selection islemi kayit dosyasindan verilen kriter kiimesini saglayan kayit 6rneklerini listeler.
Ornegin, X sehrinde yasayan miisterilerin tiim isim ve adres kayitlarini listelemek bir selection
ornegidir.

Selection islemini yeni kayit dosyalar1 tanimlamak yani veri tabanindaki kayit dosyalarinin alt
kiimeleri seklinde diisiinebiliriz. Bu yeni kayit dosyalari muhtemelen gegicidir ve veritabanini
olusturan kayit dosyalar1 kiimesine eklenmezler. Ayn1 zamanda selection kayit dosyasinin tablo
gosterimi seklinde de tanimlanabilir. Bu yeni kayit dosyalar1 gerekli attribute’lara sahip satirlari
cekerek elde edilir.

Ornegin; GYTE veritabaninda ‘Ocak 1999’dan sonraki tiim bagislar1 se¢mek’ istedigimizde
tablo 3.3 ‘te gosterilen kayit dosyasindan ikinci, dordiincii ve besinci satirlar elde edilecektir.

3.6.3 Izdiisiim (Projection)

Selection tablodaki belli satirlar1 geri dondiiriirken projection islemi siitunlar1 dondiirtir. Siitunlar
attribute’ lara karsilik geldiginden sonugta ortaya ¢ikan kayit dosyasi orijinalden daha az sayida
attribute'lu kayit tipine sahiptir.

Projection isleminin resmi tanimi soyledir: R, (A, ..., Ap) tipinde bir kayit dosyas1 ve q<p ve
her bir B; ayn1 zamanda R’ nin attribute’ u olmak tizere (By,..., Bq) kayit tipi olsun. Yani, her bir
B bir j icin A;’ ye esit olsun. Projection, kayit 6rnekleri R’ nin her bir kayit drneklerinin B;
attribute’ larindan olusan (By, ..., By) tipinde yeni kayit dosyas1 tanimlar.

3.6.4 Dogal Birlesim (Natural Join)

GYTE veritabaninin 6rnek 3.6 ‘daki gibi ikiye ayrildigimi diisiinelim. Bu durumda bagis
yapanlarin isimlerini, telefon numaralarinin ve bagis miktarlarin1 nasil alabiliriz? Buradaki
problem bagis yapanin telefon numarast ile bagis miktarlarinin farkli kayit dosyalarinda
olmalaridir. O halde kayit dosyalarini birlestirerek {i¢ attribute ‘u da igeren yeni bir kayit dosyasi
iiretmemiz gerekir. Iki dosyada ayrica bagislayanin adresi ve bagis tarihi de bulunur
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ve sonugta olusacak birlesmis tabloda bu attributeler de bulunacaktir. Ancak bu bir sorun
degildir zira projection ile bu dosyadan gerekli kayit tipleri ¢ekilebilir.

Natural join isleminin matematiksel temeli soyledir: R ve S, (Ay,..., Ap, Bi,..., Bq) ve (Ay,...,
A, Cy,..., C)) tipinde kayit dosyalar1 olsun. R ve S’ nin dogal birlesimi (Ay,..., Ap, By,..., Bg,
Ci,..., C)) tipinde yeni bir kayit dosyasidir. Dogal birlesimim olusturan kayit 6rneklerinin hepsi
(X15--45 Xp> Y1---Yq) € R ve (Xi,..., Xp, Z1,...2) €S Ozelligine sahip (p+q+r)-tuple (xi,..., Xp,
Yis---Yg» Z1,---,Zr) dir.

3.6.5 Birlesim ve Fark (Union and Difference)

Verilen iki aymi kayit tipinde R ve S kayit dosyasinin birlesimi ve farki, bildigimiz kiime
teorisindeki birlesim ve fark islemlerine karsilik gelir. Bu yiizden RU S, ve R ve S ‘deki kayit
orneklerinin tamamini (listeyi tekrarlamadan) igeren kayit dosyasidir. R-S ise R de bulunan fakat
S’ de bulunmayan kayit 6rneklerini iceren kayit dosyasidir.

3.7 Fonksiyonlar ve Tanimlari

(1

x*+5x-8, 1/(x+3), cos(x), log(x) vs. gibi ifadeler genellikle fix) ile gosterilir ve “x’ in
fonksiyonu” olarak adlandirilir. Ifadenin kendisinden daha 6nemli olan verilen herhangi bir x
degeri icin fonksiyonun degerini hesaplamak igin bir kural tanimlamasidir. iki farkli ifade f{x) ve
g(x), tim x reel sayilart i¢in ayni degerleri verebilir ve biz bu iki ifadenin ayni1 fonksiyonu
tanimladigint séyleyebiliriz. Ornegin fx)=x’+4x-5 ve g(x)=(x+2)2—9.

Tanmm: A ve B iki kiime olsun. A’ dan B’ ye bir f fonksiyonu; fi A—B seklinde yazilir ve her
birae A ‘y1 tek bir f{a) € B elemani ile eslestiren bir kuraldir.

Ornek 3.7: x*+4x-5 ifadesi tek basina bir fonksiyon degildir zira tanimiza gore A ve B kiimeleri
belirtilmemistir. Ote yandan, bu ifade su sekilde tamimlanabilir: £ R — R olmak iizere
SX)=x+H4x-5.

Tamm: A ve B kiime olsun. £, A’ dan B’ ye bir fonksiyon f; A—B seklinde yazilir ve fc (AxB)
‘nin alt kiimesidir ve su kural1 saglar:

Her bir a€ A i¢in (a,b) €folmak iizere tek bir be B vardir.

A kiimesi f nin tanim kiimesi ve B kiimesi de f nin deger kiimesi denir. (a,b) € fise beB
eleman1 a€ A elemaninin goriintiisiidiir denir ve b=f{a) veya f: a—b seklinde yazilir.

Tamm: f: A—B ve g: A’—B’ fonksiyonlar1

(i) A=A’

(ii) B=B’

(iii) fla)j=g(a) (A=A’ ‘ne ait tiim a elemanlart1 i¢in)
ise esittir.

Bir fonksiyonun grafigi R ’= R x R diizleminde y=f(x)’ i saglayan (X,y) noktalarin1 iceren egridir.
Ancak unutulmamasi gereken nokta x-y diizlemindeki her egri her hangi bir £ A—R (A< R)
fonksiyonun grafigi degildir. Ornegin, merkezi orijin (0,0), yarigap1 1 olan ¢emberin denklemi
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x*+y*=1" dir. -1 ve 1 arasindaki her bir x degeri i¢in iki tane y degeri vardir.

(x,y)-dlizleminde verilen bir egrinin bir fonksiyonun grafigi olup olmadigini anlamak kolaydir.
x=a dikey dogrusu sadece ve sadece egriyi tek bir yerde kesiyorsa, verilen a€ A igin y=f(a)
olacak sekilde tek bir ye R vardir.

Bir fonksiyonun taniminda karisikliga sebep olan iki 6zellik vardir. Birincisi, tanim kiimesinin
iki veya daha fazla eleman1 deger kiimesinde aym goriintiiye sahipse. ikincisi ise, deger
kiimesindeki tiim elemanlarin, tanim kiimesindeki bir elemanin goriintiisii olmak zorunda
olmadigidir.

Tanimm: fi A—B bir fonksiyon olsun. f* nin goriintiisii (aralig1)
im(f)={beB: (a,b)ef, ac A i¢cin} kiimesidir.

Dikkat edilirse im(f) deger kiimesi B’ nin alt kiimesidir ve a€ A elemaninin goriintiisii f{a) ile
karistirtlmamalidir. Bir elemanin goriintiisii bir elemandir fakat bir fonksiyonun goriintiisii bir
kiimedir ; bir baska deyisle tanim kiimesindeki elemanlarin goriintiilerinin tamamini igeren
kiimedir.

im(f)={f(a): ac A}.

Ornek 3.8: £ R—R olmak iizere f{x)=

> fonksiyonunun goriintiisiinii bulunuz.
X° +

ise.

Coziim: Tanima gore y € im(f) sadece ve sadece x e R igin y=— "
X"+

Bu esitlik suna esittir: yx’+y=3x  veya

yx2—3x+FO.

34+4/9-4y?

2y

Bu durumda x= olur.

Bu nedenle gercek ¢oziim y# 0 ve 9-4y* >0 olmalidir.
Boylece y* <9/4 yani -3/2<y<3/2 (ve y# 0) elde edilir.

Bu durumda -3/2<y<3/2, y# 0 saglandiginda y=f(x) olacak sekilde bir x reel sayis1 bulunabilir.
y=0 6zel bir durumdur fakat acik¢a f{0)=0" dir o halde, 0 € im(f) * dir.

Boylece, im(f)=[-3/2, 3/2]={yeR: -3/2<y <3/2}.

fi R —R gibi bir fonksiyonun grafigi verilmisse bu fonksiyonun goriintiisii kolayca bulunabilir.
A’ nin her bir elemaninin goriintiisii f{a); a’ dan grafigi kesene kadar dikey dogru ¢izerek ve
sonra kesigim noktasindan da y-eksenine yatay bir dogru ¢izerek bulunabilir.

3.7.1 Bilesik Fonksiyonlar, Birebir(injective) ve Orten(Surjektive) fonksiyonlar

f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun. x, A’nin eleman1 ise y=f(x) B’ ye aittir. Bu nedenle
2(y)=g(f(x)) C’ nin elemanidir. A ‘dan C’ ye  bir fonksiyon tanimlamak i¢in f ve g ‘nin
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bileskesi dedigimiz ve gof ile gosterdigimiz x> g(f(x)) ortakligin1 kullanabiliriz. gof bilesik
fonksiyonu Sekil 1.15°deki gibi gosterilebilir.

g(f(x))

=g o f(x)

Sekil 1.15. Bilesik fonksiyon

Tanima gore gof fonksiyonu z= gof{x) olacak sekilde tim (x,z) elemanlarini igeren A x C

kartezyen carpiminin alt kiimesi olmalidir. y=f(x)e B dersek (x,y) €f ve (y,z) €g ‘dir. Bu
nedenle, bilesik fonksiyonlar1 su sekilde tanimlariz.

Tanmm: f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun. Bilesik fonksiyon go f: A—C:
gof~{(x,z) e Ax C: (x,y)efve (y,z)€g (y € Bigin)}

Iki rastgele fonksiyonun bileskesi gof olmayabilir. Yukaridaki tanima gore g’ nin tanim kiimesi,
f in deger kiimesine esittir. Ancak bu kati bir kural degildir. g o f tanimin1 biraz genisletirsek:

f: A—B ve g: B’—C iki fonksiyon ve a€ A olsun. g(f{a))’ nin taniml1 olabilmesi i¢in f{a)’nin g’
nin tanim kiimesi olan B’ kiimesine ait olmasi gerekir. Bu durumda gof ‘i tanimlamak icin
2(f(a))’ nin tiim a€ A i¢in taniml1 olmasi sarttir. Boylece go f'sadece ve sadece f° in goriintiisii g’

nin tanim kiimesinin alt kiimesi ise tanimlidir. Tabii ki, bu sart yukaridaki tanimda oldugu gibi
B=B’ ise saglanur.

Ornek 3.9: fve g R—R ve fix)=x+2, g=1/(x*+1) seklinde taniml1 olsun. Bu durumda,
8°fx) = g(fx))
=g(x+2)
-
(x+2)> +1
b
x* +4x+5
Benzer sekilde; fog(x) =flg(x))
= (™ +1)
1

= +2
x*+1

_2x°+3
x*+1

Bu 6rnek gosteriyor ki, genellikle fog# gof.
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Teorem 3.6: f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun. Bu durumda im(g ¢ f) cim(g).

Ispat: ceim(gof) olsun. O halde, (gof)(a)=g(f(a))=c olacak sekilde ac A mevcuttur. Bu
durumda, b=f{a) € B dersek g(b)=c’ dir ve bu nedenle ceim(g)’ dir. Bu sebeple, im(g o f) = im(g).

Onceki boliimlerden hatirlayacagimiz gibi bir £ A—B fonksiyonu
(1) tanim kiimesinin farkli elemanlar1 ayn1 goriintiiye sahip olabilir.

(i))  deger kiimesinin bazi elemanlar1 tanim kiimesinin herhangi bir elemaninin
gorilintiisii olmayabilir.

Ormegin, f R—R, f(x)zx2 fonksiyonunda bu iki olasilik da miimkiindiir. Hem 2 hem de -2 ayni
goriintliye sahip oldugu gibi herhangi bir negatif reel say1 f* in goriintiisiine dahil degildir.(tiim x
reel sayilart i¢in x*>0).
Yukaridaki maddelerden ilkinin miimkiin olmadig1 fonksiyonlara birebir (injective), ikincisinin
miimkiin olmadig1 fonksiyonlara da orten (surjective) denir. Bu iki durum 1.16’ te gosterilmistir.
Sekil 1.14 (a) ‘daki fi{a,b,c,d}—{«, #,7,0,& } fonksiyonu injective’dir fakat surjective degildir.
Diger yandan, sekil 1.14 (b) ‘deki g:{a,b,c,d,e}—{ e, S,7,0} fonksiyonu surjective’dir fakat
injective degildir.

(o) injektif b sigjeldif
Tamm kimesian farkh Deger kinesiun tim elemanlar tanmm
elemanlan farldh garintiye sahip kmimesinn bir elemattun gérintisi
Sekil 1.16.

Tamm: f: A—B bir fonksiyon olsun.

(i) Tim a, a’€ A elemanlar i¢in agagidaki durum saglaniyorsa f birebir(injective)dir veya bir
injeksiyon(birebir fonksiyon)dur deriz:

Eger (a,b), (a’,b’)efvea=a’ iseb=b’.
(ii) Eger her beB igin (a,b)e f olacak sekilde ae A mevcut ise f orten(surjective)dir veya bir
orten fonksiyon(surjeksiyon)dur deriz.
Ornek 3.10: f R—R, f{x)=3x-7 olsun. f* in hem birebir hem de 6rten fonksiyon oldugunu
gosteriniz.

Coziim: f in inbirebir oldugunu gostermek i¢in tim x ve y reel sayilar1 i¢in fix)=f(y) ‘nin x=y
anlamina geldigini ispatlamamiz gerekir.

fx) =Ay)
3x-7 = 3y-7
3x =3y

x =y. O halde f birebir dir.

f in orten oldugunu gostermek i¢in, y ‘nin R deger kiimesinin herhangi bir eleman1 oldugunu
diistinelim. f{x)=y olacak sekilde x € R bulmamiz gerekir. x=(y+7)/3 olsun. O halde, xeR ve
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Sx) =Af(y+7)/3)
y+7

=3. 7

=y+7-7
=vy. O halde f 6rtendir.

Bu ispat herhangi bir dogrusal fonksiyonun fi R—R, f(x)=ax+b hem birebir hem de oOrten
oldugunu gostermek igin kullanilabilir.

A ve B R’ nin alt kiimeleri olmak iizere f: A—B fonksiyonu olsun. Bir fonksiyonun grafiginden
birebir veya orten olup olmadigini anlayabiliriz.

f ¢ in birebir olmadigini farz edelim. O halde, A’ da f{a;)=f(a,)=b olacak sekilde iki tane a; ve a,
elemani vardir. Bunun anlami b ‘den ¢izilen yatay dogru x-eksenini x=a; ve x=a, ‘de keser. Bu
durum sekil 1.17’de gosterilmistir.

A
——

Sekil 1.17.

Ote yandan eger f birebir ise bu durum higbir zaman gerceklesmez. Yani yatay dogru grafigi
birden fazla yerden kesmez.

Orten 6zelligi ise su sekildedir: im(f)=B olmak iizere f; sadece ve sadece B’ nin bir noktasindan
gecen her yatay dogru grafigi en az bir kere kesiyorsa ortendir.

Teorem 3.7: f A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun.
(i) Eger f've g her ikisi birden birebir ise g o f'de birebir’dir.
(i1) Eger f've g her ikisi birden orten ise go f'de Orten’dir.

Ispat: (i) f ve g’ nin birebir fonk. oldugunu diisiinelim. a, a’c A, b=f(a) ve b’=f(a’) olsun. Bu
durumda,
gofla)=gfla’)
= g&(fla)) = g(fla))
= 8(b) =g(b")
= b=Db’ (zira g birebirdir.)
= fla)=fla’) (clinkii fla)=b, fla’)=b’.)
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2

= a=a (zira f birebirdir.)

Boylece go fbir birebir fonk.dur.

Teorem 3.8: f A—B ve g: B—C iki fonksiyon olsun.

(1) g of bilesik fonksiyonu birebir ise f de birebirdir.

(i1) g o f'bilesik fonksiyonu Orten ise g de ortendir.

Tanim: ida: A—A fonksiyon, ida: {(x,x):x€A}, ida(x)=x x€A dur.

Teorem 3.9: (i) £ A—B fonksiyonu sadece ve sadece gof =ida: A—A (A’nin 6zdeslik
fonksiyonu) olacak sekilde bir g: B—A varsa birebir’dir.

(ii) £ A—B fonksiyonu sadece ve sadece fo h =idg: B—B (B’nin 6zdeslik fonksiyonu) olacak
sekilde bir A: B—A varsa birebir’dir.

Tamm: fi A—B herhangi bir fonksiyon olsun. gof gof f\ foh
=ida olacak sekilde bir g: B—A fonksiyonu f igin bir solinv. < ?9 nv
sol inverse, benzer sekilde f© h =idg olacak sekilde
bir h: B—A fonksiyonu f'i¢in bir sag inverse denir. g

h
3.7.2 Ters Fonksiyonlar Sekil 3.8.

Hem birebir hem de oOrten fonksiyonlar ilging ve
onemli 6zelliklere sahiptir.

Tamm: f; A—B fonksiyonu hem birebir hem de orten ise birebir ve Orten(bijective)dir veya
bijeksiyondur.

Teorem 3.10: A ve B R’ nin alt kiimeleri olmak tiizere fi A—B fonksiyon olsun. O halde f,
sadece ve sadece B’ nin bir noktasindan cizilen her dogru £ nin grafigini tam olarak bir yerde
kesiyorsa birebir ve orten’dir.

Teorem 3.11: (i) iki birebir ve 6rten fonksiyonun bileskesi yine birebir ve 6rten fonk.dur.

(ii) 1 A—B fonksiyonu sadece ve sadece hem sol hem de sag inverse’ e sahipse birebir ve orten
fonk.dur.

(iii) A ve B sonlu kiimeler olmak iizere f: A—B bijeksiyon ise |A| = [B].

Dikkat edilirse (i) sikkinin tersi yanlistir. Eger bir bilesik fonksiyon go f birebir ve orten ise hem
fhem de g birebir ve 6rten olmak zorunda degildir. Eger A ve B ayn1 kardinaliteye sahip sonlu
kiimeler ise A’ dan B’ ye bir birebir ve 6rten fonk. vardir.

Simdi su soruya bir g6z atalim. fi A—B seklinde verilmis bir fonksiyon olsun. g={(b,a):(a,b) f}
hangi durumlarda bir fonksiyon tanimlar? Burada g’ yi f in diyagraminda oklar1 tersine
cevirmek gibi diigiinebiliriz: Eger b=f{a) ise a=g(b) “dir.

Genel duruma bakacak olursak, fif A—B bir fonksiyon ve g={(b,a):(a,b)ef} seklinde
tanimlanmis olsun. O halde g, her bir beB i¢in (b,a) €g veya (a,b)ef olacak sekilde tek bir acA
varsa fonksiyondur. B’ nin her bir eleman: i¢in gerekli 6zellikleri saglayan a’ larin varlig1 ayn
zamanda f° in Orten olmasi i¢in aranan  sartlardir. Bunun da oOtesinde, (a,b)ef olacak
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sekilde bir ac A eleman1 sadece ve sadece fbirebir ise tektir.

Teorem 3.12: f:A—B bir fonksiyon olsun. g={(b,a)B x A: (a,b) f} bagintisi sadece ve sadece f
birebir ve orten ise B’ den A’ ya bir fonksiyondur.

Tanmm: f:A—B bir birebir ve orten fonk. ise g: B—A, ‘g(b)=a sadece ve sadece f{a)=b ise’
seklinde tanimlanan fonksiyona f° in ters fonksiyonu denir ve ' seklinde gosterilir.

Teorem 3.13: f:A—B bir bijeksiyon ise f ' :B—A fi¢in hem sol hem de sag inverse’ tir.

Ornek 3.11: £ R -{1}— R -{2}, flx)=2x/(x-1) fonksiyonunun birebir ve drten oldugunu gosterin
ve tersini bulun.

Coziim: Eger f ' ‘i bulabilirsek f birebir ve orten olmalidir. £ i bulabilmek i¢in tanimi
kullaniriz: y=f(x) ise x=f"'(y). O halde,

y=2x/(x-1)
y(x-1)=2x

-2x= f

x(y-2)=y e
x=y/(y-2) 1
F
Bu sebeple su fonksiyonu tanimlayabiliriz: a=f(b) b=f(a)

g R-{2}>R-{1}, g(y)=y/(y-2). Sekil 3.9.

3.8 Alistirmalar

1- A=7Z" x Z" ve R, A iizerinde ‘(a,b)R(c,d) sadece ve sadece a+d=b+c ise’ seklinde
tanimlanan bir bagint1 olsun. R bagintisinin yanstyan, simetrik ve gecisli oldugunu fakat
ters simetrik olmadigini gosteriniz.

2- R, A’ dan B ‘ye ve §, B’ den C ‘ye birer bagint1 olsun. R ve S ‘nin bileskesi A’ dan C ‘ye
SoR bagmtisidir ve ‘a(SoR)c sadece ve sadece aRb ve bSc olacak sekilde bir beB
elemani var ise’ seklinde tanimlanmustir.

Bu tanima gore, R, Z" iizerinde tanimli bir baginti olsun.

n R m sadece ve sadece m=n’ olduguna gore; Z" iizerinde R’= RoR bagmtisini
tanimlayimiz.

3- A={1,2,3,4} olsun.
a. A lzerinde kag tane esdegerlik bagintist vardir?

b. A iizerinde (1,2)R 6zelligine sahip kag tane R esdegerlik bagintis1 vardir?
4- Bir R bagmtisi R * iizerinde su sekilde tanimlanmustir.
(x1,y1)R(x2,y2) sadece ve sadece x;<xX, veya hem x;=x; hem de y,y» ise.

R ‘nin R iizerinde bir parcali sira oldugunu gosteriniz.

5- Asagidaki li¢ tabloda 6grenciler, dersler ve 6grencilerin derslerde aldiklari notlar ile ilgili
bilgiler yer almaktadir.
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8-

student id first name last name Level concentration
100 Lynn Icks Senior Independent
101 Bernard Mac Junior CS- Theatre Arts
102 Mike Soft Freshman Business Econ
103 June Icks Junior CS-AM
104 Alan Turing Grad Math
Tablo 3.5- STUDENTS
Course id | course name Professor semester | year
1 CS22: Discrete Math. Franco Spring 2003
2 (CS22: Discrete Math. Herlihy Spring 2002
3 CS123: Purty Pictures Avd Fall 2003
4 EC187: Game Theory Dal Bo Fall 2002
5 CS51: Turing’s Factory Savage Fall 2003
6 MA o Unknown Fall 2001
Tablo 3.6 — COURSES
student_id course _id student_grade
100 2 A
101 1 S
101 2 NC
102 4 A
102 1 B
103 5 A
104 5 A
104 6 A

Tablo 3.7 - COURSE_GRADES
Buna gore;
A almis Freshman seviyesindeki 6grencileri se¢iniz.

b. Courses tablosunda (course _name, semester) kayit tipine gore projection islemini
gerceklestirin.

c. U¢ tablo iizerinde natural  join  islemini  gerceklestirin  ve
(student_name,course_name,grade) kayit tipine gore projection yazin.

Asagidaki fonksiyonlarin goriintiilerini bulunuz.
a. fR—R,x— (x + 2)2
b. fR—R, x— x*

gf bileske fonksiyonunu tanimlayiniz.

x> +x,x>0
‘R—R, f(x)= ’
s ) {l/x , x<0
N >
gRoR go= VT2
I/x, x<0
f: A—B ve g: B—C iki fonksiyon olmak iizere,
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‘Hem f hem de g surjective ise gof bileskesi de surjective’dir’ seklindeki teoremi
ispatlaymiz.

9- fi(x)= fonksiyonunun tersini (g(x)) bulup gof ve fog bileske fonksiyonlarmi yazarak
sonucun x oldugunu ispatlayiniz.

10- f ve g R—R ve keR olmak iizere birer fonksiyon olsun. ft+g, f*g ve kf: R—R
fonksiyonlart sirasiyla su sekilde tanimlanmaktadir:

(Fe)x)=Ax)+g(x)
(F8)(x)=fx)*g(x)
(kNx)=kAX).

(1) Eger k#0 ise kf ‘in sadece ve sadece f bijeksiyon ise bijeksiyon oldugunu
ispatlaymiz.

(i1) Ne f+g ’'nin ne de f*g ‘nin bijeksiyon olmadig1 f ve g bijeksiyonlar
tanimlayiniz.
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