5. DOGRUSAL OLMAYAN DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMU

Dort veya bes dereceli polinomlardan yiiksek dereceli polinomlar, trigonometrik ve iistel
terimler i¢eren denklemleri analitik yontemlerle ¢6zmek neredeyse imkansizdir. Bunlarin
sayisal ¢ozlimleri i¢in ¢esitli yontemler gelistirilmistir. Dogrusal olmayan Sayisal ¢oziimleme
yontemlerinin bir ¢cogunu temelinde Taylor serisi vardir. C6ézlimlere gegmeden dnce bu seri
tanimlanacaktir.

5.1. Taylor Serisi

Taylor serisi, stirekli bir fonksiyonun herhangi bir x;+; noktadaki degerini, bu noktanin yakin
komsulugundaki bir x; noktasindaki degerleri ve tiirevleri cinsinden ifade eden asagidaki gibi
sonsuz bir seridir;

(41 — xp) C ) (Xip1 — ) (X1 — X"

f(xiv) =f(xi)+—f( J+—f”( J+—f”'( D+ +—f"(xl)+R

Dikkat edilirse, serinin sonunda (n + 1). terimden sonsuza kadar olan terimlerin hesaba
katildig1 bir r, kalint1 (ya da kalan veya hata) terimi vardir. Bu terim asagidaki sekilde ifade
edilir. Burada £ degeri x; ile x;,, arasinda bir degerdir.

(xl.+1_xl) n+1

Genellikle (x;;, — x;) farkina h = (x;,; — x;) adim denir ve Taylor serisi ile kalan terimi
siklikla adim cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

Fin) = FO) +2F6) + 2 00) + L5 ) + o+ E2 () + Ry

_
(n+ 1)!

f n+1(£) seklinde ifade edilir.

n

Ornek 1. Sifirmci ila 4. Mertebeden Taylor serisi yaklasimlari kullanarak asagidaki
fonksiyonun x;,; = 1 deki degerini x; = 0 daki degerleri ve tlirevleri cinsinden belirleyiniz.

f(x) = —0.1x* — 0.15x3 — 0.5x%2 — 0.25x + 1.2

Bilinen bir fonksiyonla ilgilendigimizden f(x) fonksiyonunun 0 ve 1 deki degerlerini
belirleyebiliriz. Sekilde gortildigu gibi fonksiyon f (0) = 1.2 de baslamakta ve f (1) = 0.2
olacak sekilde asagi kivrilmaktadir. Buna gore Taylor serisi ile yaklasik olarak belirlemeye
calistigimiz deger gergekte 0.2 dir. (h = 1 )“dir,
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n =0 icin; sifirinci dereceden Taylor serisi yaklasimi serinin sag tarafinda tek terim olmasi
durumunda elde edilir:

f(xi+1) = f(xi)! f(l) = f(O) = 112 € = 012 - 112 =-1

n=11i¢in; (n = 0, 1degerleri), x = 0 da birinci mertebe tiirevin belirlenmesi gerekmektedir:

f i) = £ + LD geklindedir. f/(x) = —0.4x% — 0.4522 — 1x — 0.25

f'(0) = —0,25 dir. Birinci mertebeden yaklasim

f()=f0)+h.f'(0)=12+1.(-0,25) = 0,95 hatadegeri ¢ =0,2—-0,95=-0,75
n = 2 i¢in (n = 0,1,2) i¢in taylor serisi; f(x;+1) = f(x;) + %f’(xi) + U;—)sz”(xi)

o s _ <. _ h - (h) 1" (h) "
n=3i¢in(n = 0,1,2,3) i¢in; f(xp41) = fO) + 5 () + =" () + =" (%)

n=4igin(n=0,1234) f(x) =)+ )+ () + - £ () + - £4()

n=5igin (n = 0,1,2,3,4,5) fxin) = £ + 27 0e) + LG + L7 ) + 25 4 ) + 8575 )

(Not: n = 2,3,4,5 i¢in degerler hesaplanacaktir.)

A I
X
Zero order ® Ax. ) = fAx)
1.0 Ax.4) = Ax) + fx)h
0.5 A, 4) = Ax) + Flx)h + L (f"] i
iy, q)
G | ‘ -
XI'= 0 X.f'+ : = 1 &
h

Mertebe artirilarak devam edildiginde, 4. Mertebeden yaklasim i¢in kalan ifadesi

_
T ()

(*+
(4+1)!

f n+1(£) ifadesinden R, = f *1(8) olacaktir.

Ornekteki f(x) 4. Dereceden bir polinom oldugundan 5. Derece tiirevi sifir olacaktir.
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_
(4+1)!

f 4*1(8) = 0 olacaktir.

4 —

Bu fonksiyonun taylor serisi terimleri yukaridaki grafikte gosterilmistir;

Taylor serisi sayisal yontemlerin temelidir. Eger f(x) fonksiyonu, x = a civarindaki degeri
icin sonsuz seri ile ifade edilebiliyorsa, o zaman bu f(x) fonksiyonunun x = a civarinda
“Analitik” oldugu sdylenebilir. Taylor serisi sagidaki sekilde de kullanilabilir.

f@) = f@) + (x—a).f'(@) + L £7(a) + E22 7 (a) + -

Serinin yakinsaklik kosullarini belirlemek zor olmasina karsin f(x)’in x = a’daki tiirevinin
mevcut olmasi ve sonlu olmasi lazimdir. Eger taylor serisi mevcut ise x’in a’dan farkli fakat
a civarindaki bir degerine karsilik diisen f(x)’i bulabiliriz. Ancak serinin yakinsak olmasi ve

x=adaf'(a) = df ( Y@ in meveut olmast gerekir. Yakinsak ¢oziimigin seride yeterli sayida

terim alinmalidir. Bu konuyla ilgili yukarida bir 6rnek verilmistir.

Yukarida da anlatildigi gibi Taylor serisi bir terime kadar ifade edilir, kesilen terimlerin
yerine hata terimi konulur. Ornegin 2. Terimden sonra seriyi kesecek olursak;

fx)=f(a)+x—-a).f'(a) + %f”(a) + R. (x — a)® buradan yapilan hata;

R(x—a)=fx)—(f(a)+ (x—a).f'(a) + (x;—?)z f"(a)) seklinde hesaplanabilir.

Seriden n adet terim alinip n + 1 ve sonraki terimler kesilirse o zaman yapilan maksimum
hata ise;

(Ix—aD™t? [d®Df(x) . . . . W™
ey Tl | max . seklinde yazilabilir. Bu ifade yukaridaki R, = ey f €3]
ifadesiyle aynidir.

Hesaplanan terim kesme hatasinin, maksimum hatadan kiigiik olmasi gerekir.

Ornek 2.

f(x) = e* fonksiyonunu a = 0 civarinda Taylor serisine aginiz. Daha sonra serinin ilk ii¢
terimini alarak x = 0,5 noktasi i¢in f(x) ‘1 ve kesmeden olusacak hatayr bulunuz ve
maksimum hata ile karsilastiriniz.

f@) = f@) + (= a).f'(@) + L () + E2 7 (a) + -
flx) =e*
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fle) =f"(x) == f"(x) =e* = f(x)

oldugundan, denklemin sag tarafinda a = 0 i¢in;

f(x) =f(0)+(x 0) ! (0)+(x 0) f"(0)+(x 0)3 £77(0) + -
fx) =e® +Ze® +Z—Te(°) +"3—Te(0) 4= ¥

e* = 1+x+2—?+x3—j+---

2
x = 0,5 noktast icin ilk i¢ terimden; f(x) = e(©® + %e(o) + %3(0) + R.(x—a)® =e*

0,5)° 5)

e% =1+40,5+~—==+ R(0,5)% = hata terimi; R(0,5)% = 0.023 olur. R = 0,19

3
0 < x < 0.5 araliginda Z (e:)
dx

= e”* maksimum degerini x = 0.5 de alir. Bu nedenle hatanin

(Ix—ap™*1
(n+1)!

d"™f(x)
dxn+1

st siniri; max ifadesinden (a = 0; n = 2)

3 37X 3
CY 220 - CF 05 =0,03438 olup buradan R(0,5)° = 0.023 < 0,03438 oldugu

gortiliir. Boylece maksimum hatadan kiigiik bir hata yapilmistir.

5.2.  Aralg Ikiye Bélme Yontemi (Bisection)

Iki baslangi¢ noktas: gerektirir. Bu iki baslangic noktasinda fonksiyonun zit isaretli degerler
almasi istenir. X,, X, iki baslangi¢ degeri buna karsilik f(x,), f(xp) z1t isaretli fonksiyon
degeri, eger boyle iki nokta Bulunmus ise kok mutlaka bunlarin arasinda ¢ikacaktir.

X; = (Xq + xp)/2

bu yeni noktaya karsilik yeni bir f(x;) degeri bulunur ve bu yeni degerin f(x,), f(xp)
degerlerinden hangisiyle zit isaretli oldugu belirlenir. Ornegin f(x;), f (xg) ile aym isaretli
f(xp) ile z1t isaretli oldugunda kok x;ile x,, arasindadir. Islem artik bu iki nokta arasindadir.
Bu aralik tekrar ikiye boluntir,

Xy = (X1 + xp)/2

yine igaret kontrolii yapilarak zit isaretli aralik {izerinden islem devam eder. Bu ¢6ziim son iki
x degerinin farkinin verilen mutlak yaklasim hatasinin kiigiik esit degerine ulasincaya kadar
devam eder.

%0 = Xn—q| < Ax
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f(x)

f(xp)

f(xa)

Ornek 1.
f(x) =y =x*—9x3—2x? + 120x — 130

fonksiyonun 1 < x < 2 araliginda bir koke sahip oldugu bilinmektedir. Bu kokii bisection
(aralig1 ikiye bolme) yontemiyle 0.006 mutlak hatasiyla bulunuz.

x1=1 >y =f(x)=f1)=1*-9.13-2.12+120.1 - 130 = —20

X, =2 -y, =f(x) = f(2)=2*-9.23-2.22+120.2 — 130 = 46

71t isaretli oldugundan baslangi¢ degerleri dogru secilmistir.

X3 = (X1 +x2)/2= (1+2)/2=15

ys = f(x3) = f(1,5) = (1,5)* = 9.(1,5)% — 2.(1,5)% + 120.(1,5) — 130 = 20,188
h=|x;—x,]=1]1,5-2| =0.5

y; ve veni ys degeri zit isaretli oldugundan, kok x; , x5 arasindadir.

Xys = (x1+x3)/2= (1+15)/2=1,25

v = f(xy) = £(1,25) = (1,25)* —9.(1,25)3 — 2.(1,25)? + 120.(1,25) — 130 = 1,74

h =|x, —x3] =]1,25—-1,5| = 0.25

Tekrar isaret kontrolii yapildiginda y, ve y; zit isaretlidir, bu nedenle kok x, , x; arasindadir;
X5 = (x1 +x4)/2 = (1+1,25)/2 = 1,125

ys = f(xs) = £(1,125) = (1,125)* — 9.(1,125)3 — 2. (1,125)? + 120.(1,125) — 130 = —8,74
h = |xs — x,4] = 1,125 — 1,25| = 0.125 mutlak hatadan kiigiik degildir isleme devam edilir.
Tekrar isaret kontrolii yapildiginda ys ve y, zit isaretlidir, bu nedenle kok x5, x, arasindadir;
Xe = (x4 +x5)/2 = (1,254 1,125)/2 = 1,188

ye = f(xs) = £(1,188) = (1,188)* — 9.(1,188)3 — 2.(1,188)2 + 120. (1,188) — 130 = —3,4
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h = |x¢ — x5| = [1,188 — 1,125| = 0.063 mutlak hatadan biiyiik bir adim daha devam edilir.

adim Xn Vn h

1 1,5 20,188(0,5

2 1,25 1,738 10,25
3 1,125 -8,744 10,125
4 1,188 -3,403 0,063
5 1,156 -6,049 (0,031
6 1,141 -7,390 (0,016
7 1,133 -8,066 0,008
8 1,129 -8,404 0,004

h =|xg —x,;] =11,129 — 1,33] = 0,004 < 0,006, x=1,129 olarak elde edilir.

5.3. Dogrusal Interpolasyon (False Position) Yontemi

Araligi ikiye bolme yonteminin yetersiz bir yonii fonksiyonun aralik simirlarindaki
degerlerinin biiytikliiklerini g6z 6niine almaksizin araligin her zaman ikiye boliinmesidir.
Sekilde de goriildiigii gibi f(x;) nin f(x,) dan kiigiik olmasi x; nin kdke x,,dan daha yakin
olma olasiligini ortaya ¢ikarmaktadir. Bu durum bir avantaj olarak kullanmaya y6nelik olarak
dogrusal interpolasyon yontemi gelistirilmistir. Bu yontemde araligin ikiye boliinmesi yerine,
araligin u¢ noktalarindaki fonksiyon degerlerini birlestiren dogru parcasinin x-eksenini kestigi
nokta yeni tahmini kok degeri olarak alinmaktadir. Boylece araligin u¢ noktalarindaki
fonksiyon degerlerinin biiytikliikleri yakinsama hizin1 artirmak amaciyla bir avantaj olarak

kullanilmaktadir.
f(x)

 (x,)

Buna gore benzer

yararlanilarak

sekildeki tiggenlerden

fe) _ SO

Xp=X]  Xy—Xy

yazilabilir. Buradan x, c¢ekilirse
interpolasyon formiilii;

dogrusal

_ £ () (x1—xy)
F D)= (xw)

Xy = Xy

seklinde elde edilir. Yontemin algoritmasi araligi ikiye bolme ile esdeger olup, tek fark, x, nin
belirlendigi ifadelerde yukaridaki esitligin kullanilmasidir.
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Ornek 1.

fx) = 66:38 (1 — e~ 0146843x) _ 40  denkleminin  kokiini x;, =12 ve x, =16

degerlerinden baslayarak 0,08 bagil hatasiyla hesaplayalim,
n = 1; icin

667,38

- (1 _ 6—0,146843.12) — 40 = 6,0699

x =12, f(x) =f(12) =

Xy =16, f(x,) = f(16) = 2222 (1 — e70146843.16) _ 40 = —2,2688
F(x)-(X=xy) |
X = Xy — m bagintisindan
_ _ f(16).(12—16) _ _ —2,2688.(12—16) _
Xr = F(12)-f(16) 6,0699—(—2,2688) 14,9113

F) = £(14,9113) = 22738 (1 — g0146843.149113) _ 40 = —0,2543

14,9113

f(xp).f(x;) =—-15426 <0

oldugundan kok ilk alt aralikta kalmaktadir x,- degeri x,, degeri olarak atanirsa;
Kok x; ile x,, = x,- arasindadir;

n = 2;icin

667,38
12

x =12, fx) = f(12) = 222 (1 — 70146843 12) _ 40 = 6,0699

X%, = 149113, f(x,) = f(14,9113 ) = 227 (1 — ¢ 7014684314913 ) _ 40 = —(,2543

14,9113
£(14,9113).(12—14,9113) —0,2543.(12—14,9113)
X, = 14,9113 — = - = 14,7942
f(12)—£(14,9113) 6,0699—(—0,2543)
f(x,) =-0,0273
e = [FR22242103) 04100 = %0,79  diger adimlar matlab ile

14,7942

adm | x| x| f(a) | f() Xy f(xr) £

12 |16 0,5 -2,2688 14,91 |-0,2543

12 114,91 (0,25 -0,2543 14,79421-0,0273 |0,7854

12 |14,79 (0,125 |-0,0273 14,7817 (-0,0029 |0,0845

12 114,78 (0,031 |-0,0003 14,7802 1-0,00003 | 0,0009

1

2

3

4 12 [14,78]0,063 [-0,0029 |14,7804]-0,0003 |0,0090
5

X = 14,78
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Ornek 2.

f(x) =x' —1 fonksiyonunun 0 ile 1,3 araliginda kokiinii dogrusal interpolasyon

yontemiyle bulunuz. Her adim i¢in yaklasik €, ve & gercek bagil hatalar hesaplayiniz

xyeni_xﬁski xg_xgﬂ/eni

— |2 —

& = || - %100 , & = - . %100
r

1. adim x; = 0,
fp=f0)=x"-1=0-1=-1

x, = 1,3,
fx)=f13)=x1°-1=(1,3)1-1=12,78

)G

Xy = Xy )= ) bagintisindan
_ . f(13).(0-13) _ 12,78.(-13)
x, =13 o)) 1,3 Ti(a8) 0,09434

f(x,) =x1° —1=(0,09434)1% — 1 = —1 negatif oldugundan ve kok zt isaretli aralikta
olacagindan x,, x, aralig1 alinir. x; = 0,09434 olarak diizeltilir.

g = |M| %100 = %90,6 gercek hata.
2. adim
x, = 0,09430 ,

f(x) =(0,09434)10 —1 = -1
x, = 1,3,
f) =f13)=x°-1=(1,3)""-1=12,78

() (e1—xy)
X, = X, ——————
r L A CHEDIEM)

. £(1,3).(0,09434—1,3) _ 12,78.(—1,2057)
£(0,09434)—f(1,3) -1-(12,78)

x, =13 = 0,18180

f(x,) =x°—1=(0,1818)° — 1 = —0,9999 negatif oldugundan x,, x, aralig alnir.
x; = 0,18180 olarak diizeltilir

_10,18180-0,09434
a~— 0,18180

1-0,1818
1

%100 = %481 , & = | |.%100 = %81,8

3. adim
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x; = 0,1818,

f(x) =(0,1818)1% — 1 = —0,9999

x, = 1,3,

flx) =713)=x0-1=(1,3)1-1=1278

)G
£ GeD= £ )

Xp = Xy

x, = 1,3 - [LDOE61S) _ o 1276 _ 6903
£(0,1818)—f(1,3) —0,9999—(12,78)

f(x,) =x°—1=(0,26293)1° —1 =—-0,9999 negatif oldugundan x,, x, aralig alinir.
x; = 0,26293 olarak diizeltilir.

_ 10,26293-0,18180
a 0,26293

1-0,26293
1

%100 = %30,9 , &, = | |.%1oo = 04737

4. adim

x; = 0,26293 ,

f(xp) =(0,26293)1° — 1 = —0,9999

x, = 1,3

flx) =f(13)=x1"-1=(1,3)1"-1=12,78

)G
f D= £ ()

Xy = Xy

£(1,3).(0,26293 —1,3) _ 12,78.(—1,037)
£(0,26293 )—£(1,3) o —0,9999—(12,78)

x, =13 = 0,33825

f(x,) =x°—1=(0,33825 ) —1 =—-0,9999 negatif oldugundan x,, x,, aralig1 alinur.
x; = 0,33825 olarak diizeltilir

_]0,33825-0,26293
a~ 0,33825

.%100 = %223 , & = |%

|.%100 = %$66.2

5. adim

x; = 0,33825 ,

f(xp) =(0,33825)° — 1 = —0,9999
x, =13

Flxy) =f(1,3) =x1°—1=(1,3)10-1=12,78
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) (e1—xy)
X, =X, ———————
r Y- )

£(1,3).(033825 —-13) 12,78.(—0,96175)
£(0,33825 )—f(13) —0,9999—(12,78)

x, =1,3— = 0,40798

f(x,) =x°—1=(0,40798)1° — 1 = —0,9998 negatif oldugundan x,., x, aralig1 alinr.

x; = 0,40798 olarak diizeltilir

— [040798-033825) o100 = 0417,1 |

_ |1—0,4-0798
t— 1

|.%100 = 0459,2

a~ 0,40798
adim X Xy |Xp g &
1 0 1,3 0,0943 [48.1 90,57
2 0,0943 | 1,3 0,1818 |30,85 |81,82
3 0,1818 1,3 0,2629 [22,25 |73,71
4 0,26293 |1,3 0,3381 |17,1 66,18
5 0,3381 | 1,3 0,4079 [13,69 |59,21

&, = 0,01 hata degeri ile 39 adim sonunda x = 0,9997 elde edilir.

5.4.  Basit Iterasyon Yontemi

f(x) fonksiyonunun koklerini bulmak i¢in f(x) = 0 denkligi x = g(x) durumuna sokulur.
Bu esitligin anlami1 y = x dogrusu ile x = g(x) fonksiyonunun kesim noktasini bulmaktir.
X = X, baslangi¢ degeri i¢in g(x,) bulunarak, x’in yeni degeri x; = g(x,) alinir islemler
tekrarlanirsa;

x1 = g(xo)
x; = g(x1)
Xn = g(Xn-_1)

Yapilan her islemin sonunda yeni bir x degeri elde edilir. Eger &, = |x,, — x,—1| yaklasim
hatas1 degeri gittik¢e kiigiilityorsa ¢oziim yakinsak olur. C6ziim i¢in istenen hata degerinden
daha kiigiik bir degere ulasincaya kadar tekrarlanir. Fark giderek buiyiiyorsa ¢oziim iraksak
olur. Ya yeni bir baslangi¢ degeri ya da farkli bir ¢6ziim yontemi denenmelidir.

Ornek 1.
f(x) =4.e70%% — x

denkleminin kokiinii x, = 3 baglangi¢ degeri i¢in €, = 0.05 hata degeri ile bulunuz.
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f(x) fonksiyonu f(x) = 0 denkligi ile x = g(x) durumuna sokulur

4,705 —x =0, x=4.e7%% g(x) = 4.e"5* sekline déniismiis olur.

g(3) = 4.e7953 = 0,89

g(0,89) = 4.¢705089 = 2 56 adm| x | g(x) |h=|x, — Xp_1
g(2,56) = 4.e705256 = 1,11 3 10,89 [2,11

g(1,11) = 4,751 = 2,29 0,89[2,56 | 1,66

2,56|1,11 1,45

1,11(2,29 1,18

2,2911,27 1,02

1,2712,11 0,84

2,1111,38 0,73

24 adim sonra x = 1,7 bulunur (Matlab)

NN N B W N~

24 | 1,68|1,72 0,047

Ornek 2.
f(x) = 4.Ln(x) — x denkleminin kokiinii x, = 3 baslangi¢ degeri i¢in &, = 0.05 hata degeri
ile bulunuz.

f (x) fonksiyonu f(x) = 0 denkligi ile x = g(x) durumuna sokulur

x=4.In(x), g(x) =4.Ln(x) sekline doniismiis olur.

9(3) = 4.Ln(3) = 4,39 adim| x | g(x) [h=|x, = Xp
9(4,39) = 4.Ln(4,39) = 5,92 13 [439 [1,39
9(5,92) = 4.Ln(5,92) = 7,11 2 439592 1,52
g(7,11) = 4.Ln(7,11) = 7,84 3 [1592[7,11 [1,19
4 [711]7,84 0,73
5 [7,84[82 039
6 |82 [843 [0,19
7 [8,43]8,53 [0,0
8 [8,53|8,57 0,04

5.5. Newton - Rapson Yontemi

X, yaklasik kok, h yaklasimdaki mutlak hata olsun; kokiin diizeltilmis hali; x; = x5 + h olan
x1; f(x) fonksiyonunun kokiiyse f(x;) = 0yani f(x, + h) = 0 olmalidur.

f(xo + h) < 1n toylar serisi agilimu;
h = x; — x oldugundan;
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F@ian) = F) + o Ge) + 2 Ge) + L) + o+ 5 () + Ry

fo+h) = Fxo) + B f (o) + 925 ) + L5 £ Gxg) + -+ L 7 (o) + Ry

3!

h yeterince kiigiikse ve bu ag¢ilimin sadece ilk iki terimi alindiginda biiyiik bir hata yapilmis
olmaz,

flxo+h)=f(xo) +h.f'(xg) f(xo+h)=f(x1) denilirse;

f(x1) = f(xg) + h. f'(xg) elde edilir.

X1, f (x)’in bir kokii oldugunda f(x;) = 0 olacagindan;
f(xo) + h.f'(xy) = 0 olur. Buradan;

h=_f(x0) _

T = %1 %o elde edilir.
0

h hatasinin mutlak degeri, verilen Ax degerinden kiigiik degilse x; degeri yaklasik kok olarak
kabul edilip x, gibi yeni kok hesaplanir. Bu durum mutlak kok degerinden daha kiictik esit
bir hata degerine kadar siirdiiriiliir. Her adimda h = |x,,,; — x,,| < Ax hesaplanir.

_ f (xo)

X1 = X0 = 505 ifadesinden

— o _ J(x0) .
X1 =X o) elde edilir

— _ f(x1)
2 =% f(xy)

_ _ f(x2)
X3 = X2 f(x2)

Xn41 = Xp — ]]: ,((J:;)) Seklinde iteratif ¢6ziim yapilir.

Ornek 1.

f(x) =x*—3.x3+6.x2—16 denkleminin x, = 4 civarindaki kokiinii &, = 0,05
yaklasim hatasi ile bulunuz.

fl(x) =4.x3 —9.x%2 + 12.x¢

f(x0)

1= %o~ £ (x0)
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(4*-34%+6.42-16) 31
4.43-94241241 7

x1=4

hata diizeyi heniiz istenilen diizeyde olmadigindan isleme devam edilir.

(3 1*-3.3,1)%+6.(3,1)2-16) _

= fx)
4.31)3-9.3,1)2+12.(3, 1)1 2,46 n Xn Int1 | h= |—f,(x)

Xy = 3,1_

4 __ 3 2_
X3 = 2,46 — ((2,46)*-3.(2,46)3+6.(2,46)2—16) _ 1 |4 3.1 0,9

4.(2,46)3-9.(2,46)2+12.(2,46)1 21
2 13,1 2.46 0,63

4 _ 3 2_
Xy =21 — (2,1)*-3.2,1)3+6.(2,1)%-16) = 2006

4.(2,1)3-9.(2,1)2+12.(2,1)*

3 1246 |21 0,35

_ _ ((2,006)*-3.(2,006)%+6.(2,006)*~16) _ 4 (2,1 2,006 | 0,09
x5 = 2,006 4.(2,006)3-9.(2,006)2+12.(2,006)1 2
512,006 |2 0,09
6 |2 2 0,006

Tablodan goriilecegi gibi 6. Adimda |h | < & 0.006 < 0.05 oldugundan; x = 2 dir.

5.6. Kiris Degistirme (Secant) Yontemi

Newton-Rapson yonteminde ortaya ¢ikabilecek potansiyel bir sorun birinci tiirevin analitik
olarak alinmasinin gerekliligidir. Basit polinomlar i¢in bu bir sorun olmamakla birlikte, bazi
karmagik fonksiyonlar i¢in birinci tlirevin alinmasinda gugliikler ortaya ¢ikabilir. Bu tiir
durumlarda kullanilir.

y

Yo A(x9, Y0
y=fx

X1 X2 X3/ X 5 Xo
Xg x
D(x3,¥3
C(x,,
¥, (x2,¥2)

B(X1’)’1) 62



x, ile x, arasindaki AB kirisinin denklemi (dogru denklemi);

Yi— Yo X1 — Xo

y—}’o=y1—3’0

= (y— = Ax—=2x0) 2 (x—xp) = (y -
Y —xy X —x (v = o) xl_xg( 0) = ( 0) e v = o)
X1 — Xo
X=X+ (Y =y0)
0 Y1 — Yo Y—DYo

AB kirisinin x eksenini kestigi nokta x, icin bu denklemde y = 0, x = x, yazlarak;

X1 — Xp
Yi—Yo

Xy =X — Yo

AC Kirisi icin eksen parametreleri bu kirise gore yazilip kirisinin x eksenini kestigi nokta x5
icin ayn1 denklemde y = 0, x = x5 yazilarak;

Xy — Xo
Y2—Yo

X3 = Xo Yo

Mutlak yaklasim hatasinin belli bir diizeyine kadar bu islem devam eder. Genellestirilmis hali;

Xn — Xp
Yn— Yo

Xn+1 = X9 — Yo

Ornek 1.

y = f(x) = x® — 20x + 16 denkleminin 3 ile 5 arasinda bulunan bir kékiinii kiris yéntemini
uygulayarak &, = 0,008 yaklasim mutlak hatasi ile bulunuz.
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X9 =5, x; = 3 segilirse; y, , y; degerleri hesaplanir.
Yo = f(xo) =5° =205+ 16 = 41
y1=f(x)=3*-203+16 =-17

yontem adim adim ilerletilir.

Her adim i¢in yeni x,,,, degeri hesaplanir. Ayrica her adimda kullanilmak itizere y,, = f(x;,)
degerleri hesaplanir.

X1—Xo

X2 = %0 =5, 5, Yo
_c_ _(3-5) _
x, =5 172D * 41 = 3,59

y, = f(x;) = (3,59)% — 20.3,586 + 16 = —9,6.

_ (3,59-5)
(-9,6—41)

X3 =5 *41 = 3,85

y; = f(x3) = (3,85)%—20.3,85+ 16 = —3.93

matlab ¢oziimii

n | Xn Yn = f(n) | Xnia h = Xp41 = Xn
015 41

113 -17

2 13,59 |-9,6 3,59 0,59

3 13,85 |-3,93 3,85 0,26

4 1395 | -13 3,95 0,1

513,98 |-0,42 3,98 0,03

6 3,9 |-0,13 3,99 0,01

7 13,99 |-0,04 3,99 0,003

x = 3,99 seklinde bulunur.
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5.7. Miller Yontemi

Polinom koklerinin hesaplanmasinda kullanilan bir yontemdir. Hatirlayacagimiz gibi, Secant
Yontemi, kokiin tahminini, fonksiyonun iki noktadaki degerinden ge¢en dogrunun x-eksenine
uzatilmasiyla elde eder. Miiller yontemi benzer bir yaklasim kullanir, fakat tic noktadan gecen
bir parabolii x eksenine uzatir. Yontem {i¢ noktadan gegen paraboliin katsayilarini bulmaktan
ibarettir. Bu katsayilar ikinci derece ifadede yerine konularak paraboliin x-eksenini kestigi
nokta, yani kok tahmini yapilir. Parabolik denklem uygun bir sekilde yazilarak yaklasim
kolaylasir;

fX)=a(x—x)2+b.(x —x) + ¢

Bu paraboliin {i¢ noktadan ge¢mesini isteriz

[xo, f (xo)], [x1, £ (x1)], [x2, £ (x2)]

Yukaridaki esitlikte ti¢ nokta tek tek yerine konmasiyla hesaplanabilir
f(x0) = a(xo — x2)* + b(xog — x,) + ¢

flx) =a(x; —x)>+b(x; —x,) + ¢

flx) =a(x, —x)2+b(x, —x,) +c=c

c=f(xz)

flx) Straight
line

f(x)

Root Parabola

estimate

I

I

I

I

i

I

I

I

I

I

I

I

!
X

Bl

S e

X

Root Root Root
estimate

(a) ()
Sekil —a da koklerin secant yontemiyle b de ise miiller yontemiyle bulunmasi gosterilmistir.

Denklemlerden ¢ = f(x,) katsayisi hemen belirlenebilir, ve c-katsayisi fonksiyonun iigiincii
tahmininden hesaplanmistir ve a, b’de hesaplanabilir

l.denklem f(xy) — f(x,) = a(xy — x3)% + b(xy — x3)
2.denklem f(x;) — f(x2) = a(x; — x3)% + b(x; — x)

ho=x1—x9 , hy =x, —x; dir.
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8o = ) —f(xo0) R - F(x2)—f(x41)

, denilirse ve bu ifadeler yukaridaki iki denklemde yerine
X1=Xo X2—X1

konulursa;

6y = w , 0, = w bu ifadeler yukaridaki iki denklemde yerlestirilirse;
0 1
xl_xz = _hl hO +h1 =x1_.x0+x2_x1 =x2—x0 ,xO_xZ = _(h0+h1)d1r

8, = LEBTE0 = £(xy) — £ ) = =61l

8y = LEUTED = £(x0) = (1) = =6.ho

2.denklemden;
fle) = fx2) = alxy — x3)* + b(xy — x3)

—8,.hy = a(=hqy)? + b(=hy )

hy.b—h%a=6.h

b=6+ah

1.denklemden;

f(xo) = fxy) + f(xq) = fx2) = axg — x2)* + b(xo — x3)
—80.hg — 81. hy = a.(—=(ho + h1))* + b. (= (ho + hy))
(ho + hy).b = (ho + hy)?a = 8y hg + 61 hy

(x1)—f(x0) (x2)—f(x1)
ho=x1—x¢ ., hy =x; — x4 ,60:%’ 61:fx2h1fX1

__61-6¢
- h1+h0 ’

b=6;+ahy, c=f(xy)

Boylece, asagidaki esitlik elde edilir

_ _T2c . ..
X3 = Xp + P s hem reel hem kompleks kokler bulunabilir.

Bu esitlikten elde edilen koklerin hesaplanma islemi i¢in durdurma kriteri;

X3—X2

£, = .%100

X3

Bu esitlikte isaretten dolay1 iki kok elde edilir. Miiller yonteminde isaret b’nin isaretine
uyacak sekilde secilir. Bu se¢cim en biiyiik payda degerini x,’ye en yakin kok degeri
tahminini verecektir.
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Bir kere x5 belirlenince siire¢ tekrarlanir. Bu durumda asagidaki stratejiler kullanilir;
1)Eger reel kokler belirleniyorsa, yeni kok tahmini x5’e en yakin iki orijinal noktay1 seceriz.
2)Eger hem reel hem de kompleks kokler hesaplaniyorsa, siralamali bir yaklasim kullanilir.

Ornek 1.

Miiller yontemini kullanarak x, =4,5 x;, =55 x, =5 sirastyla 11k tahminleriyle
f(x) =x3—=13x —12  denkleminin koklerini belirleyiniz. €, = 0,03 (kokler, -3, -1 ve
4°tiir)

Once tahminlerden fonksiyonun degetlerini hesaplayalim;
f(xo) = f(4.5) = 20.625,

f(x;) = f(5.5) = 82.875,

f(x) = f(5) =48

Tahmin adimlarinda;

ho=55—-45=1 hy =5-55=-0,5

fx)—f(xo) 82.875-20.625
§p=——2, fp=——"T—"7
X1—Xo 5,5—4,5

=62.25

61 — f(xz)—f(xl) , 51 — 48—-82.875 — 69_75

Xo—X1 5-5,5
)
a=hl+h", b=ah+%, c=f(x,)

_ 81-8p _ 69.75-62.25 15
hi+hg (-0,5)+1

b=ah, +68 =15.(=0,5) + 69,75 = 62,25

c=f(x;) =48
—-2c . . .. . 1
X3 =X + PPy denkleminde diskriminantin karesi denenmelidir

|b + Vb% = 4ac| > |b —Vb% — 4ac|, /62,252 — 4.15.48 = 31,54461,
162,25 + 31,54461| > [62,25 — 31,54461],

oldugundan paydada pozitif deger kullanilmistir.

_ -2c -2.(48)
X3 = X2+ b+VbZ—dac 5+ 62,25+31,54461 3,976487

Hata kestirimi gergeklestirilir;
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3,976487 — 5
3,976487

—1,023513

X3 — X
X3

* %100 = |

Eq =

Hata ¢ok biiyiik oldugu i¢in yeni degerler hesaplanir. Bu islemler i¢in x, yerine x;, X, yerine
X,,, X, yerine x;. Bundan sonra yeni iterasyon;

Xo=55 x, =5 x,=3976487 degerleriyle devam eder.

Hata oraninin makul diizeylere indigi adimlarda x,, = 4 olarak bulunur.

n Xo b Xy ho hy S ) a b c X3 £q(%)
1 4,5 5,5 5 1 -0,5 62,25 | 69,75 | 15 62,25 | 48 3,97 | 25,74
5,5 5 397 |-0,5 -1,02 | 69,75 | 47,69 | 14,48 | 32,88 | -0,82 | 4 0,62
3 5 3,97 | 4 -1,02 | 0,02 | 47,69 | 34,73 | 12,98 | 35,05 | 0,037 | 4 0,026

x = 4 seklinde bulunur.

5.8. Genellestirilmis Newton-Rapson Yontemi

Dogrusal olmayan denklem takimlarinin ¢6ziimiinde en ¢ok kullanilan yontemdir.

fGx,y) =0
g(x,y) = 0 denklemlerinin yaklasik kokleri; x , v, ise
X1 = Xp + Ax,

Y1 =Yo +4,, dizeltilmis kok i¢in yukaridaki denklemlerden;

f(xo+D8nyo+4,)=0
g(xo +A,,yo + Ay) = 0 bu fonksiyonlarin Taylor serisi aginimlart;

A, 0f (xg, A, 0f (xg,
f(xo +Ax’y0 +Ay) — f(xo’yo) +_XM+_:VM+ e
TN 19,

A, 0g(xp, A, 0g(x,,
g(xo + AJC’yO + Ay) — g(xo,yo) +_XM+_‘VM+ e
19, 1 9,

Ay ve A, ¢ok kiiglik sonlu farklar oldugundan A, ve A, nin kuvvetlerinin oldugu terimler
terkedilir.

af(xo,yo) +A af(xo,yo) —

0
2, N

f(xo; yO) + Ax
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09(x0,¥0) | , 99(x0,¥0) _

9(x0,¥0) + Ay 5t A, 3, 0
f(xg,¥0) 9f(x0,¥0)
0y dy [Ax] _ _[f(x0,¥0)
dg(x9,¥0) 09(x0,¥0) |18y g(x0,¥0)
9, 3,

Bu noktadan sonra dogrusal denklem takimlarinin ¢oziimiinde kullanilan yontemler
kullanilabilir. Mutlak hata kontrolii yapilarak € < |A,|, &< |Ay| oluncaya kadar iteratif
¢Ozuiim yapilir.

Ornek;
fry)=x*+y=3=0
gx,y) =y*+x-5=0

denklem takimmin x, = 0,6 ve y, = 1,5 noktasi civarindaki kokiinii € = 0,08 mutlak
hatastyla bulunuz.

X9 = 0,6 vey, = 1,5 i¢in;
f(xO, yo) = 0,62 + 1,5 - 3 = _1,14,

9(x0,¥o) = 1,52+ 0,6 — 5 = —2,15 hesaplanir. Tiirevler alinr.

of (xo, 0f (xo,
Oy 0y

ag(inyO)zl M:Z* =2%15=3
Ox Oy g '

Matris formuna yerlestirilir.
s =- s
y )
A,=0,489, A,=0,554
Bir adim sonraki x; y; degerleri hesaplanir.

X, = xo + Ay= 0,6 + 0,488 = 1,089

Y1 =Yo+4,=15+0,553 = 2,054
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f(x1,y1) = 0,239, g(x4,y,) = 0,31 hesaplanur.

Tiirev ifadesinde degisenler tekrar hesaplanirsa;

of (x4,
M:Z*x=2*1,088=2,177
Oy
0g(x4,
¥=2*y=2*2,05=4,11
y

[2,177 1 ] [Ax] _ [0,239
1 411114, 0,31
A= 0,085 A,=0,054 A< eve Ay< € olmadifindan isleme devam edilir.

x, = x; + A= 1,088 + (=0,07) = 1,004

Y2 = y1 +Ay= 2,054 + (—0,54) = 2

n Xo Yo Ax Ay

1 0,6 1,5 0,4885 | 0,5538
1,0885 | 2,0538 | 0,0848 | 0,054

3 1,0037 | 1,9998 | 0,0037 | 0,0002

x =1, y =2 seklinde bulunur.
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