Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

Sinyallerin Zaman — Frekans Analizleri : FOURIER TEORISI

Bu bélimden itibaren isaret isleme (signal processing) kavram ve yontemlerine egilerek
isaretleri analiz etmeye calisacagiz. Ozellikle bir isaretin frekansa bagh degisimini gosteren
analizi cok daha 6nemlidir.

FOURIER SERISi

Fourier serisi, Fransiz matematik¢i ve fizik¢i (1768-1830) Jean Baptista Joseph Fourier 1.
1800 1i yillarda (1822) ortaya koydugu Fourier teorinin periyodik isaretler kismiyla ilgili olan
ilk bolimiinii olusturmaktadir. Bu amacla, periyodik isaret olarak duragan ' ~retler
(stationary signals) iizerinde durulacaktir. Asagida Fourier serisine tipik olan gencl cir
periyodik isaret verilmistir.
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Sekil 1.Periyodik isaret (sonsuz enerjili isarat): Fourier serisi

Verilen isaretin,

x(t) =x(t+T) periyodiklik ke zulunu sa3ladigim gérmekteyiz.

Trigonometrik Fourier Serisi ile Periyodik Isaretlerin Gosterimi
f(@)={a,cos(0Xw,.j,a, :0swt,a,cos2wyt, --,a, COSnwyt, -
A 1
;0,8In(0X 1), b, sinw,t, b, sin2w,t,---,b, sinnwt,--}
%/_ 7

0

f@)={a, 4, cosw,t,a, cos2wmyt,---,a, COSnwyt,---;b, sin wyt,b, sin 2w,t,--+,b, sinnw,t,---}

f()= Z a, cosnw,yt +b, sinnw,t
n=0
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Askin Demirkol

Fourier Serisi Formiilleri

Bulunan bagintilar neticesinde Fourier serisi ne ait denklemleri toparlarsak asagidaki ifadeler
yazilabilecektir. Fourier serisi

fM) =a,+Y a,cos(nwyt+6,)+b, sin(nwt +6,) ;1 <t<t,+T, ; w,="—

n=1

durumu goz Oniine alinirsa

1 1, +Ty
ay=- j f(t)dt
0 1

2 1, +Ty
a, =— t)cosnw,t dt
n TO J‘tl f( ) 0

2 puTy .
b, = T—OL f(®)sinnw,t dt

-b
6, =tan”' (—2)

an
Alternatif gosterim

f®) =a,+> a, cos(nwyt +6,)+b, sin(nw,t +6,)

n=1

f)=C,+ icn cos(nw,t+86,)

n=1

C, = \/aj +bn2

C,=a,
,=C cosf,

a
b, =—C, sin4d,

n

Fourier Serisinin Spektrum Gosterimi

A Cn
®
2 ‘
o) =—1
_. TO ‘_ I —————
»
0 COO 26()0 3600 46()0

Sekil 2. C, —w Diizlemi : ayrik Fourier spektrumu
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

Fourier Serisinin Varhgi ve Dirichlet Kosullar:

Fourier serisinin mevcudiyeti ve varli1 Dirichlet kosullar1 ile tanimlanmaktadir. ki tiirlii
Dirichlet kosulu vardir ;

1. Zayif Dirichlet kosulu

Bu kosulda Fourier serisinin varligi test edilmektedir : IT | f (t)| dt < oo
0

2. Kuvvetli Dirichlet kosulu

Eger f(¢t) fonksiyonunun bir periyodluk siirecte sonlu sayida maksirum ve minumum

noktasi var ve eger ayn1 zamanda ayni periyod i¢inde sonlu sayida ve her bi.: sop.u siireksiz
(discontinuity, piecewise fonksiyonlar) noktas1 varsa, kuvvetli Diric’ilet kosulu oldugu kabul
edilir.

Cok Bilinen isaretlerin Fourier Serisiyle Gosterimi

1. Kare dalga
tr@
A e
4A & sin[(2n—1)27 f, t] :
f)=— >
A 4 ; 2n-1) Ny : |
—
T
2. Darbe dizisi
A SO
f@ =£+ 24 LT fo T)cos2x nf, t A
T ‘Tnx

A

|

~

Exponens yel gosterim

£y Y D,y el It

Nn=—oo

_l T2 —Jj2zn fyt
D, = ; I_T/2f(t)e dt

AT .
D, =77s1n c(n fo7)
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Askin Demirkol

3. Uggen dalga A
[

f(t)=8—?isin(ﬂjw /\ /\ /\ > 1
2) » vV oV

n=1

4. Testere disi dalga IAG)

A
__2ASsinC7 o 1) /‘ /‘
S 7 7 A

-A |

Sekil 3.Cesitli periyodik isaretlerin Fourier serisi Gosterin ieri

Ornek

f()y=2+7 cos(% +6,)+3 cos(% +6,)+5 cos(% +63) [saretinin periyodikligini arastirin.

Coziim
Verieln isaret f(@)=2+Tcos(wt+6,)+3cos(w,t+8,)+5cos(w,t +6,) olarak
diistintildiigiinde frekanslarin (o, = ; w, = %, W, = %) oldugu goriilecektir. Igaretin

periyodik olmasi, n =0 harmonigi haii¢ icin harmoniklerdeki “#’ degiskeninin katsayilari
127
durumundaki frekanslarin yani (—2 T,E) oranlarinin rasyonel bir say1 olmasi ile miimkiindiir.

Buna bakarsak,
ﬁ 3 21274

= ve —
2/3 4 T8
3 4
elde edilen 1 ve 7 rasyonel sayilar oldugundan, verilen isaretin periyodik oldugu goriiliir.

Bunun ardindan, tcmel frekansin ne oldugunun hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in verilen
zamai.» ait katsayilar
| | 1. 7
3)==, 4>)== ve T(—)=—
(6) 2 (6) 3 (6) 6

olarak disliniildiigiinde tiim harmonikleri kapsayan temel frekansin o, :l oldugunu
gormekteyiz. Temel frekans 3. 4. ve 7. harmoniklerle gosterildiginden verilen f(¢) isareti
ticlincii, dordiincii ve yedinci harmoniklerden olusmaktadir. Temel frekans é olduguna gore
temel periyod,

27

T, =22 _2" 12z
w, 1/6
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

Ornek

Asagida degisimi verilen f(¢) isaretini Fourier serisine agin.

A (D

Sekil 4.Periodik bir isaretin Fourier serisi

Coziim

Oncelikle Fourier serisine agilma kosulu olan isaretinin
fO)=fa+T)

olan periodik olma kosulunun sekilden

f)=f@+n)

ile sagladigim gormekteyiz. Isaretin T temel periodu 7 oldugundan (7, = ), periodik olup,

Fourier serisine agilabilecegi goriilmzktcu.w Bu onaylamanin ardindan Fourier serisinin
a,.a,,b, ve 6 parametreleririn buluninasi agamasina gegcilebilir.

Daha once yukarida ana{ 'aryla vie alinan 6rnegi bu kez Fourier serisinin formiilasyonlari
kullanilarak tekrar ¢oziileceitir. Cger verilen sekil Fourier serisi ile ifade edilecekse periodik

olmast diisliniileceginiden, verilen isaretin bu onemli kosulu sagladigini degisiminden de

gormekteyiz. SimarTu yuni duruma gore exponensiyel bir fonksiyonu gosteren f(f) =e™''?

isaretinin Fotrier karsi'igia1 bulmamiz gerekiyor. Bunun i¢in Fourier serisini gosteren genel
ifadesindeki

f@O=c + V_:an cos(nwyt+6,)+b, sin(nw,t +6,)

n=1

¢,.a, ve b, Kkatsayilarini ilgili denklemlerinden bulmamiz gerekiyor.

f@) =ay,+ Y a, cos(nwyt) +b, sin(nw,t)

n=l1
onecelikle

fy=e'* | 0<t<rm
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Askin Demirkol
ifadesinde,
I,=rx
_2z _

w, =
0 T
0

buna gore,

2

f@)=a,+ Zan cos 2nt + b, sin 2nt

n=1

yazilir, buradan,

ao :TiJ-ttlJrTof(t) dl’ :%J‘: e—t/Z dt
0 1

=0.504

Serinin ortalama veya d.c. degeri olarak bilinen q,, fonksiy n iist yar1 diizlemde oldugu i¢in

a, #0 bulundu. Eger fonksiyon iist yar1 diizlemde olirasaydi a, =0 olurdu.

_2 jtl% f@ tdt
a = cosnw
n To h 0

27 _
:—.[ e™'? cos 2nt dt
V4 0

bu bir kismi integrasyon ifadesid'ir.
J-udv =uv— J-vdu

¢Oziim i¢in,

n

2 (7 _
a :-—_Ioe”zcosZntdt

/0

—t/2

n=e , dv=cos2ntdt
Jdu = —le_”zdt , v= isin 2nt
2 2n

a, =%J‘0” udv :% [uv—.[: vdu}

eger,
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1
===, =2n
p > q

n

2 7 _
a :—j e™'? cos 2nt dt
V.4 0

_2 " pt
—;J.Oe cosqtdt

V4

e”
=l (pcosgt + gsin gt)
P tq

0

:0.504( 2 2]
1+16n

Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

0

aym sekilde b, gozilirse, b, =T3 [ r@ysin neot di =2 {72 sin 2nr dr burada da
0 n T

kismi integrasyon gerekecektir.

b = Ej”e-”z sin 2nt dt
V.4 0

u=e"? | dv=sin2ntdt

1 1
du=——e"?dt , v=——cos2nt
2 2n

b, :%J‘: udv:% [uv—j: Vi "fl

eger,

1
===, =zn
p 5 q
b, = gre’”z st2nt dt
Yo

-

o tdt
=— ¢e"snq
Jo
4
[ e

PP +g

—0.504( 5"
1+16n

T

(psin gt —gsin gt)
2

0

sonugta bulunan katsayilara gore Fourier serisinin ifadesi,

= 2
1) =0.504]1+
10 { ,122:‘1+16n2

(cos2nt +4nsin 2nt)} , 0<rrx



Askin Demirkol

f)=C,+ z C, cos(nwyt +6,) gibi kompakt forma doniistiiriirsek,

n=1
C, =0.504

4 64n’ 2
C =+a>+b* =0.504 + =0.504| ———
" \/(1+16n2)2 (1+16n°)? (1/1+16n2 ]

-b
6, =tan”' (—=) =tan "' (—4n) = —tan" 4n
a

n

cos(nw,t —tan~' 4n)}

- 1
f(t)=0.504 {1 +2) —
; V1+16n*

Sekil 5.Periodik bir isaretin Fourier serisindeki Frekans genlikleri

o} 2 a4
(7

6 § 10 R
l‘l' @
\ _——
\
\\\
T b------2 ‘_:_:'.:*_—_z-_a.-. —_— —_——— ) — = — —

,2kil 6.Peliocik bir isaretin Fourier serisindeki Faz - Frekans goriintiisii

Ornek

Asagic verilen kare dalgayyr Fourier serisine aciniz.

A

£ (1)

|
|
-3z -2z -z — 0 % T 27 3z

Sekil 7.Periodik darbe isaretinin Fourier serisi
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

Coziim

Oncelikle Fourier serisine agilma kosulu olan isaretinin
fO)=f@a+T)

olan periodiklik kosulunun sekilden yine,
f@)=f@t+2n)

ile sagladigini gormekteyiz. Isaret (T, =27) temel periodlu olup, Fourier | scrisine
acilabilecegi goriilmektedir. Boylece Fourier serisinin a,,a,,b, ve 6, paramzatreleri
hesaplanabilir. Sekilden de goriildiigii gibi isaret f(¢) =1, (—z,7) araliginda tanimhdir.

T,=2x
2 27

w, =—=—=1.
T, 2&

Fourier serisini gosteren genel ifadesindeki

ft)y=a,+ Zan cos(nw,t +6,)+b, sin(nwyt +6,)

n=1

a,.a, ve b, Kkatsayilarini ilgili denklemlerinden bulmamiz gerekiyor.

f@)=a,+ Zan cos(nwyt) + b sin(nw,:)

n=1
ilk anda tesbit ettigimiz degeric.
f(t)zl > —ﬂgf(""

ifadesinde yet. e konulursa,
f@)y=a,+ Xan cos nt +b, sin nt
=1

o Buradan,

1 e, 1 e AL e _ 1|7
aO_T_OL f(t)dt—gj_mldt—gj'o ldf—;[to ——{— 0}
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Askin Demirkol

Serinin ortalama veya d.c. degeri olarak bilinen q,,, eger fonksiyon iist yar: diizlemde

olmasaydi a, =0 olurdu.

/2
a, _2 tl+T°f(t)cosnwot dt :ir/z lcos nt dt _2x2 e cos nt dt :E[lsinnt}
T, *n 27 <712 27 0 T|n 0
2 . (nﬂ']
=——sin| —
Th 2
2sin nr 2sin nr sin nr
2 (mj 2 2 2
a, =—sin| — | = = =
Tn 2 Tn 2@ n
2 2
. (nzj
a, =sinc| —
2
0 n = ¢ift say1
a, = i n=159,13,---
Tn
_z n=371L15,---
Tn
aym sekilde b, coziiliirse,
/2
b, = ij'"”“ f@)sinnwyt dt = lr/21 X sin nt dt = 2[—lcos nt}
T, *n 2 -ri2 T n -7/2
2 { r 7[}
=———|cosn——cosn—
Tn 2
=0

Zaten cift fonksiysn dzelliginden b, =0 olacagi agiktr. Ote yandan faz ifadesi ise, ¢ift

fonksiyon oldugundan (a.ctg b = arctg 0 =0), buradan muhtemelen bir 7 kadarlik faz agis1
a a

gortiniiyor.

P v n = ¢ift
ez n=tek, n=371115,---

Sonugta bulunan katsayilara gore Fourier serisinin ifadesi,

f@) = 1 +£ cost +lcos(3t —7) +lc055t +ic0s(7t —7) +lcos9t +Lcos(1 It—rm)--)
2 3 5 7 9 11

Eger

—cosx=cos(xxt7x)
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi
ozelligi kullanilirsa, seri asagidaki gibi yazilir

f(@) ——+—(cost—%cos3t+lcos5t——cos7t+

1 j
5 7
f@ )— ) cos(2n—1)t

Bu ifadeyi,

n=1

f@®)=C,+ iCn cos(nwyt+6,)

gibi kompakt forma doniistiirtirsek

C, =

1
2
\/a +b* \/a2+0—a

“b =0
0n=tan_l( " )=0

n

6. =0 anlam serinin bilesenleri (terimleri) arasinda faz farki yoktur, yani sifirdir. Dolaysiyla

faz spektrumlarina gerek yoktur. Ancak spektrumidan faz farkinin 7z olmasi, bilesenlerin
fazlarin aym1 olma gercegini degistirmez. Ciinkii —cosx = cos(x * x) oldugundan bilesenler
ayn1 fazda olacaklardir. Bu durumda Fourier spektrumu
I & 2 nw L2
t)=—+ ) ——sin| — |[cos(nw,t +6,) =—+—
® 2;‘7”1 (2) ot +6 27;2

nrxw
(2 1) (chos[(Zn—l) t]
A C

n=tek

0.59¢

10 w
Y

Sekil 8.Periodik bir isaretin Fourier serisindeki Frekans genlikleri
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Askin Demirkol

EXPONENSIYEL FOURIER SERISi
fy=2,D, "™

n=—o0

D, :TLIT f@)e’" ™" dt Exponensiyel formiiller
0 0

Exponensiyel Fourier Serisinde Genlik ve Faz Spektrumun Dagilimi

Reel periyodik f(¢) isaretinin klasik ve exponensiyel gosterimdeki genlik spektrum &ni
asagidaki gosterimleriye goz Oniine alalim.

AlC
®
A
f@
(a) (b)
- - - - >
W
t (0}
0 0
Sekil 9. (a) Fourier serisinde siirekli isaret, /(b) ayrik frekans spektrumu
[
(©)
N) ®
- o ® -
—p COO «—
? ® l ® ® T ® ? >
0
Sekil 10. (¢) Fourier serisinde genlik spektrumu
D, =D |e'" =|D,|e’ <" 4D,
———————— .4
- g
-15 -11 -7 =3 0 3 7 11 15
- _______8

Sekil 11.Periyodik darbe isaretinin faz spektrumu
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi
Ornek

Asagida |Dn

genlik ve Z D, faz bilgileri Fourier serisiyle verilmis isareti arastirin.

D, + b,
I PO zl2
4
39 ] /4
20
1 ____l=z/6
"1 1771771771 ! 7] 03 6 v
»0 -9 -6 -3 0 l )
-9 -6 -3 0 3 6 9 —7l6|----
—xml4f[-- -
Sekil 12-|Dn ve ZD, Spektrumlar L

Coziim

Bu isaretin exponensiyel Fourier serisine agmak igin ge' =>ken pirametreleri hesaplamamiz
gerekiyor. Ilk olarak sekilden yararlanarak  temel fre.asmsin o, =3 rad/snoldugunu
n=0,1,2,3 harmonikleri i¢in agikca gormektexiz Bununla birlikte D,, C, ve ZD,
spektrumlar sirasiyla agsagidaki gibi elde edilir.

D,=4, D=3 , D,=2 , D,=1

D,

=C, /2

Buna gore C, spektrumu asag:.aki gibi olacaktir.

C, 0,
T A
61---9
Op 3 6 9 o
47-——— ----@ -7l6 _1
)
21 N
I _7[/2 _______________ o
>
O 3 6 9

Sekil 13.C, Spektrumu
Faz spektrumundan ise
/4 /4 /4
b=—, 6,=— , 6,=—F
1 6 2 4 3 2
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Askin Demirkol

bilgilerini elde etmekteyiz. Simdi exponensiyel fourier serisi n =0,1,2,3 harmonikleri i¢in
asagidaki gibi olusturulabilir.

3 . 3 )
()= ZDne]nwot — ZDneJn3t
n=-3 n=-3

D, =|D,|e’%

6, jn3 83 j(-3)3 i85 j(-2
el :|D_3| e el V3! +|D_2| e 2el Y

f(t) — i |Dn ejgn e.i noyt _ i |Dn
n=-3 n=-3

oy - iy o i i3
+|D_| " 71e! TV +|Dy| "0’ @ +|D| €™’ VP +|D,| €26’ PP +|D,| e 3"

()2 1) e 1 (3) €0 +(4) ¢

T T T
-z -jiz . -jize, .
+(3) e e’ +(2)e 2’ + (1) e 23!
T T T
-j(91=2) —j(6t= ) -jG1=2) .
=e 2 42e Y 43¢ 6 44 /0
T V3 V3
jG=2) jcer-7 JICTad)
+3e 6 +2¢ Y+ e 2
T T T T T T
jG =) -jG =) j6r=2) e 2 jO=2)  —j(9r=7)
=4+3(e b+ e 5 )+2(e + +e e 2 +e 2)
B 7 7 7 T T T
3T oz oz T . e
e./( t 6)+ ¢ Jj@3t 6) e/(ét 4)+e J(6t 4) Jj9t 2)+€ Jj(9t 2)
=442 | 3( )+ 2( )+ ( )
2 2 2

—4+2 |3cos(3 - %)—- 2c0s(6 7= %)+cos(9t— %)}

N T .4
=4+ |6cos(3t— —0+ vos(6r— —)+2cos(Qt— —
[ ( P ( 4) ( 2)}

el e I
cosgg=———

~

-

f(t)=4+6cC (3t—%)+2cos(6t—%)+4cos(9t—%)

Ornek
Ay no1da verilen kare dalgaya iligskin Fourier Rerisinin exponensiyel formda analizini yapin.
f@
1
| | ry
! ! l
-3z -2z —z-Z 0o X 2 2 3z
2 2

Sekil 14.Periodik darbe isaretinin Fourier serisi
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

Coziim
Sekilden de goriildiigii gibi isaret f(z) =1, (—%,%) araliginda tanimh ve 7 genisligindeki

dortgen darbelerden olusan periyodik isaretin periyodu [-7z,7], T,=27 ve

2 D . ..
W, = o 1. Seri periodik oldugundan, Fourier serisi karsilig1 olarak,

0

b

f(t) — an ejnwot o, :_7[
n=—oo TO
D =L tayermiar = L[ fayeintar
"_TO-[—TO/Zf()e _Toj—ﬂ/z f()e

Period T,,(—-7x/2,7/2), olarak diisiiniiliirse, 7, = 27

27
w, =—=1
2
| Y 1 /2 1 1 T2 1
D =—|"' Ne "™ dr=—("" e‘j’”dtz-—[—— - =— e ! f,/,z
n TO .[—TO/Z f( ) 271- ,[_z/z ( ) 2/:_ — ]l’l :|_”/2 2]?171'[ ] /2
__ 1 [e_jn (ﬂ/z)_e_jn (_ﬂ/Z)]:_ 1 [e—jn 7/2_ejn 7:/2]: 1 [ejniz/Z_e—jn 7Z/2]
2jxn 2jxn 2jxn

1 ejnﬂ/Z_e—jn /2
T 2]

nxw
D, _ 1 sin(ﬂ)—‘
nrw| 2
D, = L sin(-qz)—‘ _EARS) 472) sin(ﬂ)
nrw| Z nxx(/2) 2
! Lan("®y  sin("%)
N PN R B S
nmy 2 nw 2 nz
2 2 2
n
= —sinc (—
( 5 )
. NT
D =—sinc(—
. ( 5 )

n=0 icin, sinc(0)=1 oldugundan
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1 Oz, 1
D, =—sinc(—) =—sinc(0) =—
05 (2) 5 (0)
n=2,6,10,14,18,--- icin
. NT
sin(—)
Dnzlsmc(ﬂ)—l 2 _
2 27 2 nxm
2
n=159,1317,--- i¢in
. N
sin(—)
b = Llane@®y 12 1
2 27 2 nT oz
2
n=3,71L15]19,---
. NT
sin(—)
D, =—sin (ﬂ)_l 2 __ 1
2 2 nw niw
2
0 n = cift
D=+, p =1L n=15913,-
2 Tn
b n=371115,
zn
Sz, 1 . I« 117
D, = —sin(— ——s —sin(—-) sin(—), =—sin(—), — —1 —
m[() ()7[(25 (2)77[ (2)9 () n( )
1 T, 1 3z 1 1 17z
D, =—(sin(—)+—=sin(-= , “»=sin(-—) + =sin(—) + —sin(—) + —sin(——) +
n”((2)3(2 () ()9()11(2))
A D,,
e 1/2
1/7 ¢ ol/7
1/5x 1/57
1/97 T T 1/9;
_g -8 s N VA T I 31 s %7 g
-1/ -1/37 -1/37 -1/

Sekil 15.Periodik bir isaretin Fourier serisindeki Frekans genlikleri
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

SUREKLI FOURIER SERIiSIiNIN OZELLIiKLERI

" ) 1 .
— jnogt _ Zineyt
K= D" 5D T J, xe
veya
3 : 1 .
X([): z X(n) PN _)X(n):FJ; X(t) PRALEP M
n=-oco 070

Lineerlik

x(t) ve y(t) T, periodlu fonksiyonlar ve a, ve b, de bunlarin ilgili Fourier seri
katsayilari ise,

FS
x(t)=a,

FS
y()=b,
bu fonksiyonlarin linear olmasi icin ¢ikisin z(¢),

z(t) = ¢, x() + ¢, (1)
olmas1 gerekir.
FS
ox(t)+c,y(t)=ca, +c,b,
Fourier serisi bu 6zelligi saglad g1 i¢in lineer bir seri oldugu diisiiniilebilir.

Zaman oteleme (time shi“ing)

x(1) g D, =X(n)

x(t—t,)= Z D, e 7

n=—o0

oo
_ ,in oyt Jnowy t
=e E D, e

n=—oo

) e—jn @ 1o X(t)
Fs ,
Yi—1,) = e ™D

FS
x(t—t,)>e "X (n)
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Zaman tersleme (time reversal)
FS
x(-t)y<>=D_ =X (-n)

FS
x(t)=D,

x(—t)= z D, e

n=—o0

— i D el” (—wy)t
— i D_n ejn Wy t
ES o
x(-t) = D,
Zaman olcekleme (time scaling)
FS
x(t)=D,

x(a t)= z D, e ™"

n=—oo

oo

_ jn (@ wy)t
- S b

n=—o0

Zaman Olcekleme Ozelligi

slx| 2, ez
x(a ) a a

0

Frekans Otele. >e Ozelligi : Modiilasyon Ozelligi
, FS
e’ ity X (n—ny)

Fourier Serisi ve Gii¢

f@®) =Y a,cos(nwt +6,)+b, sin(nw,t +6,)
n=0
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

1) f(6)=C, + icn cos(nwyt +86,)

n=1

ise bunun Parseval karsiligi

=]

1
:|C0|2 +§

2

dt

C,+ Z C, cos(nwyt+6,)
n=1

2

z C, cos(nwyt+6,)

n=1

P, :c;%ch

n=1

2) f()=a,+ Y, a,cos(nwyt+86,)+b, sin(nw,t +6,)

n=1

yapisinda ise bunun Parseval karsilig1 da asagidaki gibi olacaku:

1 ¢r/2 2 - S o
P =g L OF de= 205+ 007" = ai + Koai + 120
n=0 n=1 n=l

3)  Eger Fourier serisi

f@)= YD, e

n=—o0

2

a

P, =D+ i|Dn
n=l1

Harmonik Distorsiyonun Hesaplanmasi
Ornek

Ciis isareti x(f) =10cosw,t olarak verilen bir isaret ¢ikisinda £8 volt seviyesinden

Jarpiiirsa olusan bozulmus isaretteki harmoniklerin seviyesini hesaplayin (B.P. Lathi , Signal
Frocessing and Linear Systems, s.213).

Coziim

x(t) =10cosw,t 1isareti asagidaki gibidir.
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x(1)

-~
10 RIRN
1~
4 N
’ /7
N SN Y (@) ‘ N
’ ’ \ d 7
\

8 y(1)

0.57, 0.57,
0.1024T, ‘

Sekil 16.Distorsiyonlu dalga : kirpilmis cosw,t isareti
Goriildugii gibi kirpilan kisim y, (¢) (kesik ¢izgili)

yq (1) = x(1) = y(1)
v, () =10cosw,t —8
Buna gore y,(t) asagidaki gibi olacaktir.

| Y (0)

10cos w,t %\
/\ \/_, 0 | \/ /\ t
0 0.1024T, 10cosw,t +8

Sekil 17.Distorsiyonlu isaretin kirpilmis pargalari

Buna gore ciastaki y;(7)) asagidaki gibi diizenlenir.

( 10cos w;t —8 1 <0.10247T,
Za TO TO
yd(t)zT Cosmf +8 7—0.1024TS|t|S7+0.1024T
0

Edyle bir tanima sahip y,(f) isaretinin mevcut yontemlerden herhangi biri kullanilarak

Fourier serisine agilmasit miimkiindiir.Bu fonksiyonun Fourier serisi icin gerekli islemler
yapildiginda y,(#) cift fonksiyon oldugu ic¢in b, =0 ve C, =a, olur. Bu durumda Fourier

serisi, C, = a, katsayilarini iceren Fourier serisi asagidaki gibi elde edilir.

vy, (@)= ch cos nw,t

n=1
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

Buradan C,

20| sin0.6435(n+1) sin0.6435(n—1) | 32| sin0.6435n

— + -—— n = tek
C, =1z n+1 n—1 4 n

0 n = cift

buradan seri,

v, (@) =1.04cosw,t +0.733cos 3wt +0.311cosSw,t +---

olarak hesaplanir.

1 % 2
Py :Fojflz |y, )] dt

Ty /2

-_L 20 dr
T, 4h

_ 4 £0.1024T, )
P, = jo (10cos w,t —8)> dt
=0.865

Giris isaretinin  x(¢t) =10cosw,t enerjisi

2
P, =12 50
2

Buradan bozulmaya sebep olan harmeniklere ait toplam enerjisi hesaplanir,

D =100
top
P,

:wxloo =%1.75
50

top

Bulunan harmonikiere at toplam enerjidekiD,,, her bir harmonigin ne kadar paymn
oldugunu hesaplamak icin‘de,

PD
D, = —=x100
1
bagintisindan yararlanilir.  Buradan birinci ve {igiincii harmoniklere ait bozulmay:
hesaplayalim. Birinci harmonik igin,

2
p, =LY 5408

1

D, = 0'554(1)08 x100 = %1.08

tictincii harmonik icin,
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2
P, = 0.726)" _ 0.2635
s 2
D, = 0.2635 x100 = %0.527
LINEER ZAMANDAN BAGIMSIZ SUREKLI SISTEMLERIN PERiYODIK
GIRISLERE CEVABI
€S t

YO =k 0 = h) fa-)dr=hn)*e* f0) = [ h)e* Tz

e®' fonksiyonunun ozelliginden dolayr burada “ s ¢ sabit/durum. ndadir. Ifade biraz
diizenlenirse,

y(t)=e' ji Wr)e T dr

H(s)=[ h@)e " dz

Burada bahsettigimiz gibi s “ in degerleri icin H(s) transfer fonksiyonu sabit (reel veya
kompleks) gibi davranmaktadir. Bu ylizden H(s) fonksiyonu vektorel yaklasimla, 6zdeger
(eigenvalue) olarak diisiiniilebi . :

y(t)=H(s)e'

Bu yazimda “s” in.'iapleks degisken degeri icin @ H(s) transfer fonksiyonu olarak
anilmaktadir, Bu durumd giris isareti olarak f(#) nin

f)y=e’'

alinmasi Juramunda transfer fonksiyonu,

H(s) = y(@)
F(s)

olacaktir. Bu yazim yalnizca LTIC sistemler icin gegerli olacaktir, lineer olmayan sistemler
icin gecerli degildir. Bu durumu Fourier serisine uyarlarsak,

f= i D, e"™'

n=—oo
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Sinyaller & Sistemler — Fourier Serisi

Biliyoruz ki, giris f(t) =e*' = F(s) icin cikis,
yt)=H(s)e"

idi. Bu yaklasinu frekansa gore yazarsak giriste e®’ yerine e/ buna uygun olarak da
H(s)e' ¢ikis yerine de H(jw)e’”" alinacagindan

Jot _ . jot
e. ' H(jw)e
giris cikis

elde edilir. Dikkat edilirse giristeki el @1 fonksiyonu, cikista da aynen elde »dilmigtir.
Hatirlanacagi gibi bu tam deger fonksiyonlarinin en 6nemli 6zelligi, ve.de avai.“ajrydi. Buna
gore,

> D, e "= D, H(jnwy) e ™!

n=—oo n=—oo

giris cevap

olacaktir. Boylece periodik bir giris

[\

f)= ZDnejnwot s W=~
1

n=—oo .

icin LTIC sistem cevabi olarak

YOy = Y D, H(jnwg)«"""

Nn=—oo

elde edilecektir. & Tir deyisle bir LTI sistemin Fourier serisi karekterindeki bir girise,
verdigi cevap elde edilmistir. H(jnw,) nin sistem transfer fonksiyonu oldugu diisiiniiliirse,
periodik LTIC " istem i¢in

y()

Z D, ejna)ot

n=—oo

bonlarn sonucunda gerek elde edilen

H(jrwgy)=

y()= > D, H(jnwgr) e/ ™!

n=—oo
gerekse
y()

z D, ejna)ot

n=—co

H(jnwy) =
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ifadelerinden girisi sinusoid olan sistemin ¢ikisi veya transfer fonksiyonu da sinusoid 6zellikte
elde edilmistir. Ancak dikkat edilirse, ¢ikis girisle ayn1 frekansta olmasina ragmen, farkl
genlik ve fazda olusabilmektedir. Bu girisi sinusoid olan sistemlerin frekans cevaplarinin
onemli Ozelligidir.

Ornek

Asagida girisi verilen LTIC sistemin

-3z -2 -7 0 T 27 RY/4

Sekil 18.Periodik bir isaretin Fourier serisi

transfer fonksiyonu H(s) = ise, sistemin cevabi * hesaplayiniz.

sP+25+3
Coziim

Verilen f(t) isaretinin Fourier serisine acilimi daha ¢nce yapilmisti.

jve bnzo.so,( Sn j

KJ 2 4n?

o] .
D, = (a,~jb) =7 0.504f——‘—,j—jo.504[ B j ~ 0504 [ L "“"zj
2 2 1416~ 1+16n 1+16n° 1+16n

=o.504{ (11_‘14" ﬂzo.ml 1- jan }_ 0.504

+15n21 (1— jdn)(1+ j4n) | 1+ j4n

a, = 0.504(
1+16n>

_0.504
1+ j4n

n

Ayrica .1 =7 ve o, =2 idi. Bunlarn 15181nda sistemin cevabi

A s )

A(s)=———— ise
s”+2s+3

Jnw,

(jna)o)2 +2(jnw,)+3

H(s = jnw,) =
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= . 0.504 & .
)= D H(jnw,)e"™" = H(jn2)e™m*
(1) Z , H(jnw,) T+ jan Z (jn2)
_ 0.504 i Jjho, o2t = 0.504 i j2ne’*!
1+ jdn = (jn2)* +2(jn2)+3 1+ jdn /= (jn2)* + j4n—4n+3
0.504 & 2ne’" 0.504 & i2ne’*!
y(1) = > / = > d

14 jAn 2 (jn2)’ + jdn—4n+3 1+ jdn 2 —4n® —4(1- jn+3

0504 & i2ne’"?!
=-—t I
1+ j4n = 4n" +4(0 - j)n-3
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