PROF.DR. KAMIL ALAKUS

X1. BOLUM

REGRESYON COZUMLEMESI
X1.1 Giris

Herhangi iki oranlama ve ya esit aralikli degisken arasindaki iliskinin yoniinii ve derecesini
belirten korelasyon katsayisi bir onceki boliimde verilmisti. Hatirlanacagi gibi X ve Y
degiskenleri arasinda korelasyon katsayis1 hesaplanirken degiskenler bagimli degisken ya da
bagimsiz degisken olarak bir ayirima tabi tutulmamislardi. Regresyon ¢oziimlemesinde ise
degiskenlerin bagimli ve bagimsiz degisken ya da degiskenler olarak iki gruba ayrilmasi bir
ihtiyactir. Bagimli degisken bagimsiz degisken(ler) tarafindan agiklanmaya calisilan
degiskendir ve tektir. Regresyonda bagimli degisken Y ve bagimsiz (degisken(ler) de X ile
gosterilir.

Regresyon ¢oziimlemesinde amaglardan biri bagimli degisken ile bagimsiz degisken(ler)
arasindaki iligkinin ortaya ¢ikartilmasidir. Ornegin X ile Y arasinda Y = B, + 51X + ¢ gibi
dogrusal bir iligki diisiiniiliiyor ise modelin bilinmeyen parametreleri 5, ve B;’in edilmesidir.
Modelin bilinmeyen parametreleri tahmin edildiginde bagimsiz degisken(ler)in farkli degerleri
icin bagimli degiskenin alacagi degerleri tahmin etmek ise regresyon ¢dzliimlemesinin diger bir
amacidir.

XI.2 Uygun Modelin Secimi

Regresyon ¢oziimlemesinde bir bagimli degisken ve bir ya da daha fazla sayida bagimsiz
degisken vardir. Bir bagimli ve bir bagimsiz degiskenli dogrusal regresyona basit dogrusal
regresyon, bir bagimli ve birden fazla bagimsiz degiskenli dogrusal regresyona ise ¢oklu
regresyon ad1 verilir. Ornegin Y = B, + £, X + € modeli basit dogrusal, Y = S, + X + - +
Pr Xy + € modeli ise ¢oklu dogrusal regresyon modelidir.

n tane birimin her birinden bagimli degisken Y ve bagimsiz degisken X degerleri saptanmis
olsun. Bu durumda n tane gozlem gegeri (y4,x1),**, (Jn, x,) siral ikilileriden olusmaktadir.
Y ile X arasindaki modeli belirlemek icin gorsel olarak sirali ikililerin koordinat diizlemde
serpilis goriintiisiine bakilmalidir. Bu tiir gdsterime serpme diyagrami ad1 verilir. Ornegin Y ile
X arasindaki serpme diyagrami, Sekil-XI.1°de verildigi gibi olsun.

4,5

3,5

2,5

1,5

0,5

Sekil-XI.1Y ile X arasindaki serpme diyagramu.
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Sekil-XI.1°deki gibi noktalar kiimesi yaklasik bir dogru gosteriyorsa secilecek regresyon
modeli, Y = B, + 1 X + € olacaktr.

Basit dogrusal regresyon modelinde bilinmeyen S, ve ; parametrelerinin hesaplanmasi
icin kitledeki (y;, x;),i = 1,---, N swrali ikililerinin hepsi elde edilmis olmalidir. Ancak bu
genelde miimkiin degildir. Bu nedenle kitleden n adet tesadiifi oOrneklem segilerek
(y1,%1),**+, (Y, xp,) degerleri tespit edilerek modelin parametreleri tahmin edilir. Parametreleri
tahmin edilen model, ¥ = §, + £, X seklinde yazilabilir. B, ve B, istatistikleri B, ve B;
parametrelerinin tahnminleridir.

X1.3 Parametrelerin Tahmini

Uygulamada S, ve f3, istatistiklerinin hesaplanmasinda farkli yontemler kullanilmaktadir.
Burada sadece en kiiclik kareker (EKK) yontemi olarak bilinen yontem verilecektir.

iy - 2-)2 ifadesini en kiiciik yapacak 3, ve B; istatistikleri EKK tahmin ediciler olarak

bilinir. 8, ve B;’in EKK tahmin edicileri f, = ¥ — f, X ve 8, = LXy—nXy

= S xon(o)? esitlikleri ile verilir.

¢ Ornek: Sekiz birimlik bir rnekleme iliskin dekara verim miktar1 (Y') ve dekara sepilen
glibre miktar1 (X) degerleri takipteki tabloda verildigi gibi tespit edilmis olsun. Y ile X degerleri
arasinda dogrusal bir model diisiiniilmektedir. Modeli denklemini tahmin ediniz.

Gozlem Verim Giibre xy | x?

No (y,10 Kg) | (x; 10 Kg)
1 15 8| 120 64
2 18 12 | 216 144
3 25 14 | 350 196
4 35 16 | 560 | 256
5 48 22| 1056 | 484
6 55 28 | 1540 | 784
7 60 35| 2100 | 1225
8 64 41| 2624 | 1681

Toplam 320 176 | 8566 | 4834

Ortalama 40 22

¢ Coziim: Tahmin edilmek istenen denklem; ¥ = S, + B, X olup tahmin degerleri, f; =

Yxy-niy _ 8566-8(22)40 _ 1526 _ 5 = P oo~ An ~
S r = amaraa = 0ey = 15863 Ve By =y — fiX = 40 — 1.5863(22) = 5.1019

bulunur. Oyle ise tahmin denklemi; = 5.1019 + 1.5863x ile verilir. Bu tahmin denklemi
kullanilarak ¢esitli tahminler yapilabilir. Ornegin x, = 16 iken y, degerini tahmin edelim. 9, =
5.1019 + 1.5863(16) = 30.4827 olup 304.827 Kg olarak tahmin edilir (gergek tiretim ise
350Kg oldugu acgiktir).

XI1.4 Belirleme (Ag¢iklayiciik) Katsayisi

Belirleme katsayisi regresyon ¢dziimlemesinde dnemli bir kavramdir. R y ile gdsterilir ve

n (g ._v)2 . .. - — & =2
R%,x=§£i+z_gz tahmin edicisi ile verilir. Burada Y,(;-¥V)?=Y"~,(V,-7) +

?zl(Yi — 171)2 yazilir. Bu matematiksel ifade sozel olarak; Kareler Toplam1 Y= Regresyon

Kareler Toplami+Hata kareler Toplami seklindedir. Kisaca KTy = RKT + HKT seklinde de
ifade edilebilir. Belirleme katsayisi, bagimsiz degisken(ler)in bagimli degisken varyansinin
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%’de kagmi acikladiginin gostergesine denir. Belirleme katsayisi ayrica Rfy =1—
Xic, (i-¥9? _ 1 _ BKT
I, (vi=Y)? KTy
arastirmacinin arzuladigi bir durumdur. Ne kadar bire yakin olursa modelin gegerliligi o kadar
kuvvetli olur.

tahmin edicisi ile de ifade edilir. R}y nin bire yakin olmasi her

¢ Ornek: Bir onceki Ornek icin belirleme katsayisini hesaplayimiz ve sonucu
yorumlayiniz.
n 5. _)2
o Coziim: XL, (y; - 7)? = 2624, LI, (s — )2 = 2420.632 => R3,, = 2200 =
=1\
242260;32 = 0.9225 bulunur. Yorum: Bagimli degiskendeki varyansin % 92.25’i modeldeki
bagimsiz degisken tarafindan agiklanmaktadir, denilebilir.

Belirleme katsayisinin tanim araligi, 0 < Rf,,x < 1°dir. Belirleme katsayis1 ile korelasyon
katsayis1 arasinda bir iligki vardir ve bu iliski Rf,,x = rxzy ile verilir. Son G6rnegimiz i¢in
korelasyon katsayisinin degeri, 1y, = v0.9225 = 0.9605 bulunur. Bu nedenle bir bagimsiz

degiskenli model olustururken bagimli degisken ile siki iligkiler olan bagimsiz degiskenler
tercih edilmelidir.

XI.5 Model Parametreleri icin Hipotez Testi ve Giiven Arahig

Y = B, + B, X basit dogrusal regresyon denkleminde B, ve B, istatistikleri B, ve f;
parametrelerinin tahmin edicileridir. Bu nedenle g, ve B, istatistikleri 8, ve 8, parametrelerine
iligskin hipotezlerin testlerinde ve giiven araliklarinin olusturulmasinda delil olarak kullanilirlar.

X1.5.1 Egim Parametresi (8;) Icin Hipotez Testi ve Giiven Arahgi
XI.5.1.1 Egim Parametresi (8,) Icin Hipotez Testi
Test algoritmasi soyle verilebilir.

a) Hipotezler: Hy: 1 = B1o Ve Hy: B1 # P10 seklinde kurulur. B, genelde sifir degerini
alir.

b) Test istatistigi: H, hipotezinin dogrulugu altinda test istatistigi, ty =
El_ﬂlo
sh(B;)

standart hatasidir ve sh(ﬁl) = m = ’?T{z esitligi ile hesaplanir. Ayrica bu son

1
(n-2)

~t(n—p) dir. Burada [, istatistik degeri, B;, bilinen bir deger (sabit) ve sh(ﬁl), £,in

(Y- 171-)2 tahmin edicisi ve buradan

esitlikte HKO ve tahmin hatasi1 varyansi, SZ =

Se = +/SZ ile verilir.

¢) Karar: (n — 2)s.d. ve a/2 6nem seviyesinde t; = t(,_). o/2 tablo degeri olmak iizere
eger |ty| < |ty| => H, hipotezi kabul ve eger |ty| > |ty| => H, hipotezi ret edilir.

d) Yorum: Karara gore yorum yapilir. Eger H, hipotezi ret edilir ise hem pf;
parametresinin dnemli ve hem de modelin anlamli oldugu sdylenir. Aksi durumda ise (yani H,
hipotezinin kabul edilmesi) f;’in de modelin de 6nemsiz olduguna karar verilir.
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¢ Ornek: Giibre-Verim 6rnegimize iliskin modelin % 5 6nem seviyesinde 6nemli oldugu
sOylenebilir mi?
¢ Coziim:
a) Hipotezler: Hy: B; = 0 ve Hy: 8 # 0 seklinde kurulur.
b) Test Istatistigi: ty = 1'5?2;0 =~ 8.651 bulunur. Onceki 6rneklerden f3; = 1.5863
—— A 5.8219 1 ~
bulunmustu. By, =0 biliniyor ve sh(f,) = — = 0.1877, §¢ = o= oy —9)? =

2222 = 33.8947 ve S, = v/33.8947 = 5.8219 bulunur.

c) Karar: (8 —2) =6 s.d. ve a/2 = 0.025 6nem seviyesinde t; = t4. 925 = 2.447 (t-
tablosumdan) bulunur. |ty| > |ty| oldugundan H, hipotezi ret edilir.

d) Yorum: % 95 giivenilirlikle hem fB; parametresinin ve hem de dogrusal regresyon
modelinin énemli oldugu sdylenebilir.

XI.5.1.2 Egim Parametresi (8,) i¢in Giiven Arahg

B1 parametresi i¢in %(1 —a) X 100 givenilirlikle giiven araligi tahmin edicisi,
P{Bl — TTsh(Bl) <B, <P+ TTsh(ﬁl)} = (1 — a) ile verilir. Bu tahmin edicinin tirettigi
aralik tahnini ise P{Bl — tTSh(ﬁl) <B <pB+ tTSh(ﬁl)} = (1 — a) olasilik beyani ile
verilir. Aralik sifir icerdiginde B; parametresinin dnemli olmadigi; diger bir ifade ile modelin
onemli olmadig1 sdylenir.

¢ Ornek: Bir 6nceki 6rnek verileri 15181 altinda 8, parametresi icin % 95 giiven aralig
tahmin ediniz ve sonucu yorumlayiniz.

¢ Coziim: P{1.5863 —2.447(0.1877) < B, < 1.5863 — 2.447(0.1877)} = 0.95 =>
P{1.127 < B; < 2.046} = 0.95 bulunur. Yorum: (1.127; 2.046) araligmin £; parametresini
iceriyor olama olasilig1 % 95°dir. Dolaysi ile bu sonugtan anlasilacag: tizere [, parametresi
onemlidir, ¢iinkii aralik sifir1 icermemektedir. Modelin de gecerli oldugu sdylenir.

X1.5.2 Kesim Parametresi () Icin Hipotez Testi ve Giiven Aralig
X1.5.2.1 Kesim Parametresi (B,) icin Hipotez Testi

Test algoritmasi soyle verilebilir.

a) Hipotezler: Hy: By = Boo Ve Hy: By # Poo seklinde kurulur. By, genelde sifir degerini
alir. B, parametresinin 6nemli olup olmamasi f8; parametresi kadar 6nemli degildir.

b) Test Istatistigi: H, hipotezinin dogrulugu altinda test istatistigi, ty =
EO_ﬂOO

~t(n—2) dir. Burada B, istatistik degeri, By, bilinen bir deger (sabit) ve sh(ﬁo), Bo’1n

Sh(ﬁo)
N Se, ?: x? n 2
standart hatasidir ve sh(ﬁo) = SN LGV SEh esitligi ile hesaplanir. Ayrica bu
n Z?zl(xi_f)z nxKTx
. . 582 . .
son esitlikte HKO ve tahmin hatasi varyansi, S2 = =y ?zl(Yi - Yl-) tahmin edicisi ve

buradan S, = /SZ ile verilir.
c) Karar: (n —2)s.d. ve a/2 6nem seviyesinde t; = t(,_). o/2 tablo degeri olmak iizere
eger |ty| < |ty] => H, hipotezi kabul ve eger |ty | > |ty| => H, hipotezi ret edilir.
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d) Yorum: Karara goére yorum yapilir. Eger H, hipotezi ret edilir ise S, parametresinin
onemli oldugu sdylenir. Aksi durumda ise (yani H, hipotezinin kabul edilmesi) S,’in 6nemsiz
olduguna karar verilir.

¢ Ornek: Giibre-Verim 6rnegimize iliskin modelin % 5 énem seviyesinde énemli oldugu
sOylenebilir mi?

¢ Coziim:

a) Hipotezler: Hy: B, = 0 ve Hy: By # 0 seklinde kurulur.

b) Test Istatistigi: ty = 5;22;0 = 1.106 bulunur. Onceki 6rneklerden S, = 5.1019
R 5\ . 5.8219V4834 _ 1
bulunmustu. Boo = 0 biliniyor ve sh(f,) = “oa = 4.6137, S? = s -

_ 203.368

91)? = —— = 33.8947 ve S, = /33.8947 = 5.8219 bulunur.

c) Karar: (8 —2) =6 s.d. ve a/2 = 0.025 6nem seviyesinde t; = tq. 0925 = 2.447 (t-
tablosundan) bulunur. |ty| < |ty| oldugundan H, hipotezi kabul edilir.
d) Yorum: % 95 giivenilirlikle 5, parametresi onemli degildir.

X1.5.2.2 Kesim Parametresi (8) icin Giiven Aralig

Bo parametresi i¢in %(1 — @) X 100 giivenilirlikle giiven araligi tahmin edicisi,
P{BO — TTsh(BO) < Bo < fo+ TTsh(,@O)} = (1 — @) ile verilir. Bu tahmin edicinin iirettigi
aralik tahnini ise P{fy, — trsh(Bo) < Bo < Po + trsh(Bo)} = (1 — @) olasilik beyan: ile
verilir. Aralik sifir igerdiginde [5; parametresinin énemli olmadigs; diger bir ifade ile modelin
onemli olmadig1 sdylenir.

¢ Ornek: Bir 6nceki 6rnek verileri 15181 altinda 8, parametresi icin % 95 giiven aralig1
tahmin ediniz ve sonucu yorumlayiniz.

¢ Coziim: P{5.1019 — 2.447(4.6137) < B, < 5.1019 — 2.447(4.6137)} = 0.95 =>
P{—6.1878 < B, < 16.3914} = 0.95 bulunur. Yorum: (—6.1878;16.3914) araliginin S,
parametresini kapsiyor olama olasiligi % 95°dir. Yani % 95 giivenilirlikle aralik sifirt
icerdiginden S parametresi onemli degildir.

XI.5.3 Uyum Parametresi icin Giiven Aralig
Veri kiimesinde var olan belli bir x; gbzlem degerine karsilik tahmin denklemi kullanilarak
elde edilen degere uyum tahmini adi verilir. 9; = B, + f;x; tahmin denkleminde X tesadiifi
degiskeninin k. gdzlem degerine ( x; ) karsilik gelen uyum degeri ( 9, ) tahmin edicisinin (¥}
Xx=X)?

. ~ ~ 1 . .-
) ortalama ve varyansi sirasi ile E(Yk) =Y, ve V(Yk) =52 [; + W] ile verilir. Buradan

). nin standart hatasi ise sh(¥,) = [V(¥;) ile verilir. Y; parametresi igin %(1 — a) x 100

giivenilirlikle giiven araligi tahmin edicisi, P{?k - TTSh(l7k) <Y, <Y + TTsh(Yk)} =
(1 — «) ile verilir. Bu tahmin edicinin {irettigi aralik tahnini ise P{y, — tysh(Py) < Vi < Ji +
trsh(9,)} = (1 — a) olasilik beyani ile verilir.

¢ Ornek: Klasik Giibre-Verim drnegimizde xs = 22 iken Ys icin % 95 giiven aralig
tahmin ediniz.

¢ Coziim: ys = 5.1019 + 1.5863(22) = 40.0005 Kg bulunur. Bu degeri 10 Kg ile
1, (xp—%)? ] ~

n Z?:l(xi_f)z

genisletirsek gercek tahmin degeri, $s = 400.005 Kg olur. V(9;) = s2 [
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5.8214% [ + (229‘6222)2] = 38219 o 4236 ve sh(§5) = V4236 = 2.0582 Kg olarak bulunur.
Ayrica (8—2) =6 s.d. ve a/2=0.025 onem seviyesinde tr = tg 9025 = 2.447 (t-
tablosundan) oldugundan aranan giiven araligi, P{40.0005 — 2.447(2.0582) <Y; <
40.0005 + 2.447(2.0582)} = 0.95 => P{34.9641 < B, < 45.0369} = 0.95 bulunur.
Gergek uzaya doniistiirdiigiimiizde (yani, degerleri 10 ile genislettigimizde) ise ayni giiven
araligl, P{349.641 < B, < 450.369} = 0.95 bulunur. Yorum: % 95 giivenilirlikle Ys degeri
349.641 Kg ila 450.369 Kg arasindadir. Ancak bu aralik Ys’in ger¢ek degerini igermemistir

(Ys’in gergek degeri 480 Kg ). Bunun sebebi ise 6rneklemin oldukga kii¢iik olmasindandir,
diyebiliriz.
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