PROF. DR. KAMIL ALAKUS

IX. BOLUM

TAHMIN
IX.1 Giris

Hemen hemen tiim arastirmalarda amag; parametre ya da parametreler hakkinda bilgiler
elde etmektir. Parametrelerin hesaplanmasinin olas1 olmadigi ve maliyet, zaman, fiziksel sartlar
ve kalifiye eleman yetersizligi gibi nedenlerle hesaplanmalarinin tercih edilmedigi durumlarda
ilgili kitle(ler)den tesadiifi ornekler secilir. Orneklemenin amaci, 6rnek birimlerine iliskin
ortalama, oran ve varyans gibi istatistikler aracilig1 ile parametreler hakkinda bilgiler elde
etmektir. Bunun iki yolu vardir. Birincisi istatistikleri parametrelere iliskin hipotezlerin test
edilmesinde delil olarak kullanmaktir. ikincisi ise bu istatistikleri ilgili parametrelerin tahmin
edilmesinde kullanmaktir.

Bir parametre igin iki tiir tahminde bulunulabilir. Bunlarda birincisi nokta tahmini olarak
bilinir ve parametrelerin tek bir deger olarak tahmin edilmesi anlamma gelir. Ornegin; u
parametresi i¢in X istatistigi, T parametresi icin P istatistigi ve o2 parametresi i¢in S? istatistigi
birer nokta tahmin edicidir.

Parametrelerin tahmin edilmesinde kullanilan istatistiklere tahmin edici denir. Ornegin; X
istatistiginin tahmin edicisi, X = 12};1 X;, P istatistiginin tahmin edicisi, P = X olup burada
n n

X ilgilenilen olayin olusma sayism gostermektedir. Ayrica S? istatisti§inin tahmin edicisi ise

2 _ 1
T (n-1)

1 (X; — X)? esitligi ile verilir.

Bir istatistigin beklenen degerinin (ortalamasinin) parametresine esit olmasina ise yansizlik
(sapmasizlik yada tarafsizlik) adi verilir. Oregin; X, u igin, P, m i¢in ve S? de ¢2 igin yansiz
tahmin edicilerdir. Ciinkii; E(X) = u, E(P) = m ve E(S§?) = ¢2’dir.

Tahminin ikinci yolu ise nokta tahminine gore daha kullanisli olan, istatistiklerin delil
olarak kullanilarak parametreler icin araliklar olusturmaktir ve giiven aralig1 olarak bilinir. Bu
tiir tahmin, hipotez testi ile ayn1 analma gelir. Giiven araliklar1 genellikle iki yonlii olur; ancak
tek yonlii gliven araliklar da tanimlanabilir.

IX.2 Nokta Ve Aralik Tahmini

IX.2.1 Tek Kitle Parametresi Icin Nokta ve Arahk Tahmini
IX.2.1.1 Kitle Oratalamasi i¢in Nokta ve Aralik Tahmini
a) Kitle Varansi Biliniyorken (o? Biliniyor)

Kitle ortalamasi (parametresi, g Ve p’niin nokta tahmini ise X = x’dir. Kitle varyansi
— 2 _ _ 2
biliniyorken X’nin varyansi, 67 = %’dir. Boylece X’ nin dagilimi, X~N (,u; %)’dir. Buradan
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wniin 100 X (1 — a)% giivenilirlikle giiven arali1 tahmin edicisi, P{X — Zyog < u < X +
Zrog} = (1—a) ile ve buna uygun tahmini ise P{x —z;0; S u < x+ zyo:} = (1 —a)
esitligi ile verilir.

¢ Ornek: OMU ogrencileri arasindan tesadiifi olarak secilen dokuz tanesinin hafta
sonunda ev diginda harcadiklar siireler soyle tespit edilmistir. x;(saat): 4,5, 3, 8, 10, 7, 8, 4 ve
5. Ogrenciler kitlesine iliskin, hafta sonunda ev disinda harcanan siireye gére dagilimmin
normal ve varyansi, 6% = 4 ise %99 giivenilirlikle kitle ortalamas1, y icin bir giiven araligi

olusturarak sonucu yorumlayiniz.
v S o? . .. _ 1gqo 54
¢ Coziim: X~N (M: ;) => p parametresinin nukta tahmini, x =§Zi=1xi =5 =

— 2
6 saat bulunur. Kitle varyansi bilindiginden X ’nin varyansi, 67 = % = — = (0.444 ve standart

O |

hatasi ise gz = \% = § = 0.667 bulunur. @ = 0.01 => zy = z4/, = Zg 05 = 2.576 (tablodan)

bulunur. Oyle ise u’niin %99 giivenilirlikle giiven aralifi tahmin, P{X — z;oz; < u < X +
zroz} = (1 —a) esitliginden hareketle P{6 —2.576(0.667) < u < 6 + 2.576(0.667} =
0.99 => P{4.282 < u < 7.718} = 0.99 bulunur. Yorum: (4.282;7.718) araligimin OMU
ogrencileri kitlesine iliskin p parametresini kapsiyor olma olasilig1 %99’dur.
b) Kitle Varansi Bilinmiyorken (o2 Bilinmiyor)
i) Biiyiik Ornek (n > 30)

100 X (1 — a)% giiven aralig1 tahmin edicisi, P{X — Z;Sg < u <X+ Z;Sg} = (1 — a)
ile ve buna uygun tahmini ise P{x — zrsz < u < X + zrsz} = (1 — a) esitligi ile verilir. Bu

2 —
esitlikte S)% = % ve §% = (nil) * ,(X; — X)? tahmin edicileri olup bunlarin tahminleri ise

2
strast ile s3 = % ve s% = ™1 (x; — ©)? esitlikleri ile hesaplanir.

1
(n-1)
i) Kiiciik Ornek (n < 30)

100 X (1 — a)% giiven aralig1 tahmin edicisi, P{X — TySy < u < X+ TrSg} = (1 — a)
ile ve buna uygun tahmini ise P{x — t;sz < u < X + tysg} = (1 — a) esitligi ile verilir. Bu

2 —
esitlikte S)% = % ve §% = (nil) Y™, (X; — X)? tahmin edicileri olup bunlarm tahminleri ise

2
sirasi ile s)% = % ve s = (nil) ™, (x; — %)? esitlikleri ile hesaplamir. Ayrica burada t; =

tino1), @ tablo degerini gostermektedir.
' 2

¢ Ornek: Belli bir hastaligin tedavisinde yeni bir yontem gelistirilmistir. Tesadiifi olarak
secilen 12 hasta sozii edilen yontem ile tedavi edilerek iyilesinceye kadar gegen siireler soyle

tespit edilmistir. x;(gtn): 10, 12, 8,9, 9, 17,9, 14, 3, 7, 12 ve 10. %95 giivenilirlikle hastalar
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kitlesinin ortalama iyilesme siiresi, p’ye iliskin bir giive araligi tahmin ediniz ve sonucu
yorumlayiniz.
PR | 0 . . . e =,
¢ Cozim: x = —=);2, x; = o = 10 giin bulunur. Kitle varyans1 bilinmediginden X nin

3.542

varyansi, s2 = % = = 1.045 ve standart hatasi ise sz = = 1.022 bulunur. Burada

Al

) . 1 _ 138 e s
orneklem varyansinin tahmini ise s? = D 2 —%0)? = -7 = 12.545’dir. Boylece

2

X~N (u; "7) =3 t7 = 1, ;)00 = t11;0025 = 2201 (tablodan) bulunur. => P{T — trs; <

U<ix+trsz}=01—-a)=>P{10—-2.201(1.022) < 4 <10+ 2.201(1.022)} = 0.95 =>
P{7.751 < u < 12.249} = 0.95 bulunur. Yorum: %95 giivenilirlikle hastalar kitlesinin
iyilesme siiresine ilgkin ortalamasi olan u parametresi 7.751 ila 12.249 arasindadir. % 5 hata ile
ise bu aralik disindadir, denilebilir.

¢ Odev: A marka elektrik ampiillerinden 10 tanesi tesadiifi olarak segilerek ayn1 sartlar
altinda kullanilmislardir. Ampiillerin kesilinceye kadar gecen siireleri sdyle tespit edilmistir.
x;(y11):3,3,4,4,7,6,8,5,3 ve 7. %90 giivenilirlikle bu tip ampiillerin kitle ortalama dayanma
siiresi, u’ye iliskin bir giive araligi tahmin ediniz ve sonucu yorumlaymiz. (C: X = 5 yil; s% =

3.556, 55 = 0.596 il tr =ty ;) 010 = ty;005 = 1.833 olup % 90 G.A, (3.908; 6.092)

bulunur.)
1X.2.1.2 Kitle Oran i¢in Nokta ve Arahik Tahmini
Kitle orani, m i¢in 100 X (1 — @)% giivenilirlikle bir giiven araligi tahmin edicisi,

P{P—Zrop <m <P+ Zrop}=(1—a) ve tahmini ise P{p —zr0, < <p+2z70,} =

1 — a) esitligi ile verilir. Son esitlikte z; = z, tablo degeri ve o, = pd-p) , P oranina
( sitlig S T = Za/2 g P — P

iliskin stadart hata tahminidir.

¢ Ornek: Bir siiper markete regel almak amaci ile gelen miisterilerden tesadiifi olarak
secilen 100 tanesinin 60 tanesi A marka recelleri tercih ettii belirlenmistir. Recel satin
alanlarda A marka regelleri tercih edenleri kitle orani,  igin % 95 giiven diizeyinde giiven

aralig1 tahmin ederek sonucu yorumlayiniz.

=2 =060 bulunur. 2= pp) _ 2008 _ 00024 => Op =

¢ Coziim: ===
C p n 100 n 100

v0.0024 = 0.049 Ve zr = z4/, = Zg 25 = 1.96 (z tablosundan) bulunur. Boylece 7 i¢in %
95 giiven arahig, P{p — Zrop, ST<p+ ZTO'p} = (1 — @) esitligi ( ya da olasilik beyani)
yardimi ile tahmin edilir. P{0.6 — 1.96(0.049) < m < 0.6 + 1.96(0.049)} = 0.95 => (0.504;
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0.696) bulunur. Yorum: % 95 giivenilirlikle recel satin alan kitlesinde A marka regelleri tercih
edenleri orani, m 0.504 ila 0.696 arasindadir, denilebilir.
IX.2.2 Iki Kitle Parametresi Farkina lliskin Giiven Arahg
IX.2.2.1 ki Kitle Oratalama Farkina Iliskin Giiven Aralig
a) Kitle Varyanslan Biliniyorken (a2 ve a3 Biliniyor)

Iki kitle ortalama farki parametresi , (1 — py) igin 100 X (1 — @)% giivenilirlikle bir
giiven aralift tahmin edicisi, P{(X; — X,) — Zrog,—x, < (s —u2) < (X; — X)) +
Zrog,_x,} = (1 —a) ve tahmini ise P{(¥; — %) — zrog,—z, < (g — p2) < (%, — %) +

ZTafl_fz} = (1 —a) esitligi ile verilir. Son esitlikte zy = z,/, tablo degeri ve 0y, _g, =
o o _ _ e 1 .. _ 1 @nj ,
—~ + =, (X, — ;) ortalama farkina iliskin stadart hata tahmini ve Xx; = — X X = 1,2
1 2 j

olup her bir kitle i¢in ortalamanin tahminidir.
¢ Ornek: Samsun’daki iki cocuklu ailelerin aylik mutfak harcamalarina iliskin dagilimin
normal ve varyansinin, 62 = 100 oldugu bilnmektedir. Ayrica Ordu’daki iki cocuklu ailelerin
aylik mutfak harcamalarina iliskin dagiliminin da normal ve varyansinin ise 62 = 144 oldugu
bilinmektedir. Her iki ilden iki ¢ocugu olan aileler arasindan sekizer tanesi tesadiifi olarak
secilerek aylik mutfak harcamalr tespit edilmistir. Veriler takipte verilen tablodaki gibidir.
Sehir Aylik motfak harcamasi (x;; 100 TL)
Samsun | 3 4 25 28 3 5 45 6
Ordu 8 9 7 3 45 7 6 55

% 95 giivenilirlikle (uq — u,) parametresi i¢in gliven araligi tahmin ediniz ve sonucu

yorumlayiniz.

- . P | 3080
¢ Coziim: Samsun igin ortalamanin tahmini, ¥; = =Y5_, x;; = —— = 385 TL ve ordu

8 8
L. 1qg 5000 . e e
i¢in ise X, = §2i=1 Xoi = —5— = 625 TL bulunur. Kitle varyanslar1 bilindiginden ortalama

fuy

00 144

farkinin standart hatasi ise og, _¢, = - T35 = 5.523 bulunur. z; = z, /5 = Zg 925 = 1.96

(z tablosundan ) bulunur. Boylece (u; — u,) parametresi igin % 95 G. A., P{(J?l —X,) —
Zr0%,—z, < (U — p2) < (X — Xp) + z70x 1_,32} = (1 — a) esitligi yardimi ile tahmin edilir.
P{(385 — 600) — 1.96(5.523) < (i — yz) < (385 — 600) + 1.96(5.523)} = 0.95  =>
P{—250.825 < (u; — 4y) < —229.175} = 0.95 bulunur. Yorum: (-250.825; -229.175)

araliginin (y; — W, ) parametresini igermesi olasiligr % 95’dir. Yine araligin degerleri negatif
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oldugundan iki sehir arasindaki ortalama mutfak harcamalarinin farkli ve hatta ikincisinin (
Ordu’da ) daha fazla oldugu sdylenebilir.

b) Kitle Varyanslar Bilinmiyorken (o2 ve a2 Biliniyor)

i) Biiyiik Hacimli Orneklemlerde (n; > 30 ve n, > 30 iken)

Iki kitle ortalama farki parametresi , (1 — piy) igin 100 x (1 — @)% giivenilirlikle bir
giiven aralizt tahmin edicisi, P{(X; —X,) — ZrSg,-x, < (1 — o) < (X, — X)) +
ZrSx,-x,} = (1 —a) ve tahmini ise P{(%; —%,) — zrSz,—z, < (0 — u2) < (% — %) +
ZTs,gl_,gz} = (1 —a) esitligi ile verilir. Son esitlikte zr = z,/, tablo degeri ve sz _g, =

2 2
751_1 Z—z , (X1 — x,) ortalama farkina iliskin stadart hata tahminidir. Yine ayni esitlikte X; =
1 2

%221 Xji, J = 1,2 olup her bir kitle igin ortalamanim tahmini ve sjz = Tl_l)Z:ZI(xﬂ - J?x)z,
j =1, 2 ise her bir kitle i¢in varyans tahminidir.

i) Kiiciik Hacimli Orneklemlerde (n, < 30 ve n, < 30 iken)

Iki kitle ortalama farki parametresi , (1 — pip) i¢in 100 X (1 — @)% giivenilirlikle bir
giiven araligt  tahmin edicisi, P{()?l -X,)— TrSx,-x, < (g —uz) < X, —X)+
TTSXl_)?Z} = (1 - a) ve tahmini ise P{(fl - 9?2) - tTSf1—fz < (,Lll - ,Uz) < (9?1 - fz) +

tTSfl—fz} = (1 —a) esitligi ile verilir. Son esitlikte tr = t(, 4n,—2).a/2 tablo degeri ve

_1)c2 a2
Sty -z, = J("l 1135:1(7122 s (ni+ni) , (¥, —x,) ortalama farkina iliskin stadart hata
1 27 1 2
tahminidir. Yine ayn esitlikte x; = niz?i 1 %ji» J = 1,2 olup her bir kitle i¢in ortalamanin
J

1
(nj-1)

tahmini ve sz = Z?i 1(le- — a?x)z, j =1, 2 ise her bir kitle i¢in varyans tahminidir.

¢ Ornek: Belli bir hastaliga yakalanmis hastalardan tesadiifi olarak secilen sekiz tanesi
cerrahi yontem ile tedavi edilmislerdir. Yine ayn1 hastalar i¢erisinden dokuz tanesi de tesadiifi

olarak secilerek ilagla tedavi edilmislerdir. Iyilesme siireleri takipte verilen tablodaki gibi tespit

edilmistir.
Tedavi Yontemi Iyilesme siiresi (x;; giin)
Cerrahi 15 20 18 20 17 22 17 15
Ilag 12 15 7 10 9 18 12 169

Her iki kitlenin iyilesme siiresine gore dagiliminin normal oldugu bilinmektedir. Kitle
varyanslar1 bilinmiyor; ancak esit varsayimi altinda (u; — p,) parametresi igin % 95

giivenilirlikle bir giiven araligi tahmin ediniz ve sonucu yorumlayiniz.
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¢ Coziim: (X —X;), Sg-x, V€& tr =t +n,—2)a/2 degerlerini bulalm. X; =

1 144 y _ 1 108 . o

52?=1x1i =-—-=18giin ve ¥, = EZ?ﬂxZi =--=12gin olup (¥, — %) =18 —12 =
. 2 1 g Ny 44 2 1 o _\p _ 108

6 glin bulunur. S1 = m i=1(x1i - Xl) == Ve s, = m i=1(x2i - xz) =5 olup

44+108 (1 1 152 (17 2584 _ _
Sx,—-%, = \/8+9—2 (§+ 5) = \/E (5) = \/ﬁ = 1.547 bulunur. t; = tng+n,-2)a/2 =

t15.0025 = 2.131 (t tablosundan ) bulunur. Butiin bu degerler aralik tahmin edicisinde
degerlendirilirse P{6 — 2.131(1.547) < (u; — pp) < 6+ 2.131(1.547)} = 0.95 => P{6 —
3.296 < (u; — ) < 6+ 3.296} = 0.95 =>  P{2.704 < (u; — up) <9.296} = 0.95
bulunur. Yorum: (2.704; 9.296) araliginin (¢; — p,) parametresini igermesi olasiligt % 95°dir.
% 95 glibenle tahmin edilen aralik sifir1 icermediginden ve siirlari da pozitif oldugundan ilag
tedavi yontemi cerrahi tedavi yontemine gore daha kisa siirede iyilestirme yapmaktadir,

denilebilir.
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