PROF. DR. KAMIL ALAKUS

111.BOLUM. DETERMINANT VE BiR MATRISIN TERSI
I11.1. Determinant

Her A = [ai j] kare matrisi i¢in A’nin determinanti ad1 verilen 6zel bir sabit tanimlanir.

(nxn)
Bu sabit, det(A) veya |A| ile gosterilir. Sadece karesel matrisler igin tanimli olup 6zellikle
matrislerin tersini faydali olur.

111.1.1 Bir ve iki Mertebeden Matrislerin Determinant

Mertebesi bir ve iki olan matrislerin determinanti siras1 ile |aq;| = a;; Ve

" |a11 Qi

1 a22| T = ay1a,5 — a12051 hesaplanir. Bir sabitin determinant1 kendisidir. Mertebesi

iki olan kare matrisin dterminanti ise (+) ile gosterilen ok boyunca yer alan iki elemanin ¢arpimi

eksi (-) ile gosterilen ok boyunca yer alan iki elemanin ¢arpimudir.

Ornek-111.1: @) A = [24] , B = [-6] ve C = [(¢ + 1)] sabitlerinin; b) 4 = [g g] ve B =

[_2 4 é] matrislerinin determinantini hesaplaymiz.
Coziim-111.1: a) |A| = |24| = 24, |B| = |-6| = —6ve |C| = (¢t + 1) olur.b) |A| = B g -
15-8=7ve|B| = |_24 é| =12 + 4 = 16 bulunur.

111.1.2 Ugiincii Mertebeden Matrislerin Determinanti

A= [a- ] matrisi diisiiniilsiin. Sadece tigiincli mertebeden karesel matrisler i¢in taniml
Ul(3x3)

olan Sarrus kural1 olarak bilinen yontem kullanilarak determinant hesabi su sekilde verilir.

Al =

a11\a12>(a13 a11/a12
aZIA/aZZ a23 a21 aZZ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 _(a13a22a31 +
31 04314 A3z3|d31 A3z

11073031 + ain a21a33) (llk iki stitun kaydlrmaSI ile ) ve ya

aj; A2 Qg3
|A| = [@21%7A22 0023 = 1105033 + A21031a13 + A31012023 -(A13022031 + Q23031011
a314~Aa317™A33
i alz\‘ZB +a33a,,a,1) (ilk iki satir kaydirmasi ile) ile hesaplanir
Uy gy ALy 33012021 y planir.
) 2 1 1
Ornek-111.2: A=10 5 —2|=> |A|’y1 hesaplayniz.
1 -3 4
2 1 112 1
Cozim-111.2: |A|=10 5 -2|0 5 =40—-24+0—-(54+124+0)=38—-17=21
1 -3 411 -3

bulunur.
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1 2 3
Odev-111.1: A= |4 -2 3 | => |A|’y1 hesaplaymiz. (C: |A| = 55)
0 5 -1

111.1.3 Yiiksek Mertebeden Matrislerin Determinanti

Bu boliimde mertebesi 3 ve daha yiiksek matrislerin determinantini hesaplamak i¢in genel
hesaplama yontemi verilecektir.
I11.1.3.1 Minorler ve Kofaktorler

Tamm-111.1: Bir A = [aij] ) kare matrisi verilsin. A’daki I’inci satir ve j’inci slitunun

(nx

¢ikarilmasiyla elde edilen (n—1) X (n —1) mertebeden karesel ve alt matris M;; ile
gosterilsin. Bu M;; matrisinin determinantina (yani; |Ml- j| degerine ) a;; elemaninin minérii ad

verilir. a;; elemanmin kofaktorii ise A;; ile gosterilir ve A;j = (—1)i+j|Ml-j| esitligi ile

hesaplanir.

) 2 3 4

Ornek-111.3: A= |5 6 7| matrisi verilsin. a;3 Ve aj, elemanlarinin minér ve
8 9 1

kofaktdrlerini hesaplayiniz.

Cozim-111.3: a3 elemaninin minéri, |M,;| = |g 8| =45 — 48 = —3 ve kofaktori ise

Az = (=1D*3|M3] = —3 bulunur. Benzer sekilde; a3, elemanmnimn mindrii, |Ms,| =

|§ ;L = 14 — 20 = —6 ve kofaktorii ise A3, = (—1)3%2|M3,| = —(—6) = 6 bulunur.
Tamm-111.2: 4 = [al- j](an) kare matrisinin determinanti, herhangi bir satirin veya siitunun

elemanlariin, kendilerine ait kofaktorlerle garpilip toplanmasina esittir. Soyle ki i’inci satir
igin |[A| = a;14i1 + @A + - + ainAin = Y=g a;jA;j Ve jincisiitun iginise [A| = a; 4, +

ApjAzj + -+ ayjAyj = Xiz a;;A;; esitligi ile hesaplanr.

2 3 4
Ornek-111.4:A=|5 6 7] matrisinin determinantini birinci satira gore hesaplayiniz.
8 9 1

-~ 6 7 5 7
COZum'III.4: |A| = a11A11 + a12A12 +a13A13 = 2(_1)1+1 |9 1| + 3(_1)1+2 |8 1| +

4(—1)1+3 |g g| = 2(6 — 63) + 3(=1)(5 — 56) + 4(45 — 48) = 2(—=57) — 3(=51) +
4(-3)=-114+153-12=27 m
5 4 2 1
Odev-111.2: A = _25 _37 _13 _92 => |A|’y1 ikinci satira gore hesaplaymiz. (C: |A| =
1 -2 -1 4
38)
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111.2. Determinantin Ozellikleri
A ve B ayni mertebeden bir kare matris olmak iizere asagidaki 6zellikler gegerlidir.
a) |A| =|Af| “dir.
b) Eger A’nin herhangi bir sifir satir1 veya siitunu varsa |A| = 0’dur.
c) Eger A esit ya da denk iki satir1 veya siitunu varsa |A| = 0’dur.
d) Eger A iiggen matris ise |A| =Kosegen Elemanlarinin garpmidir. Ozel olarak |I| =
1°dir.
e) Eger B, A’nin herhangi iki satirinin veya siitunun degistirilmesi olusan bir matris ise
|B| = —|A| dur.
f) Eger B, A’nin herhangi bir satirinin veya slitunun bir k sabiti ile ¢arpilmasindan olusan
bir matris ise |B| = k|A| dur.
g) Eger B, A’nin herhangi bir satirinin veya siitunun kat1 diger bir satira veya siituna
eklenmesiyle olusan bir matris ise |B| = |A|’dur.
h) Determinantlar ¢arpilabilir fonksiyondur. A ile B matrisinin ¢arpiminin determinanti,
|AB| = |A||B| dir.
111.1.4 Matrisin Mertebesini Diisiirerek Determinanti
Algoritma-I11.1: Bu algoritma ile n’inci mertebeden bir matrisin determinantinin degeri
(n —1)’inci mertebeden bir matrisin determinantinin degerine indirger. Bu algoritma
genellikle n > 3 i¢in daha uygundur.

A= [ , n > 1 ve sifirdan farkli bir matris olsun.

dij ](nxn)

1. Adim: a;; = 1 veya miimkiin degilse a;; # 0 seklinde herhangi bir merkez eleman
secilir.

2. Admm: Birinci adimda segilen a;; temel alinarak a;; elemanini i¢inde bulunduran satir
veya slitun tizerindeki diger biitiin elemanlari sifir yapan temel satir veya siitun islemleri
uygulanir.

3. Admm: q;; elemanini igeren satir veya siituna goére determinant acilir. Bdylece

|Axmy| = (DM a;;|A-1)x(n-1)| yazilir.

2 3 4

Ornek-111.5: A=|5 6 7] matrisinin determinantini matrisin mertebesini 2’ye diisiirerek
8 9 1

hesaplayimniz.

Coziim-111.5: Oncelikle az; = 1 oldugundan merkez olarak secilebilir. Buradan {iciincii satir

veya liglincii siituna ait diger elemanlar1 bu merkeze gore sifirlamaya ¢alisabiliriz. Tercihimiz
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ti¢lincii siitun olsun. Bu siitunun birinci satir elemant 4, ikinci satir elemani da 7 olup bu degerler
merkeze gore sifirlanmalidir. Bu islem soyle yapilir.

-1/ [2 3 4] [30 33 0

-1/ |5 6 7 51 57 0] olur ki A matrisinin determinanti ikinci mertebeden bir
7/ 4/18 9 1
. . L . ) . ss3,8 130 33]
matrisin determinantina indirgenmis olur. Boylece |A| = (—1)°*°(1) | c1 57| = 1710 —

1683 = 27 bulunur. =

Bu algoritma merkez eleman icin illaki 1 degeri olmasimi gerektirmez. Ornegin, birinci satir
birinci siitun degeri, a;; = 2 merkez olarak secilebilir. Yine birinci siituna gore tercih yapalim.
Bu durumda ikinci satir 5 ve {iciincii satirda 8 degerlerini a;; = 2 merkeze gore sifirlamaya

calisalim. Once birinci satir 2’ye béliinerek a,; elemani bir yapalir.

1/2[2 3 41 8/ 5/11 3/2 21 [1 3/2 2
[5 6 7|~ -1/ [5 6 7]~[O 3/2 3] olur. Buradan A  matrisinin
8 9 11 -1/18 9 1l lo 3 15

determinanty, |A| = (—=1)1+1(2) |3éz 135| — 2(45—18)/2 = 27 bulunur.

5 4 2 1
2 31 -2
-5 -7 -3 9
1 -2 -1 4

diisiirerek hesaplayiniz.

Ornek-111.6: 4 = matrisinin determinantini matrisin mertebesini 3’e

Coziim-111.6: Oncelikle a,; = 1 oldugundan merkez olarak secilebilir. Buradan ikinci satir
veya liglincii slituna ait diger elemanlar1 bu merkeze gore sifirlamaya c¢alisabiliriz. Tercihimiz
ticlincii siitun olsun. Bu siitunun birinci satir elemani 2, iigiincli satir elemani -3 ve dordiincii

satir elemani da -1 olup bu degerler merkeze gore sifirlanmalidir.

1/ 5 —2 0
1/ 3/ =2/|2 3 1 3 1 —2 . . :
1/ 5 7 _3 1 2 0 elde edilir. Bdylece A’m
1/ 1 -2 -1 3 10
-2 5
determinanti, |A[ = (- 1)2+3(1) 2 3|=-[4-18+5-(30+3—-4)]= —(-9-
3 1 2

29) = 38 bulunur. m

111.1.5 Determinantlarla flgili Uygulama

6 5].

UL A = [2 3] ise |A| = |At| oldugunu gosteriniz.

Coziim-U.111.1: 4] = |g g| — 18— 10 = 8 ve |4f| = |§ §| — 18 — 10 = 8 olup esittir.
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2 3 4 2 3 0
UIdll.2:A=10 0 0| veB=|5 6 0]ise]A|ve]|B|degerlerini hesaplayiniz.
5 6 7 8 9 0

Coziim-U.111.2: A matrisinin ikinci satir1 sifir oldugundan |A| = 0 ve B matrisinin tglincii

stitunu sifir oldugundan |B| = 0’dur.

2 3 4 3 3 4
UIdll3:A=12 3 4| veB=|6 6 7]ise]A|ve]|B|degerlerini hesaplayiniz.
5 6 7 9 9 1

Coziim-U.111.3: A matrisinin birinci ve ikinci satir1 birbirine esit oldugundan |A| = 0 ve B

matrisinin birinci ve ikinci siitunu esit oldugundan |B| = 0’dur.

2 3 4 2 0 0
UIlll4:A=10 6 7|veB=|5 6 0]ise]A|ve|B| degerlerini hesaplayiniz.
0 0 1 8 9 1

Coziim-U.111.4: A matrisi iist tiggen bir matris oldugundan |A| = 2(6)1 = 12 ve B matrisi de
alt tiggen bir matris oldugundan |B| = 2(6)1 = 12 bulunur.

1 -2 3 2 4 -1 1 3 =2
UIll5:A=12 4 -1|;B=|1 -2 3|;C=|2 -1 4 |veayrica |A| =9ise
1 5 =2 1 5 =2 1 -2 5

|B| ve |C| degerlerini hesaplayiniz.

Coziim-U.111.5: B matrisi A’nin birinci ve ikinci satirlarinin yer degistirmesinden olusan bir

matris oldugundan |B| = —|A| = —9 ve C matrisi de A’nin ikinci ve t¢iincii siitunlarinin yer
degistirmesinden olusan bir matris oldugundan |C| = —|A| = —9 yazilabilir.
3 8 6 6 8 6
UIll6: A=|-2 -3 1|; B=|—-4 -3 1 |veayrica |A| =—95 ise |B| degerini
5 10 15 10 10 15
hesaplayimiz.

Coziim-U.111.6: B matrisi A’nin birinci siitununun 2 ile ¢arpimindan olusan bir matris

oldugundan |B| = 2|A| = —190 yazilabilir.

1 4 -1 1 5 -1
UIl.7: A=|5 3 -5|; B=|5 8 -5|veayrica |A| =—102 ise |B| degerini

-1 2 7 -1 1 7

hesaplayimiz.
Coziim-U.111.7: B matrisinin ikinci siitunu, A’nin birinci ve ikinci stitununun toplamindan

olusan bir matris oldugundan |B| = |A| = —102 yazilabilir.

1 1 1 2 3 -1

UIlll8:A=|2 3 4|;B=1|3 5 2 |,ayrica |A| = —2ve |B| = 22 ise |AB| degerini
5 8 9 1 -2 =3

hesaplayimniz.

Coziim-U.111.8: |AB| = |A||B| = —2(22) = —44 yazilabilir.
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I11.2. Bir Matrisin Tersi

Istatistik analizlerde matris tersi olduk¢a &nemli bir yer tutar. Burada matris tersi bulmada
kullanilan yontemler verilecektir. Bu yontemler takipteki boliimlerde Ornekleriyle
gosterilecektir.
111.2.1 Denklem Sistemlerinin Coziimii ile Bir Matrisin Tersi

Tamm-111.3: A = [aij](nxn) bir kare matrisve B = [bij](nxn)’de ayn1 mertebeden A’ nin tersi

olsun AB = BA = I olacak sekilde B matrisi bulunabilirse B matrisine A’nin tersi denir ve B =
A1 ile gosterilir.

3 4

Ornek-111.7: A = [2 5] => A~1 matrisini bulunuz.

Cozim-111.7:  AB = B g] [b“ blz] = [é 0 3byy +4byy =1

b21 b22 1 == 2b11 + 5b21 = 0} (1) ve
3b12 + 4b22 = 0
2b12 + 5b22 = 1
2/ 3b11 + 4'b21 = 1 }~ 3b11 + 4'b21 == 1
—3/ 2b11 + 5b21 =0 _7b21 =2

} (2) sistemlerinin ¢oziimil (eger varsa) A’nin tersi (yani, B matrisi) olur.

Sistem (1)’den } => ikinci esitlikten —7b,; = 2

=> b,y = — = ve birinci esitlikten de 3by; + 4(—2) = 1 => 3by; = — => by, == bulunur,

2/ 3b _ _
Sistem (2)yden 2/, b1z +4b22 01 3bizt dbas =0

3/ 2byy+5by, = 1 —7by, = -3 } => ikinci esitlikten —7b,; =

—3 => by, =2 ve birinci esitlikten de 3by; +4(2) = 0 => 3by; = —— => by, = —=

R g-1_1[5 —4 il
bulunur. Sonug olarak; B = A™" = - [_2 3 ] elde edilir.m

3 2 1
Ornek-111.8: A= (2 5 4|=>A~! matrisini bulunuz.
1 4 6
3 2 1][b11 b1z bis 1 0 O
Coziim-111.8: AB =2 5 4||bya1 byz b3 =[0 1 0]|=> esitliginde ti¢ denklem
1 4 6llbs, by, bl L0 0 1
sistemi elde edilir. Bunlar;
3b11 + 3b21 + b31 =1 3b12 + 3b22 + b32 =0 3b13 + 3b23 + b33 =0
Zbll + 5b21 + 4b31 = 0} (1) 2b12 + 5b22 + 4b32 = 1} (2) ve 2b13 + 5b23 + 4’b33 = 0 (3)
b11 + 4‘b21 + 6b31 =0 b12 + 4‘b22 + 6b32 =0 b13 + 4‘b23 + 6b33 =1

ii¢ bilinmeyenli ii¢ adet denklem sisteminin ¢6ziimii gereklidir. Boylece sistem (1)’den

1/ 2/ 3b11 + 2b21 + b31 = 1 3b11 + 2b21 + b31 = 1 3b11 + 2b21 + b31 = 1
_3/ 2b11 + 5b21 + 4b31 = 0 ~ 10/ _11b21 - 10b31 = 2 ~ —11b21 - 10b31 = 2 =>
_3/ b11 + 4b21 + 6b31 - 0 _11/ _10b21 - 17b31 == 1 87b31 = 9

iiclincli esitlikten 87b3; =9 => by, = 23—9 , ikinci esitlikten —11b,; — 10(239) =2=>
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—11byy = 2 => by = —— ve birinci esitlikten 3by, +2(—=) +==1 =>3by; =
=> by, = % bulunur. Oncelikle A simetrik oldugundan b,; = by, = — % yazilabilir. Bu sonug

sistem (2)’nin herhangi iki denkleminde degerlendirilirse (6rnegin birinci ve ikinci denklem)

_4‘/ 2b22 + b32 == 24‘/29} N 2b22 + b32 = 24/29
1/ 5by, + 4by, = 45/29 —3b,, = —51/29

2(17/29) + b32 = 24‘/29 => b32 = _10/29 Olur. Béylece b32 = b23 = _10/29 bu Sonu(;lar

sistem (3)’de herhangi iki denklemde yerine yazilirsa denklem 1 ve 3’den

3(3/29) + b33 = 20/29 => bz3 =11/29 bulunur. Sonu¢ olarak A’nin tersi, B=A"1=

} => 10b13 = 30/29 => b13 = 3/29 ve

) 14 -8 3
—|—8 17 —10] eldeedilir.
3 —-10 11
) 2 4 5
Ornek-111.9:A =1 2 3|=> A" degerini hesaplaymiz.
3 5 7

Cozum-|||9 AB=1 => AB=1|1 2 3 b21 b22 b23 0 1 0

3 5 71lb3; b3y b33 0 0 1

2 4 5”1911 by, b13] [1 0 0
= =>

2b13 + 4b23+5b33 = 0
(1) b12 + 2b22+3b32 =1 } (2) ve b13 + 2b23+3b33 = 0 } (3) ug
3b12 + 5b22+7b32 = O 3b13 + 5b23+7b33 = 1

b11 + 2b21+3b31 = 0

Zbll + 4b21+5b31 = 1} 2b12 + 4b22+5b32 = O
3b11 + 5b21+7b31 = 1
bilinmeyenli ii¢ adet denklem sistemi elde edilir. Once sistem (1)’ ¢dzelim.

3/1/2b11 + 4b21+5b31 =1 2b11 + 4‘b21+5b31 =1
_z/bll + 2b21+3b31 = 0 ~ _b31 = 1 => b31 = _1, 2b21+b31 = 3 =
_2/3b11 + 5b21+7b31 = 1 2b21+b31 = 3

> 2b21 —1=3 => 2b21 =4 => b21 =2ve 2b11 + 4‘b21+5b31 =1=> 2b11 + 4(2)
+5(—1) =1 => 2by; = —2 => by; = —1 bulunur. Benzer sekilde sistem (2)’den

3/1/2b12 + 4b22+5b32 =0 2b12 + 4‘b22+5b32 =0
_2/b12 + 2b22+3b32 =1 ~ _b32 = -2 => b32 = 2, 2b22+b32 =0 =>
_2/3b12 + 5b22+7b32 =0 2b22+b32 =0

2b21 + 2=0=> 2b22 =-2 => b22 =—1ve 2b12 + 4‘b22+5b32 =0=> 2b11 + 4(—1)
+5(2) = 0 => 2b;;, = —6 => by, = —3 bulunur. Sistem (3)’den ise

28



PROF. DR. KAMIL ALAKUS

3/1/2bys + 4bys+5bss =0  2bys + 4bys+5bss = 0

_2/b13 + 2b23+3b33 =0 ~ _b33 =0 => b33 = 0, 2b23+b33 =—-2 =
_2/3b13 + 5b23+7b33 = 1 2b22+b32 = _2
> 2b23 = _2 => b23 == _1 ve 2b13 + 4‘b23+5b33 = 0 => 2b13 + 4‘(_1) +5(0) = 0 =
-1 -3 2
> 2by3 = 4 => b;3 = 2 bulunur. Sonug olarak; A~ =| 2 -1 —1/{ bulunur.
-1 2 0
.. 2 4 2 6 5 2
Odev-111.3:a) A=1|3 6 9| veb) :4= 1 5 g 3[=> ters matrisini hesaplayiniz.
357 3 2 3 7
3 -3 6 135 —62 44 -59
. 1 _1 _ _ -1 _ 1 |-62 127 -81 25
(C:a)A —3[_63 21 03] veb) A T 283 44 -—-81 94 -36 )

=59 25 -36 74

111.2.2 Blok Matris Yaklasimu ile Bir Matrisin Tersi
Bu yontemle bir matrisin tersi i¢in algoritma su sekilde verilir.

1. Adim: (n X n) boyutlu bir A kare matris i¢in (n X 2n) boyutlu bir M matrisi, M =
[A : I] bigiminde bir blok matrisi olusturulur. Yani; M nin sol yarisinda A ve sag yarisinda da
A’nim birim matrisi, I bulunur.

2. Adim: M satirca es olan (denk matrise) indirgenir. Eger bu islemin sonucu, M’nin A
kisminda bir sifir satir olusursa isleme son verilir. Zira A matrisinin tersi yoktur. Diger
durumlarda ise A matrisi kismu {ist tiggen matrise doniisiir.

3. Adim: M, [I : B] satirca kanonik forma indirgenir. Burada M ’nin sol yarisina A
matrisi yerine birim matris gelir.

4. Adim: A~ = B olarak bulunur.

Not-111.1: Eger birinci satirin ilk elemani sifir ise ilk elemani sifir olmayan satirla yer
degistirerek isleme baslamak miimkiindiir. Zira herhangi bir satirin yerinin degismesi o
matrisin tersinin sonucunu degistirmez.

Ornek-111.10: Ornek-111.7"de verilen matrisin tersini bu yontemle hesaplatimz.

345(1)(1)]

- ca=[3 4 . 5 is, M =
Céziim-111.10: A = [2 5] olduguna gore blok matris, M = [2 5 :

yazilir. Bu

matris satirca es olan matrise indirgenir.

—2/[3 4 : 1 0]~[3 4: 10
3/12 5: 0 11 lo 7:-2 3

sol yaris1 liggen matris olusturdugundan matrisin tersi bulunabilir. Simdi kanonik form islemi

] bdylece indirgeme islemi tamamlanir. Bu matrisin

yapilabilir.
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[3 4510]~[34 1 0]~1/34 1 0]~
YTly 7 :—2 3170 1 :-2/7 3/717=4/l0 1 :-2/7 3/7
1/3[3 0o : 15/7 —12/7]~[1 0 5/7 -—-4)7 ) .
0 1 :-2/7 3/7 0 1 :-2/7 3/7 olup islem tamamlanir. Boylece A
e -1 _ 1[5 —4
matrisinin tersi, A —7[_2 3]bulunur.
Ornek-111.11: Ornek-1I1.8"de verilen matrisin tersini bu yontemle hesaplatimz.
3 21 3 2 1:1 0 O
Coziim-111.111: A=([2 5 4| olduguna gore blok matris, M =2 5 4:0 1 0
1 4 6 1 4 6:0 0 1

yazilir. Bu matris satirca es olan matrise indirgenir.
1/2/32131001032 1:1 0 0
-3/12 5 4:0 1 0~ /o —11 —10:2 -3 o0
—3/l1 4 60 0 1) 1o -10 -17:1 0 -3
3 2 1:1 0 0
~|0 —11 -10:2 -3 0 | bdylece indirgeme islemi tamamlanir. Bu matrisin sol
0 O 87:9 -30 33

yarisi iiggen matris olusturdugundan matrisin tersi bulunabilir. Simdi kanonik form islemi

yapilabilir.
3 2 1:1 0 0 1/ 13 2 1: 1 0 0
0 —-11 -10:2 -3 0|~ -1/ 10 —-11 -10: 2 -3 0
1/87]lp o 87:9 —30 331 -1/ —10/lo0 o 1 :3/29 —10/29 11/29

3 2 0 26/29 10/29 —11/297 1/ [3 2 0:26/29 10/29 —11/29
(1/11)[0 11 0:—88/29 187/29 —110/29]~—2/[o 1 0:—8/29 17/29 —10/29]
0 0 1: 3/29 —10/29 11/29 0 0 1: 3/29 —10/29 —11/29

0 1 0:-8/29 17/29 —-10/29
0 0 1t 3/29 -—-10/29 -11/29

0 1 0:-8/29 17/29 —-10/29

(1/3)[3 0 0:42/29 —24/29 9/29
0 0 1 3/29 -10/29 -11/29

[1 0 o0:14/29 -8/29 3/29]

14 -8 3
olup islem tamamlanir. Béylece A matrisinin tersi, A1 = zi [—8 17 —10] bulunur.
3 -10 -11
) 2 45
Ornek-111.12: A=|1 2 3|=> A~ degerini hesaplayniz.
3 5 7
2 4 5 2 4 51 00
Coziim-111.12: A=]1 2 3|olduguna gore blok matris, M = |1 2 3:0 1 0]yazilr.
3 5 7 3 5 7:0 0 1

Bu matris satirca es olan matrise indirgenir.
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3/ 1/ 2 4 51 0 0] [2 4 5:1 0 01 [2 4 5:1 0 O
-2/t 2 3:0 1 O|~l0O 0 —-1:1 -2 O]|~|0 2 1:3 0 =2
-2/13 5 7:0 0 1 0 2 1:3 0 =2 0O 0 —-1:1 -2 O

boylece indirgeme islemi tamamlanir. Bu matrisin sol yaris1 tiggen matris yapmak icin ikinci

satir ile Giglincii satirin yerleri degistirilmesi gerekir. Boylece indirgeme islemi sonunda bir

licgen matris olustugundan matrisin tersi bulunabilir. Simdi kanonik form islemi yapilabilir.

2 4 5:1 0 0 1/12 4 521 0 0
0 2 1:3 0 =2/~ 1/ o 2 1: 3 0—2]
(Dfo 0 -1:1 =2 ol =57 —1/lo 0 1:-1 2 o0

2 4 0:6 —-10 O 1/12 4 0:6 —-10 O
~A/2)10 2 0:4 -2 -2|~-4/l0 1 0:2 -1 -1
0 0 1:-1 2 0 0 0 1:-1 2 0
(1/2)[2 0 0:=2 —6 471 [1L 0 0:—=1 -3 2
~ 01 0:2 -1 —-1|~|]0 1 0: 2 -1 -—1]islemtamamlanir.
0 0 1:—-1 2 0 0O 0 1:—-1 2 0
-1 -3 2
Sonug olarak; A™1 = [ 2 -1 —1] bulunur.
-1 2 0

111.2.3 Determinantlarla Bir Matrisin Tersi
111.2.3.1 Klasik Ek Matris

Tanmm-111.4: A = [aif](nxn) bir kare matris olmak iizere A’ni klasik eki adjA veya 4 ile

gosterilir ve A’nin kofaktorlerinden olusan matrisin transpozudur seklinde tanimlanir. Yani;

_ Ay o Am
adjA=A=]: ile verilir.
Ain = Amn
) 2 3 —4
Ornek-111.13: A=|0 —4 2 | => matrisinin klasik ek matrisini bulunuz.
1 -1 5

Céziim-111.13: Ugiincii mertebeden oldugu icin 9 adet kofaktdr bulunur. Once kofaktédrleri bulalim.

A= (CDWTY F=—18, 4, = (D2 ]) f =24 =) T =4
A= U2 T =1y = 02 E T s 144 = 0?0 O =5,

—(—1)3+1| 3 4 _ _ _(_13+2 |2 4 _ _ 13432 3| _
Asr = GO 50 T = 10045 = (1P| T = —4ass = (GBS O | =-8
. [-18 -11 -10
BuradanadjA = A =| 2 14  —4 | olarak bulunmus olur.
4 5 -8

Teorem-111.5: A = [al-j] ) bir kare matris olmak tizere A(adjA) = (AdjA)A = |A|I’dir.

(nx

Buradan eger |[A]| # 0ise A1 = ﬁ adjA yazilir.
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Ornek-111.14: Ornek-111.13’de verilen matrisin tersini bulunuz.

~ [-18 —-11 -10
Coziim-111.14: Coziim-111.13°de A’nin klasik ek matrisi, adjA =A=| 2 14 -4
4 5 -8
bulunmustu. Sarrus kuralina gére A’nin determinanti, |[A] = —46 bulunur. Bdylece A™! =
L . -18 —-11 -10
i adjA = | 2 14  —4 | bulunmus olur.
4 5 -8

Ornek-111.15: Ornek-111.7 ve Ornek-111.10’da baska yontemlerle tersi bulunmus olan A

matrisinin tersini determinantlarla hesaplayiniz.
Coziim-111.15: A = [3 ‘SL] matrisi ikinci mertebeden oldugu icin 4 adet kofaktsr bulunur. Once
kofaktérleri bulalim. A;; = (—1)*15 =5, A;, = (-1)1*22 = -2, 4,; = (-1)?*14 = -4, A,, =
(—1)?*23 = 3 bulunur. A’nin determinanti, |A] = 7 bulunur. A™! = L adjA = %[_52 _4]

Al 3
elde edilir.
) 111
Ornek-111.16: A = |2 3 4| => matrisinin tersini determinantlarla bulunuz.
5 8 9

Céziim-111.16: Ugiincii mertebeden oldugu icin 9 adet kofaktdr bulunur. Once kofaktérleri bulalim.

—(_11+1 3 4 —(_1\1+2]2 4| _ — (_1\1+3]2 3| _
A= CDMS =54 = GO | =245 = CD™D =1,
— (2|1 1 —(_12+2 |1 1) —(_12+3|1 1
A= (FDPG | = LA = (CDP2|L o =44 = (DL o= -3,
— 13+ |1 1) _ —(_13+2 |1 1 _ —(_13+3|l 1) _
A= GOy =145 = (D32, =24 = (D, 4| =1
-5 -1 1
Buradan adjA=A=| 2 4  —2| olarak bulunmus olur. Sarrus kuralina gére A’nin
1 -3 1
) 5 1 -1
determinant, |A| = —2 bulunur. Béylece A1 = adjA =>(-2 —4 2 [bulunmus olur.
-1 3 -1
) 1 1 1
Odev--111.4: A = (2 3 4| => matrisinin tersini determinantlarla bulunuz.
5 8 9
. -1 0 2
(C:A"=Tadjd=[3 1 -6|)
-2 -1 5

111.2.4 Cayley-Hamilton Teoremi ile Bir Matrisin Tersi
Algoritma:
1. Admm: Oz-polinomu bulunuz (A(t) )
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2. Adim: Oz-polinomda degisken yerine matrisi yazimz ve sifira esitleyerek 6z-denklemi
elde ediniz.

3. Adim: 2. Adimda elde ettiginiz denklemi matrisin tersi ile ¢arpip diizenleyiniz. Sonug
matrisin tersi olur.

3 5

Ornek-111.17: 4 = [2 ;

] => matrisinin tersini CH Teoremi ile bulunuz.

Coziim-111.17: Matrisin 6z-polinomu, A(t) = t? — 6t + 1 bulunur. t yerine A matrisi
yazalim ve sifira esitleyelim. A2 — 64 +1=0=> A% —6A = —1 => A 1(4% — 6A) =

—JA T '=>A"1=6]-A4=6 [é 2 + [:g :g] = [_32 _35] bulunur.

1 -3 4
Ornek-111.18: A = —7 8| => matrisinin tersini CH Teoremi ile bulunuz.
6 =7 7

Coziim-111.18: Matrisin dz-polinomu, A(t) = t3 — iz(A)t? + (A1 + Ayy + Ag3)t — |A] =
t3 —t%2 + (7 — 17 + 5)t — 3 bulunur. t yerine A matrisi yazalim ve sifira esitleyelim. A3 —
—54-31=0=>A3—-A42-54A=3()=>A4"1(4%3 - A2 -54) =3(DA" =>

1 =3 4111 -3 4 13 -10 8

Al =§(A2 —A—=5Dolur. A2=14 -7 8||4 -7 8] = [24 -19 16
6—776—77 -18 17

olup

—-10 -3 4
esitlikte degerlendirilirse A™1 = %(A2 —A—-5I)= %{[ -19 16] [ -7 8] -
—-18 17 -7 7
1 0 O
5 [O 1 0

0 0 1

. 7 -7 4
=> A =3 20 —17 8| bulunur.
14 —-11 5
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