PROF. DR. KAMIL ALAKUS

II.  BOLUM: TAHMIN METOTLARI VE NOKTA TAHMIN EDICILERIN
OZELLIKLERI

I1.1 Giris
Birinci boliimde parametreler i¢in bazi tahmin edicilerden s6z edilmistir. Uygulamalarda
ilgilenilen bir ok problem bu tiirdendir. Yine 8 bilinmeyen kitle parametresi 6’nin bir tahmin
edicisi olsun. Bu tahmin edici hem kendisi bir tesadiifi degisken ve hem de gézlem degerlerinin
bir fonksiyonudur. Hal bdyle olunca tahmin edicinin bir olasilik dagilim1 vardir ve bu dagilim
tahmin edicinin 6rnekleme dagilimi olarak isimlendirilir. Yibe bir 6nceki boliimde eger bir
tahmin edicinin E (@) = 0 Ozelligini saglarsa yansiz ( ya da sapmasiz) oldugundan séz
edilmisti. Yansizlik siiphesiz iyi bir tahmin edicide aranan 6zelliklerden biridir.
Bu béliimde ise nokta tahmin edicilerin matematiksel 6zelliklerinden bazilar1 daha genel ve
detaylariyla verilecektir. Genellikle etkinlik, kararhlik (tutarhlik) ve yeterlilik kavramlar
tizerinde durulacaktir. En kiiciik yeterli istatistikler tiiretilecek ve parametrelerin en kii¢iik
varyansli-yansiz tahmin edicilerini olusturmak i¢in kullanilacaktir. Yine bu boliimde tahmin
edicilerin tiiretilmesi i¢in iki 6nemli metot; momentle ve encok olabilirlik metotlari
verilecektir. Bu metotlarla tiliretilen tahmin edicilerin bazi 6zellikleri de siiphesiz tartisilacak
konulardan bir kagidir.
11.2 Nispi Etkinlik
Daha 6nceden de s6z edildgi gibi bilinmeyen bir kitle parametresi 6 i¢in ¢ogu kez birden fazla
yansiz tahmin edici tammlanabilir. Ornegin; 8, ve 8,, 8’nm iki yansiz tahmin edicisi ise bu
tahmin edicilerden daha kiigiik varyansa sahip olani digerine yeglenir. Yani her iki tahmin edici
de yansiz ve V(@z) > V(@l) ise 8,’in B,’den nispi olarak daha etkin oldugu sdylenir. Bu
durumda 1iki yansiz tahmin edicinin nispi etkinligini tahmimlamak ic¢in E tk(él) =
V(8,)/v(0;) oram kullantlir. Eger Etk(;) > 1ise 8;’nin Etk(0;) < 1 ise 8, nin daha etkin
oldugu soylenir. Etk(@l) = 1 oldugunda ise varyanslar esit oldugundan birinin digerine
etkinligi s6z konusu deildir.
Tamm-11.1: Bir 6 parametresi i¢in verilen iki yansiz tahmin edici 8; ve 8, olsun. 8, ve 6,
tahmin edicilerinin varyanslari1 da sirastyla V(él) ve V(@Z) ile verilsin. 8;’nin  6,’ya nispi
etkinligi, E tk(@l) = V(@Z) / V(@l) orani ile tanimlanir. Benzer sekilde 6, nin 0, ’ya nispi
etkinligi, Etk(@z) = V(@l)/V(éz) orani ile verilir.
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0, ve 8,, 6’nin iki yansiz tahmin edicisi ise 8; 'nin 8, ya nispi etkinligi V(@z) > V(@l) olmasi
durumunda miimkiindiir. Eger bu saglanirsa 8, nin 8,’dan daha iyi bir yansiz tahmin edici
oldugu soylenir. Ornegin; 8, nin 6,’ya nispi etkinligi, 1.8 ise 8, ile birlestirilen degisimin
miktar1 8; ile birlestirilen degisim miktarmin 1.8 katidir.

Simdi de bagka bir teorik 6rnek verelim. Bilindigi gibi bir kitle ortalamasi i¢in bir ¢ok yansiz
tahmin edici tanimlanabilir. Bir normal kitle igin ortalama tahmin edilmek istensin. 8; rneklem
ortancasini ( ¥) ve ; 8, da aym orneklemin 6rneklem ortalamasini ( Y ) gostersin. Biiyiik
hacimli bir normal kitlenin 6rneklem ortancasimmin varyansi, V(8;) = (1.2533)%(0?/n)dir
Orneklem ortalamasinin varyanst ise V(8,) = 02 /n olduguna gore 0, (6rneklem ortancasi, Y)
tahmin edicisinin 8, (6rneklem ortalamasi, ¥) tahmin edicisine nispi etkinligi, , E tk(@l) =

v(6;) _ o?/n _ 1
V(1) (1.2533)2(§) (1.2533)

= %64 bulunur. Omeklem ortalamas1 ile birlestirilen

degisimin miktar1, 0rneklem ortancasi ile birlestirilen degisimin yaklagik olarak %64’diir. Bu
nedenle kitle ortalamasi i¢in 6rneklem ortalamasi daha etkin oldugundan 6rneklem ortancasina
yeglenir.

Ornek-11.1: (0, 0) araliginda tanimli siirekli diizgiin dagilimin bir tesadiifi 6rneklemi; Yy, -+, ¥,

olsun. 8°nin iki yansiz tahmin edicisi ise 8; = 2Y ve 8, = (nnﬁY(m, Burada Y(;), en bilyiik
sira istatistigidir. 8;’nin 8,’ya nispi etkinligini bulunuz.

Coziim-11.1: He bir Y;, (0,6) araliginda diizgiin dagilimli oldugundan u = E(Y;) = 6/2 ve
o2 =V(Y;) = 6?/12’dir. Bu nedenle E( ;) = 2E(Y) = 2(8/2) = 6 olur ki iddia edildigi
gibi 8, yansiz bir tahmin edicidir. Ayrica V( 8,) = 4V(Y) = %(n 0%2/12) = g bulunur.
0,’nin ortalama ve varyansmi bulabilmek igin en biiyiik sira istatistigi, Y 'nin olasilik

yogunluk fonksiyonunu bulmak gereklidir. g(), Y,,)’nin olasilik yogunluk fonksiyonu olmak

n-1 n-1
tizere g(y) = n[F[, M 1 (y) =n (%) (%) = "yen ,0 <y < @ bulunur. Burada Fy (y),
Y’nin dagilim fonksiyonu ve fy(y) de olasilik yogunluk fonksiyonu gostermektedir. Fy (y) =

1 < . .. 9
P(Y<y)= Oygdt = %,O <y<0 ‘dir. Boylece E(Y) = elnfo y'dy = (%)9 ve

(n

boylece E (92) =E [ D Y(n)] = 2+1) (L) 6 = 6 olup 6’nin yansiz bir tahmin edicisidir.

n T oon n+1
Simdi de V( 92) degerini bulmak i¢in E [Y('f;l)]’yi bulmak gerekir. E [Yé)] = % ) 09 y*tidy =

n
(n+2)

() ™2/ + 2)) = (n6%)/(n + 2) bulunur. V( Yg) = E[YZ)] = [E(Yew)] = [
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( z )2] 62 bulunur. Bdylece V( éz) = (nTH)Z V(Y(n)) = {(n+1)2 - 1}92 - bulunur.

(n+1) n(n+2) nn+2)
_ 62
V(02) _ nmrz) _
v(e,) & T (n+2)
3n

Buradan . #;’min  8,’ya nispi etkinligi ise Etk(@l) = bulunur.

Goriildiigii gibi n > 1 oldugunda etkinlik 1°den kiigiiktiir. Yani 6, nin varyans: 6;nin
varyansindan daha kiiciik olup 6°nin tahmini i¢in 8, tahmin edicisi tercih edilmelidir.

11.2.1 Uygulama-11/1: Etkinlik

Uygulama-11.1: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) =607te /%,y >0  olan bir iistel
dagiliminm 3 birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y;,Y, ve Yy olsun. 8, =Y;,0, = (Y; +Y,)/2,
05 = (Y; + 2Y,)/3 ve B, = Y tahmin edicilerinin hepsinin 6 i¢in yansiz tahmin ediciler oldugu
bilinmektedir. 8;, 8, ve 85 tahmin edicilerinin ayr1 ayr1 8,’ya nispi etkinligini bulunuz.

02+402 502

o oo . A . ) —_ 292 —_ 02- ) J— j—
Coziim-11.1: V() = 6% => V(8,) =6% V(6,) === V(B;)=——=~-ve
2 2 (A ) 6%
~ 302 0 AL A . ~ v(@ = 1 A,
V(H4) =5 =7 bulunurlar. 8, nin 8,’ya nispi etkinligi, Etk(@l) = V@:) = ﬁ =3 6’nn

_ 62
0,’ya nispi etkinligi, Etk(@z) = ZE;‘S = % = % ve O3’nin 6,’ya nispi etkinligi, Etk(§3) =
2
Vo) L s ) o
AR bulunur. Sonug olarak bu drneklem i¢in en iyi tahmin edici, 6, dir.

9

Uygulama-11.2: Y~N(u, 02) olan bir normal dagilimin n birimlik tesadiifi bir érneklemi,
[Enb(Yy, - Yp)+Enk (Yq,-,Yn)]
2

. . TN n 1
Yi, -+, Y10 olsun. w’niin ti¢ tahmin edicisi; f; = : u2=ZY1+

(Yz.""yn—l)

2n=2) + iYn ve fi; =Y olsun. a) Tahmin edicilerin yansiz oldugunu gosteriniz. b) fi; nin

ayr1 ayri f1; Ve fl,’ya nispi etkinligini bulunuz.
Coziim-11.2: a) E(iy) = %(2;1) =u olup yansizdir. E(fi,) = iu + %/1 + iu =u olup
yansizdir. E(f3) = %(nu) = p olup yansizdir. b) V(g,) = %20‘2 =0%/2, V(i) = %02 +

(n=2) 2,1 2_ _no® . V(i) = =no? = g2/n bulunur. Buradan fisnimn 4, ya nispi
4(n-2)? 16 8(n-2) Hs n? . . ey ’
0'2 ~
etkinligi, Etk(ds) = ;Eg; =% =2 ve f'mn [;’ya nispi etkinligi, Etk(fs) = ZEZ; =
n0'2 ’
2
8(;1;2) — 8(:_2) bulur. Bu sonuglara bakilarak ne fi; ve ne de fi, nin [i3’ya etkinligi vardir. Yani

B~

A

en iyi ve etkin tahmin edici fi;“dr.

Uygulama-11.3: Ortalamasi, A olan bir Poisson dagilimin n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi,
Yy, -, Y, olsun. A’mn iki nokta tahmin edicisi, 1, = @ ve 1, =Y ve olsun. 1;’in 1,’ye
nispi etkinligini bulunuz.
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Coziim-11.3: Once tahmin edicilerin yansiz olup olmadiklari arastirilmalidir. E (/Tl) = % =1
A ni . & 21 A~ ni
olup yansizdir. E (/12) =—= A oldugundan yansizdir. V(/ll) == A2 ve V(/lz) ===

.
A/n olup, Etk(A,) = 74 = % =2/n bulunur. Etk(4;) <1 oldugundan A’nin tahmini
2

icin A, tahmin edicisi tercih edilmelidir.
Uygulama-11.4: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) =607'e /%,y >0  olan bir iistel

dagilimmin n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y3, -+, Y, olsun. 8’nin iki yansiz tahmin edicisi
sirastyla: 0, = nY(y (burada Y,y en kii¢iik sira istatistigidir ) ve 6, = Y tammlansin. 6, ’nin
6,’ya nispi etkinligini bulunuz.

Coziim-11.4: Ilk énce Y(1) (en kiiglik sira istatistigin) olasilik yogunluk fonksiyonunu bulalim.
froy® =nl1 = O] fy(y) esitliginden hareketle; Fy(y) = P(Y < y) = [ f(t)dt =

et =1—e/% y>0olupfy, . (y) =2e ™/ y >0 olarak elde edilir. E(Yy)) =
0 €] ) €

© _ny A~
) e 8 dy = & = E(Hl) = nE(Y(l)) =n (9) = 6 oldugundan yansizdir. V( Y(l)) =

0 @6 n ;

E[YZ)] - [E(Yw)]” esitliginden hareketle E[YZ)] = &) f; (%y)2 e o dy =2 (g)2 bulunur.

.. 202 (6\? _ (6)? N
Boylece V( Y(l)) == (Z) = (;) olur. Sonug¢ olarak, V(Ql) = V(n Y(l)) =02
~ =N 2 2 .
bulunur. Benzer sekilde E(Gz) = % = 0 olup yansizdir. V(@Z) = % = % bulunur. 6, nin
_ 62
6,’ya nispi etkinligi, Etk (91) = ZE;Z% = ﬁ = % bulunur. Sonug olarak bu 6rneklem i¢in etkin
1

tahmin edici, 8, dur.
I1.3 Tutarhhk (kararhhk)
n defa atilan hilesiz bir madeni para atma tesadiifi deneyinde tura sonuglarinin olasiligi P olsun.

Atislar bagimsiz ise n atig arasindan turalarin sayisi Y bir binom dagilimina sahiptir. P’nin

gercek degeri bilinmiyorsa drnek orant, % P’nin bir tahmin edicisidir. Atis sayisi n artarken bu
orneklem orani nasil degisir? Cevap cok aciktir ve atis sayis1 biiyiidiikce % orani P’nin gercek

degerine oldukc¢a yaklasir. % ‘nin bir tesadiifi degisken olmasi nedeniyle bu P’ye yaklasma
olasilik terimleri icerisinde ifade edilebilir. Ozellikle bilinmeyen kitle parametresi ile tahmin

edici arasindaki uzakligin, E - P| baz1 keyfi pozitif reel say1 £’dan daha kii¢iik olmas1 olasiligi,

P{l%—Pl < 8} ile ifade edilebilir. Eger bu olasiligin sonucu n — oo’a giderken “1” e
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yaklagirsa %’e P i¢in tutarli bir tahmin edicidir, denir. Diger bir ifadeyle % olasilikta P’ye

yaklasir.

Tamm-11.1: ¢ pozitif bir reel say1 olmak iizere lim P{|9n - 0| < e} =1 veya bunun esiti
n—-oo
olarak lim P{|§n - 9| > e} = 0 ise 8,, tahmin edicisine 6 i¢in tutarl bir tahmin edicidir, denir.
n—->0oo

Son ifadedeki n indisi 8’nin hesaplanmasinda kullamlan 6rneklem hacmini gostermektedir.
Ormegin; Y, iki gézleme dayali ortalama tahmin edicisini, ¥;,, 6rneklem hacmi 100 olan bir
orneklemin ortalama tahmin edicisini gostermektedir.

Eger 6,, yansiz bir tahmin edici ise takipteki Teorem-II.1 bu tahmin edicinin tutarli oldugunu
gostermek i¢in genellikle yeterli bir kriterdir.

Teorem-I1.1: 8,,, 8’nin yansiz bir tahmin edicisi olsun. Eger rlll_l)lgo V(@n) = 0 ise 0,,’ya 6 icin
tutarli tahmin edicidir, denir.

Ispat-11.1: Y, E(Y) = u, V(Y) = 6% < o0 olan herhangi bir tesadiifi degisken ve k de negatif

olmayan bir sabitse Tchebysheff’in teoreminden P(|Y — u| > ko) < = ile ifade edilebilir.

Oyle ise E (@n) = 0’dur. Zira 6,, 6°nin yansiz bir tahmin edicisidir. Tchebysheff’in teoremi 8,

tesadiifi degiskenine uygulanirsa P <|§n - 9| >k /V(@,J) < kiz ifadesi elde edilir. Herhangi

pozitif say1 & igin k = &/ V(@n) de bir pozitif sayidir. k’nin se¢imi i¢in Tchebysheff’in

_1 R
teoreminin uygulanmasiyla P <|9n - 0| > ¢ [ /V(@n)l ’V(@,J) < @ veya P(|§n -

6] > ) <G oldugu gosterilir. Eger lim V(8,) =0 => lim P(|8, — 6] >0) =0
saglanir ki 8,,’nin 6 igin tutarl bir tahmin edici oldugu soylenir.

Not.I1.1: 8,,, 0 igin tutarl bir tahmin edici yerine bazen bunun esiti ifade 8, olasilikta 8’ya
yaklasir denilir.

Ornek-11.2: Ortalamasi u ve varyanst 02 < oo olan bir dagilimin n birimlik tesadiifi bir
orneklemi, Y;, -+, Y;, olsun. ¥,, tahmin edicisinin u igin tutarli oldugunu gosteriniz.
Céziim-11.2: Y, yansiz bir tahmin edici olduguna gére E(Y,)=u ve V(¥,) =0%/n
yazilabilir. tutarli oldugunu gésteriniz. Y,, u igin yansiz bir tahmin edici oldugundan

lim V(8,) = lim = 0?/n - 0 olur. O halde ¥,, u i¢in kararli bir tahmin edicidir ya da ¥,,
n—00 n—oo

olasilikta u’ye yaklasir.
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Not.11.2: ¥,,’nin p i¢in kararli bir tahmin edici olmas1 veya olasilikta p’ye yaklasmasi biiyiik
sayilar kanunu olarak bilinir.
Teorem-11.2: 8, olasilikta 8’ya yaklastigi be S, olasilikta B’ya yaklastigi kabul edilsin O
Zaman:

a) (6, + ﬁn) olasilikta (6 + f)’ya yaklagir.

b) (8,8,) olasilikta (88)’ya yaklasr.

¢) B # 0vep, # 0olmak iizere (g—") olasilikta (%)’ya yaklasir.

d) Eger P(@n > 0) =1ise \/9_71 olasilikta v/0’ya yaklagir.
Ornek-11.3: E(Y;) = pu, E(Y?) = uj ve E(Y;*) = u} ve hepsi sonlu olan bir tesadiifi drneklem,
Yy, o+, Y, olsun, §%2 = (n—1)"1 Y™, (Y; — Y)? tahmin edcisinin V(Y;) = o2 igin tutarl bir
tahmin edici oldugunu gosteriniz.

Cozim-11.3:  Oncelikle 5% = (n— D7 [IZ, 2 —nV?] = (=) (332, v2 - 1?)

n-1/ \n
yazilabilir. % 2 | Y7 istatistigi n bagimsiz ve ayn1 dagilimli bir &rneklemin ikinci moment
ortalamasidir. Yani, E(Y;?) = My ve V(Y;) = M, — (M;)? ile verilebilir. Burada M; ve M,
orijine gore 1’inci ve 2’inci 6rneklem momentleridir. Biiyiik sayilar kanunu geregince% z Y2
olasilikta M, ye yaklasir. Ayrica Y olasilikta p’ye yaklasir. Boylece Teorem-11.2(b)’den Y2

L

olasilikta u?’ye yaklagir. Teorem-11.2(a)’dan (% 2 YA — 72) olasilikta My — (M;)? = M} —

u? olasilikta 02’ye yaklasir. (ﬁ), n — oo giiderken sabitlerin bir dizisi olmasi sebebi ile S?
olasilikta 02’ye yaklasir. Bdylece S2, o2 i¢in tutarli bir tahmin edicidir.

Teorem-11.3: U, dagilim fonksiyonu, n — oo giderken standart normal dagilima sahip olsun.
Eger V,, olasilikta 1’e yaklasirsa o zaman U, /V,’in dagilim fonksiyonu bir standart normal
dagilim fonksiyonuna yaklasir.

Ornek-11.4: E(Y;) = u ve V(Y;) = 02 olan bir dagilimin n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi;
Yy, Y, olsun.S2=(m—1)"1Y" (Y;—Y)? ile tanimlansm. ﬁ(y%” )‘nin dagilim
fonksiyonunun bir standart normal dagilim fonksiyonuna yaklastigini gosteriniz.

Coziim-11.4: S?’nin olasihkta o2’ye yaklastig1 bir 6nceki ornekte gosterilmisti. Buradan
Teorem-I1.2(c) ve (d) nin uygulanmasiyla S? /a2 (ve S/o)‘in olasilikta 1’e yaklastig1 gdsterilir.

Ayrica Teoren-11.3’den U, = vn (?;—” )‘nin dagilim fonksiyonu bir standart normal dagilim
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: Neyf
fonksiyonuna yaklasir. Bu nedenle % = ng/; )

=n (%) bir standart normal dagilima

yaklasir.

Ornek-11.4’{in sonucu, érneklem hacmi n biiyiik oldugunda &rneklemin secildigi dagilimin

formu ne olursa olsun v/n (Y;—” ) yaklasik olarak bir standart normal dagilima sahip olur. Eger

orneklem bir normal dagilimdan almmissa bu durumda t = vn (% ), (n—1) sd’li bir t
dagilimina sahip olur. Bu bilgi ve biiylik hacimli 6rneklem bilgisinin birlestirilmesiyle t =
Vn (}7;—” )‘nin dagilim fonksiyonu bir standart normal dagilim fonksiyonuna yaklasir. Yani, n

bliyiik oldugunda serbestlik derecesi de biiyiiyecek boylece t dagilim fonksiyonu bir standart

normal dagilim fonksiyonuna yaklasacaktir.

Herhangi bir dagilimdan biiyiik hacimli bir 6rneklem elde edilirse vn (}7;—“) yaklasik olarak

bir standart normal dagilima sahiptir. Bu nedenle P {—Za 2 < Vn (}7;—#) <z, /2} ~1l—a

oldugu gosterilebilir. Olasilik ifadesindeki isitsizliklerde diizenleme yapilir ve p yanliz
— S — S - . .. . e

birakilirsa P {Y — Z%ﬁ SusY+ Z% \/_ﬁ} ~ 1 — a elde edilir. Bu ise u i¢in gegerli olan biiyilik

orneklem giiven araligidir. Benzer sekilde Teorem-11.3, = oran1 i¢in giiven aralig1 olugturmada
da kullanilabilir. Yani yaklasik olarak 1 — a giivenle  i¢in gegerli bir biiyiik 6rneklem giiven
araligi, P {P —zz ? <mt<P+ Z%\/%} ~ 1 — a ile verilir.

Sonu¢ olarak; tutarhlhik, tahmin edici ile tahmin edilmek istenen nicelik arasindaki
uzakligin gostergesidir. Orneklem hacmi biiyiikk oldugunda Y, p’ye ve S%°de o?’ye
yaklasacaktir.

11.3.1 Uygulama-11/2: Tutarhhk (Kararhhk)

Uygulama-11/2.1: (8, 8 + 1) araliginda taniml stirekli diizgiin dagilimin n birimlik bir tesadiifi
orneklemi; Y,-+,Y, olsun. 8, = (7n —%) ile tanimlanan tahmin edicinin 6 i¢in tutarl

oldugunu gosteriniz.

Coziim-11/2.1: (8,0 + 1) araliginda taniml bir siirekli diizgiin dagilimin olasilik yogunluk

; . . (6+1) y2 (6+1)
fonksiyonu, f(y)=1,06<y<(@+1) ile verilir. E()= fe ydy = Tl =
2_p2 B
[(9+1; 62] _ (292+1) bulunur. O halde E(7) = E (% ?:lyi) _ %n(22+1) _ (292+1) olur. Boylece
E(6,) =E ()_’n - %) =EY) - % = @ - % = 6 olup yansiz bir tahmin edicidir. V(Y;) =
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3(6+1) 3_p3
E[Y?] — [E(Y)]? esitliginden hareketle; E[Y?] = f(9+1)y2dy = y? , = w =

(362+36+1) [(29+1)]2

(392—3%1) bulunur. Boylece V(Y;) = 2

= i bulunur. V(6,) =V (Yn —

%) =V() = %n% = — elde edilir. lim V(8,) = lim =1/12n - 0 olur. O halde §,, 6

n—-oo n—-oo

icin tutarh bir tahmin edicidir.

Uygulama-11/2.2: Ortalamas1 u; ve varyans:t ¢ olan bir Kitlenin n birimlik bir tesadiifi
orneklemi; X4, -, X, olsun. Ayn1 dzellige sahip ortalamasi u, ve varyansi o4 olan baska bir
kitlenin n birimlik bir tesadiifi 6rneklemi; Y3, -+, Y;, olsun. (X — Y) tahmin edicisinin (u; — uy)
parametresi i¢in tutarl oldugunu gosteriniz.

Coziim-11/2.2: Oncelikle E(X —Y) = (uy — uy) oldugundan yansiz bir tahmin edicidir.

_ 2 2 _ _
V(X) =%n012 =C;—1 ve benzer sekilde V(Y) = =no? =%2 bulunur. X ve Y bagimsiz

2
— — _ _ 2 2 2
olduklarmdan V(X =Y) =v(X) + V() = % + %2 = @ bulunur. ¢? ve ¢ sonlu

olduklarindan lim V(X —Y) = lim = @ — 0 olur. Sonu¢ olarak; E(X —Y) tahmin

n—oo n—-oo

edicisi (u; — u,) parametresi igin tutarhidir.

Uygulama-11/2.3: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = 8y®~1,0 < y < 1 olan bir dagilimin
n birimlik bir tesadiifi 6rneklemi; Y;, -+, Y, olsun. Y tahmin edicisinin (%) igin tutarli bir

tahmin edici oldugunu gosteriniz.

o+1 1
Coziim-11/2.3: E(Y;) = f 0yPdy = 62 @D, =G Ve dolayisiyla E(Y) = — bulunur
O halde Y (i) icin yansizdir. E[Y?] —fle o+1g —9y9+2 t_ o olu
v \g+1 ¢ yans . il=J)y 0y y 6+, ~ ©+2) p

bulunur. Buradan . V(7) = = ——2 =

bulunur. V(Y;) = o 01265

0
(9+2) [(9+1)] (6+2)(6+1)2

6 bulunur. Boylece hm V(Y) = lim = o — 0 olur. Oyle ise Y tahmin

n(6+2)(6+1)2 n—oo n(0+2)(6+1)2
edicisi ( i ) igin tutarhdir.

11.4 Yeterlilik

Bu boliimde bir amag¢ parametresi hakkinda bir 6rneklemin i¢inde bulundurdugu biitiin
bilgileri 6zetleyen istatistiklerin bulunmasi i¢in metotlar verilecektir. Bu tiir istatistiklerin
yeterlilik 6zelligine sahip olduklar1 sdylenir. Daha sade bir bigimde yeterli istatistikler olarak
isimlendirilirler. Yeterli istatistikler, biitiin yansiz tahmin ediciler arasindan en kii¢iik varyansh

olaninin belirlenmesi i¢in kullanilir.
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Tamm-11.3: Bilinmeyen kitle parametresi 8 olan bir dagilimin n birimlik bir 6rneklemi;
Yi, -, Yy olsun. U = g(Yy, -+, Y,) de bu 6rneklemin bir fonksiyonu olsun. U verilmisken (ya
da biliniyorken) Y;, -+, ¥;’in sarth dagilimi1 6’dan bagimsiz ise U istatistiginin yeterli oldugu
sOylenir.

p,olasihigiile 1

(1 — p)olasihig ile 0 olan bir Bernoulli deneyinden n birimlik tesadiifi bir

Ornek-11.5: Y; = {
orneklem; Y3, -+, Y, olsun.X = Y™ | Y; istatistigi bir binim dagilimina sahiptir. X istatistiginin

p icin yeterli oldugunu gosteriniz.

Cozim-11.5: X verilmisken Yi,:--,Y, Ornekleminin sarth dagilimmi bulalim. P(Y; =

p*(-p) ¥
.. _ _ _ (le"’::VTl:x) _ (:{l) — n 1
Vi, Y=yl X =x) = ) P enr = (x) bulunur. Sonu¢ olarak, X

verilmisken Y3, -+, Y, Ornekleminin sartli dagilimim p’den (yani parametreden) bagimsizdir.
Yani, X bilindiginde p’nin miimkiin degerlerini ortaya ¢ikarmak igin Y;, -+, Y, 6rnekleminin
diger fonksiyonlaria gerek yoktur. Bu nedenledir ki X istatistigi, p igin yeterlidir, denilir.

Tanim-I1.3, yeterli bir istatistigin nasil belirlenecegini belirtir; ancak yeterli bir istatistigin

nasil bulunacagini belirtmez. Simdi kesikli dagilimdan bir tesadiifi 6rneklem; Y;,---,Y, ise
bunlarin ortak olasilik fonksiyonu, p(yy, -:-, ¥,) olsun. Benzer sekilde V3, -+, Y;, stirekli tesadiifi
degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da f(y,,-+,y,) ile gosterilsin. Tanim-
I1.4’de bu fonksiyonlarin ne anlama geldikleri agiklanmistir.
Tanmm-11.4:Y;,---, Y, tesadiifi degiskenlerinden alinan gozlem degerleri, y,, ---, ¥, olsun. Eger
Y1, -, Yy kesikli tesadifi degiskenler ise 6rneklemin olabilirligi, L = L(y4, -+, yy,) ile gosterilir
Ve yq, -, Y, degerlerinin ortak olasilig1 olarak tanimlanir. Benzer sekilde Y, ---, Y, siirekli
tesadiifi degiskenler ise 6rneklemin olabilirligi, L = L(y4, -+, ¥,) olup yy, -+, ¥, degerlerinin
ortak olasilik yogunlugu olarak bilinir.

Yy, -, Y, kesikli tesadiifi degiskenlerin bir 6rneklemi igin olabilirlik fonksiyonu, L =
L(y1, V) = p(yq) X -+ X p(yy) ile verilir. Siirekli ise ayn1 fonksiyon, L = L(yq, -+, y,) =
f(y1) X% f(y,) seklinde tanimlanir. Basitlik olsun diye bundan boyle olabilirlik
fonksiyonu, L ile gosterilecektir.

Takipteki Teorem (Teorem-I1.4), olabilirlik fonksiyonu ile vyeterlilik 6zelligini
iliskilendirmektedir.

Teorem-11.4: Y;,--,Y, tesadiifi Ornekleminin bir istatistigi, U olsun. Ancak ve ancak

olabilirlik, L = g(U,8)h(y,,**, ¥») biciminde iki pozitif fonksiyonla ¢arpanlarina ayrilabilirse
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U istatistigi 6 parametresi i¢in yeterli bir istatistiktir. Son esitlikte g(U, 8), sadece U ile 6’nin
bir fonksiyonu ve h(yy, -+, y,,) ise 6 ’nin bir fonksiyonu degildir.

Ornek-11.6: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = a~te™/%,y > 0 olan dagilimin n birimlik
tesadiifi bir 6rneklemi; Y;, -+, Y, olsun. Y ’nin a’nin tahmini igin yeterli bir istatistik oldugunu

gosteriniz.

Coziim-11.6: Orneklemin olabilirligi, L = f(y;) X -+ X f(y,) = a"ne_% ortak yogunluk

fonksiyonudur. Buradan L’nin sadece a ve y’nin bir fonksiyonu oldugu ag¢iktir. Yani g(U, 0) =

a"”e_n?y ve h(yy, -, y,) = 1 yazilir. Bu yiizdendir ki Y, a’nin tahmini igin yeterli bir
Istatistiktir.

11.4.1 Uygulama-11/3: Yeterlilik

Uygulama-11/3.1: Her biri P(Y; =1) =p ve P(Y; =0)=1—-p, i =1,2,-:-,n olasiligina
sahip bagimsiz ve ayni dagilmli bir tesadiifi 6rneklem; Yy,---,Y;, olsun. Y7L, ¥;’nin p i¢in
yeterli bir istatistik oldugunu gosteriniz.

Coziim-11/3.1: Olabilirlik, L = p(y;) X - x p(y,,) = p2¥i(1 — p)* L elde edilir. Burada L
sadece p ve Y, Y;’nin bir fonksiyonudur. Burada g(U,0) = g(X y;,p) = pEYi(1 — p)"~LVive
h(yy,++,y,) = 1’dir. Bu nedenle Y. Y;, p igin yeterli bir istatistiktir.

Uygulama-11/3.2: Ortalamasi, u ve varyansi, o2 olan bir normal dagilimin n birimlik bir
tesadiifi 6rneklemi; Yy, -+, Y, olsun. a) u bilinmiyor ve ¢ biliniyorsa Y nin u igin ve b) u
biliniyor ve o2 bilinmiyorsa Y1~ ,(Y; — u)*’nin 62 igin yeterli bir istatistik olduklarini

gosteriniz.
1 «n _
Coziim-11/3.2: a) Olabilirlik, L = f(y;) XX f(y,) = (27r)‘"/20‘”e_?2"“(3'"_3')2 =

2 (5—p)? —
227 W (2) /26 me~"/2 yazlabildiginden ¥, u icin yeterli bir istatistiktir.
g(Y_vrM) h()ﬁ:"'d’n)

Not-11.1: ¥, (y; — ¥)? ifadesine bir u ekleyip ¢ikaralim. Séyle ki X7, [(y; — u) — (¥ — w)]?

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa Y7, (y; — )% = no? — n(y — w)? olur.

b) Kitle ortalamas bilindiginden olabilirlik fonksiyonu, L = (21)"™2g e 707 2i=10i=H)’

seklinde yazilabilir. Bu fonksiyonda gl (y; —u)?,0%) = o ne TS0
h(yy, -+, yn) = (2m) ™2 ile verilir. Oyle ise Y1, (y; — u)? istatistigi 02 igin yeterlidir.

Uygulama-11/3.3: Olasilik fonksiyonu, p(y) = e 1Y /y! y = 0,1,2,--- olan dagilmin n
birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, -+, ¥, olsun. Y. ; ¥;’nin A i¢in yeterli bir istatistik oldugunu

gosteriniz.
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Coziim-11/3.3: L = p(y;) X - X p(y) = e ™A% ([I~, y;) " olarak yazilabilir. Oyle ise
9(2?=1J’i/1) h(Yl:'Yn)

Y= Y:, Aigin yeterli bir istatistiktir.
Uygulama-11/3.4: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) =%ye‘3’2/9,y > 0 olan Rayleigh

dagilimm n birimlik tesadiifi bir érneklemi; Y;,---,Y, olsun. Y™, Y nin @ igin yeterli bir
istatistik oldugunu gosteriniz.
Coziim-11/3.4: L = p(y;) X - X p(y,) = g ne Z¥i/0 gn . y; olarak yazilabilir. Oyle ise
9IELYE0) h(1yn)
. Y2, 0 icin yeterli bir istatistiktir.
Uygulama-11/3.5: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = %ym_le_ym/“,y > 0 olan bir

Weibull dagilimm n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y;,---,Y, olsun. m biliniyor ve «

bilinmiyorken Y™, ¥/™’in a igin yeterli bir istatistik oldugunu gosteriniz.

Coziim-11/35: L = f(y;) X =X f(y) = a e ¥ /Cmn [T, y™ 1 olarak yazilabilir.
IEL M) Ry

Oyle ise X1, Y™, a igin yeterli bir istatistiktir.

Uygulama-11/3.6: Olasilik fonksiyonu, p(y) = p(1 —p)¥~1 y = 1,2,--- olan bir geometrik

dagilimin n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, -+, Y, olsun. Y 'nin p igin yeterli bir istatistik

oldugunu gosteriniz.

Coziim-11/3.6: L = p(y,) X - x p(y,) = p™(1 — p)"O~D 1 olarak yazilabilir. Oyle
9@ .p) h(y1,+yn)

ise Y, p icin yeterli bir istatistiktir.

Uygulama-11/3.7: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = gia y%1,0 <y < 0 olan dagilimin n
birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, -+, ¥, olsun. Eger 6 biliniyor ve « bilinmiyorken []iL, ¥;’in
a i¢in yeterli bir istatistik oldugunu gosteriniz.

Coziim-11/37: L= f(y) XX f(y) =a"0 ™ [[Ly/' 1 olarak yazlabilir.
=11 o Y
g(ML, i) R4+ Yn)

Oyleise [TX,Y;, a icin yeterli bir istatistiktir.

Uygulama-11/3.8: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = af%y~@*D y > B > 0 olan bir
Pareto dagilimindan alinan n birimlik tesadiifi bir 6rneklem; Y;, -+, ¥, olsun. Eger f biliniyorsa
[TX, Y ’nin a i¢in yeterli bir istatistik oldugunu gésteriniz.

Coziim-11/3.8: L = f(y)) X =X f(y) = a"B"*([[i=, ")t 1 olarak yazilabilir.
=11 o
g(IT, yi @) h(y1,+Yn)

Oyleise [TX,Y;, a igin yeterli bir istatistiktir.
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IL.5 Yeterli En Kiiciik Varyansh Yansiz Tahmin Edici

Bir yeterli istatistik, ama¢ parametresi hakkinda 6rneklemdeki biitiin bilgiyi 6zetleyen bir
niceliktir. Bu béliimde boylesi yeterli istatsitiklerin bulunmasi i¢in metot verilecektir. Yani
yeterli istatistikler bulunacak ve bu istatistikler amag parametresi i¢in enkii¢iik varyansl yansiz
tahmin ediciler (MVUE) gelistirmek icin kullanilacaktir. Iste boylesi istatistiklerin bulunmasi
icin Lehmann ve Scheffe’ tarafindan gelistirilen bir metot verilecektir.

Bilinmeyen kitle parametresi 6 olan bir olasilik fonksiyonu, p(y) veya bir olasilik yogunluk
fonksiyonu, f(y) olan dagilimin n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, -+, ¥;, olsun. Bilindigi
gibi (Y3, -+, Y;,) degiskenlerinin kiimesi bir ¢ok farkli degede olabilir. Boylesi iki deger kiimesi
sirastyla (xq, -+, x,,) ve (y4, **+, y,) olsun. Lehmann ve Scheffe’ tarafindan gelistirilen bu metot
verilen iki degerler kiimesi olabilirliklerinin oranmnin kullanilmasiyla L(xq, -, x,)/
L(y1,**, V) basarilabilir.

Cogu kez bu orami bilinmeyen 6 parametresinden bagimsiz yapacak bir g(xq,--,x;)
fonksiyonu bulmak miimkiindiir. Bu ise ancak ve ancak g(xq, -+, x,,) = g(y1,***, ¥») olmasiyla
miimkiindiir. Eger boyle bir g(.) Fonksiyonu bulunabilirse g(yy,-+,V,), 8 i¢in yeterli en
kiigiik istatistiktir.

Ornek-11.7: Her biri PY,=1)=pve P(Y;=0)=1—-p, i =1,2,-+,n olasihgma sahip
bagimsiz ve ayni dagilimli bir tesadiifi 6rneklem; Y3, -+-, ¥, olsun. Ayrica p de bilinmesin p igin
yeterli bir en kiigiik istatistik bulunuz.

L@y an) _ pGra)-ple) _ pEXi-p)" iR
Lyyyn)  p)-plm)  pEYi(-p)tLVi

Xxi=XYi .
olarak yazilabilir. Bu oranin p’den

Coziim-11.7: Bu 0Ornek icin olabilirlik orani,

=p2i(1— p)" BHpT I (1 —p) IV = [P

bagimsiz olabilmesi igin Y x; — Y. y; = 0 veya esiti olarak ), x; = Y, y; olmahdir. Béylece

Lehmann ve Scheffe’’nin metodu geregince ), Y;, p i¢in yeterli bir en kiigtik istatistiktir.
Ornek-11.8: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = %y e v’/8, y > 0 olan Rayleigh dagilimin

n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Yy, ---, ¥, olsun. 6 igin yeterli bir en kii¢iik varyansl yansiz
tahmin edici (istatistik) bulunuz.

0 %Xn) — fQer) - f(xn) —
»Yn) f)flm)

Coziim-11.8: Lehmann ve Scheffe’’nin metodunun kullanilmasiyla Zgl
1

_lzn xz
2M[[xje 02i=1719""  []x;

1 o , -
T 7 T 1y &P {— 7 Qr x? =Y, y? } elde edilir. Bu oranin 8’dan bagimsiz
an_[yie 92i=1yi9—n Vi

olamasi igin Y1, x? = Y1, y# ve sonug olarak Y1, Y;%, 8 igin yeterli bir en kiiciik istatistiktir.

Simdi de 6 i¢in yansiz olan bu istatistigin bir fonksiyonunu bulalim. U = Y? almirsa u = y?
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=> y = u'/2 olup Jacobian, | = det [Z—Z = % olur. Baz1 6rneklerde bu determinant negatif

olabileceginden sonucun mutlaka mutlak degeri alinmali ve o kullanilmalidir. Bu 6rnekte |J| =

olur. Boylece U’nun olasilik yogunluk fonksiyonu, f;(u) = (g) Vue4/9 (L) =

1
2Vu 2vu

%e‘“/ 9 u > 0 elde edilir. Yani, U = Y2, 0 parametreli bir iistel dagilima sahiptir. Zira E(U) =
E(Y?) =0 ve E(X™,Y?) = n6 yazilir. Oyle ise § = % i=1 Y;, 0’nin bir yansiz tahmin edicisi
ve ayn1 zmanda Rayleigh parametresi 6 i¢in bir MVUE’dir.

Ornek-11.9: Bilinmeyen ortalamasi p ve bilinmeyen varyansi ¢ olan bir normal dagilimm n

birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y;, -+, Y;, olsun. u ve o?igin yeterli ve MVUE bulunuz.

L(xl""’xn) — f(xl)f(xn) —
Ly yn)  f0)fn)

Coziim-11.9: Lehmann ve Scheffe’’nin kriterinin kullanilmasiyla

O'—n(ZTL')_TL/ZQXP[—#Z(Xi_ﬂ)Z] = exp {_L[Z(x _ 'u)z _ Z(y _ H)Z]} elde edilir. Gerekli
O'_n(ZTL')_n/ZEXP[—#Z()/L-—M)Z] 252 i i .

. L(xq1,%n) 1
diizenlemeler ~ yapilirsa m = exp {— G xf - v)) — 2pE % —

’3=1yl-)]} elde edilir. Bu oran (ya da fonksiyon) u ve g2’den bagimsiz olmalidir. O halde

Poxr =Y yrve Y™t x; = Y1, y; esitlikleri saglanmalidir. Boylece Y1, Y; ve Y-, Y%,
u Ve o2 igin ortak-yeterli en kiiciik istatistiklerdir. Onceki ¢alismalardan Y nin u ve S? =
(n—1)"1¥(y; — w)?’nin de o2 i¢in yansiz olduklar1 bilinmektedir. Bu tahmin ediciler yeterli
en kiigiik istatistiklerin fonksiyonu olduklarindan onlar da u ve o2 icin MVUE’lerdir.
Not-11.3: Olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonlarinin yansiz tahmin edicileri, yeterli en
kiictik istatistiklerin bir fonksiyonudur ki onlar ayn1 zamanda en kii¢ilik varyansli yansiz tahmin
ediciler (MVUE)’dir. Sonug olarak yeterli en kiiciik istatistikler MVUE’lerin bulunmasi i¢in
pekala kullanilabilir.
Ornek-11.10: olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = 6~e™>/%,y > 0 olan bir iistel dagilimin
n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, -+, Y, olsun. V(Y;)’nin bir MVUE’sini bulunuz.
Coziim-11.10: OnceE(Y;) = 8 ve V(Y;) = 62°dir. Lehmann ve Scheffe’’nin kriteri geregince
Y.V, 0 icin yeterli en kiigiik istatistiktir. Gergekte ¥, 8’nin MVUE’dir. Bu nedenle 8%°nin
bir tahmin edicisi olarak Y2’nin kullanilmasi cazip gibi gériinmektedir. Ancak E(Y?) =
VIY)+[E(M)]? = i—z + 0% = 62 (nTH) oldugundan Y2, 62 igin yanhdir. Bununla birlikte
(ﬁ) Y2, 62 i¢in bir MVUE cidir. 8%’nin bundan baska higbir yansiz tahmin edicisi daha

kiiclik varyansa sahip degildir.
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Bir 6 parametresi i¢in yeterli en kiiglik istatistigin dagilim fonksiyonu bulunabilirse bu
fonksiyon, 6 i¢in giiven aralig1 olusturulmasinda ¢ogu kez kullanilabilir. Dolayisiyla belli bir
giivenilirlik seviyesinde elde edilecek giiven aralig1 en dar olacaktir.

Ornek-11.11: Ayni tiir 10 adet elektronik aletin dayanma siiresi (100 saat) olarak Soyledir:
0.637; 1.531;0.733; 2.256; 2.364; 1.601; 0.152; 1.826; 1.868 ve 1.126. Bu tip aletlerin dayanma

stirelerinin  dagiliminin olasihk yogunluk fonksiyonu, f(y) = gye_y °/8, y >0 oldugu

varsayllmaktadir. Veriyi kullanarak 6 i¢in %95 giiven aralig1 olusturunuz.
Coziim-11.11: Ornek-2.8’de Y™, Y;*’nin @ igin yeterli en kiigiik istatistik oldugu gdsterilmisti.
Boylece bu istatistik bir déngiisel nicelik formu olarak kullanilabilir. Simdi U; = Y;* déniisiimii

ortalamas1 6 olan bir iistel dagilima sahip olduguna gore V; = gUidénﬁsiimii diisiiniilsiin. Oyle

0
. 0 .
ise fy(v) = (u = %v) % = %e“’/ 2 v > 0 doniisiimiin olasilik yogunluk fonksiyonu olur.

Boylece i = 1,2, -, n olmak tizere V;, her biri 2 sd’li bir ki-kare dagilimina sahiptir. Ayrica Y;

tesadiifi degiskenleri bagimsiz olduklari icin V;’ler de bagimsizdir. Bagimsiz ki-kare tesadiifi
degiskenlerin toplami da ki-kare dagilimina sahiptir ve Y12, V; = 52};’1 U, = 22321 1%
niceligi 20 sd’li bir ki-kare dagilimina sahiptir. Boylece g 10, Y7 bir dongiisel istatistiktir. Bu

istatistik giiven aralig1 olusturmak i¢in kullanilabilir. Sonug olarak; P (a < g RvE< b) =
0.95 ifadesindeki a ve b degerlerini bulabilmek i¢in ki-kare tablo degerlerinden yararlanilir.

Esitsizliklerdeki ifadelerde gerekli islemler yapilir ve 8 yalmiz birakilirsa P (a < g 2.vE<

10 2 10 y2 - .
b) =P (22‘% <6< 22‘%) = 0.95 elde edilir. Ki-kare tablosunda 20 sd’de alt sinir i¢in

(0.025 olasiliktaki) a = 9.591 ve {ist sinir icin (0.975 olasiliktaki) degeri ise b = 34.170

bulunur. Buradaki 6rnege tekrar doniiliirse Y12, y; = 24.643 bulunur. Bu nedenle Rayleigh

2(24.643) < < 2(24.643)

34.170 9.591

parametresi 6 icin %95 giiven aralig, P( )= 0.95 => (1.442,

5.139) bulunur.

11.6 Momentler Metodu

Tamm-11.5: Orijine gore kitle parametre sayisi kadar, goézlemlenen ornekleme iliskin
ormeklem momentlerinin kitle momentlerine esitlenmesiyle elde edilen denklem sisteminde
sistemin ¢oziim kiimesini parametre ya da parametrelerin tahmin edicileri olarak secen metoda

momentler metodu adi verilir.
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Nokta tahmin edicilerinin tiiretilmesi igin gelistirilen en eski metot momentler metodudur.

Momentler metodu ¢ok basit bir isleme sahiptir. Bir tesadiifi degiskenin orijine gore r’inci

. . .. e . 1 ) g C e
momenti, u, = E(Y") ile verilir. Diigiiniilen r’inci moment, M, = - *, Y’dir. Yani r’inci

ortalamadir. Momentler metodu, diigiiniilen kitle parametresinin iyi tahminini saglayan
orneklem momentleri varsayimina dayanir. Soyle ki M;., u,’nin (r = 1,2. -+, k) iyi bir tahmin
edicisi olmahdir. w3, w3, -+, Ui kitle momentleri, kitle parametrelerinin fonksiyonlari
olabileceginden kitle ve 6rneklem momentleri birbirine esitlenerek istenilen tahmin ediciler
elde edilebilir. Boylece bu basit metot ile tahmin ediciler, u, = M;., r = 1,2.---, k (k parametre
sayisidir) esitliklerinin ¢dziimiim kiimesinden olusur.

Ornek-11.12: Y,,---,Y, tesadiifi degiskenleri (0,8)araliginda tanimli bir siirekli diizgiin
dagilimin 6rneklemi olsun. Burada 8 bilinmiyor. Momentler metodunu kullanarak 8°nin tahmin
edicisini elde ediniz.

Coziim-11.12: Oncelikle dagilimda bir parametre oldugundan bir kitle ve érneklem momenti

yeterlidir. (0, 8)araliginda tanimli bir stirekli diizgiin dagilimin kitle momenti, u; = u = %’dir.
Birinci orneklem momenti, M; = % m .Y, =Y dir. Bdylece bu iki monetin birbirine

esitlenmesi ile p} = M| => ==Y => 6 = 2Y elde edilir. Boylece § = 2Y , 6’nin moment
tahmin edicisidir.

Not-11.4: Momentler metodu ile elde edilen tahmin ediciler 6rneklem momentlerinin
fonksiyonlar1 olduklarindan elde edilen tahmin ediciler genellikle tutarlidir.

Ornek-11.13: Ornek-11.12°de tiiretilen tahmin edici, & = 2Y’nm 6 igin tutarli oldugunu

gosteriniz.
A~ — 2 _ 2
Coziim-11.13: V(Q) =V(2Y) = - dir. Teorem-IL1 geregince lim V(6) = lim & S 0olur
3n n—-oo n—oo 3n

ki 8, 6 igin tutarli bir tahmin edicidir.

1
T(a)Be

dagiliminin n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, -++, ¥;, olsun. Bilinmeyen « ve B parametreleri

Ornek-11.14: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) =

y*~1e=¥/B y > 0 olan bir gama

i¢in moment tahmin edicilerini bulunuz.

Coziim-11.14: a ve  parametrelerinin tahmin edicileri bulmak igin kitle ve 6rneklem moment
ikililerinin birbirine esitlenmesi gerekir. O halde gama dagilimimin ilk iki kitle momenti
sirastyla; py=u=af ve u,=o0%+u?®=apf?+a?p?=ala+ 1)B*»dir. Simdi bu
niceliklerle onlarm &rneklem momentlerinin birbirine esitlenmesiyle uj = M; => aff =Y ve

ph, =My => ala+1)p? = % I, YZ esitlikleri elde edilir. Béylece birinci esitlikten aff =
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_ o\ 2
Y => B =- yazlabilir. Bu sonu¢ ikinci esitlikte degerlendirilirse a(a + 1) (E) =

QR I~I

LyE=> ER@2 =1 v => n(a+ DI)? = aXL, 2 => nla+1)(7)?

aYi Y2 =>  aXl Y —na(¥)? =n)? => a[Yi, ¥ —n(¥)?] =n()* =>a

n(v)? ny?2 Y e - . A
BF vion(] ~ SLL0T? bulunur. Bu sonu¢ f == esitliginde degerlendirilirse f =
210D by,

n¥

_ n y2
Bu elde edilen tahmin ediciler tutarlidir. Yani Y olasilikta u = af3’ya ve l=lel de olasilikta

72 - @r
%Z?:l y2-v2’ T ala+1)p2-(ap)?

‘da

Q)I"<|

a(a + 1)B? degerine yaklagir. Boylece @ = ninve f =

B = % ‘nin tutarl bir tahmin edicisidir.

11.6.1 Uygulama-11/4: Momentler Metodu
Uygulama-11/4.1: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = (8 +1)y% 0<y<1;0>-1
olan dagilimdan tesadiifi bir 6rneklem; Y;, -+-, ¥,, olsun. Momentler metodu ile 6’nin bir tahmin

edicisini bulunuz ve bu tahmin edicinin tutarl oldugunu gosteriniz.

Coziim-11/4.1: Oncelikle birinci kitle momentini bulalm. E(Y) = (6 + 1) [ Oly(9+1) dy =

(9+1) (9+2) (9+1) , e . I T It _
(9+2) | 0 = p bulunur. Birinci 6rneklem momenti, M; =Y pj=M; =>
(6+1)

=Y=> B+1)=0+2)Y=>(06+1)=0Y+2Y =>=0-0Y=2Y—-1=>

(6+2)
(6+1),
( 2)

V(H) == bulunur O halde llm V(H) = lim=5 0 oldugundan 8, 6 icin tutarlidur.

n-oon

p(1-Y)=2Y-1 =>9=

ye yaklagir. Buradan

Uygulama-11/4.2: Ortalamasi A olan bir Poisson dagilimdan tesadiifi bir 6rneklem; Y3, -+, Y,
olsun. 2’nin moment tahmin edicisini bulunuz.

Coziim-11/4.2: Birinci kitle momenti, u; = E(Y) = A ve birinci érneklem momenti, M; = Y
olup 2’nin moment tahmin edicisi, p} = M; esitliginden A = ¥ bulunur.

Uygulama-11/4.3: Ortalamast u = 0 ve bilinmeyen varyans: o2olan normal dagilimdan
tesadiifi bir 6rneklem; Y7, -++, ¥, olsun. 6%’ nin moment tahmin edicisini bulunuz.
Céziim-11/4.3: Ikinci kitle momenti u, = E(Y?) = 02 + (u? = 0) = 02 ve ikinci 6rneklem
momenti, M, =% ™, Y2 olup 0% min moment tahmin edicisi, uy = M, esitliginden 62 =

l1yn 2
= 2=, Y bulunur.
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Uygulama-11/4.4: Ortalamasi u ve varyansi o2olan normal dagilimdan tesadiifi bir 6rneklem;
Yy, -+, Y, olsun. u ve o2’nin moment tahmin edicilerini bulunuz.

Coziim-11/4.4: Birinci kitle momenti, p; = u, ikinci kitle momenti u) = E(Y?) = 62 + u?
yazilir. Birinci 6rneklem momenti, M; = Y ve ikinci 6rneklem momenti, M5 = %Z?zl Y% olup
§ Ve o%’nin moment tahmin edicileri, uj = M; ve u, = M; esitliklerinden hareketle birinci

esitliten 4 =Y bulunur. Ikinci esitlikten 62 + p? = %Z?zl Y7 yazilir. p yerine Y yazilir ve

diizenlenirse 62 = %[ nLYE—nY? = %Z{;l(lfi — Y)? bulunur. Sonug olarak; u ve o%’nin

moment tahmin edicileri sirastyla @ =Y ve 62 = %Z’i’zl(Yi —Y)Zile verilir.
Uygulama-11/4.5: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = %(9 —v),0 <y <0 ile verilen
dagilimdan tesadiifi bir 6rneklem; Y;, --+, ¥;, olsun. 6’nin moment tahmin edicisini bulunuz.
Coziim-11/4.5: Birinci kitle momenti, yu; = u = g ve birinci érneklem momenti ise M] =Y
olup uy = M; esitligndeng =Y => B = 3Y tahmin edicisi #’nin moment tahmin edicisidir.
1.7 En Cok Olabilirlik Metodu

Tamm-11.6: Gozlemlenen 6rneklemin olabilirlik fonksiyonunu en biiyiik yapan parametre ya
da parametrelerin degerlerini ilgili parametre ya da parametrelerin tahmin edicileri olarak segen
metoda en ¢ok olabilirlik metodu ad1 verilir ve ECOK olarak kisaltilir.

Ornek-11.15: n tesadiifi deney sonucunda bir Bernoulli dagiliminin gozlem degerleri; y, -+, y,

1, eger deney basarili ise

0, efier deney basarisiz ise tanimlansin. p basarilarin olasiligr olmak

olsun. Burada y; ={

tizere p’nin ECOK tahmin edicisini bulunuz.

Coziim-11.15: Gozlemlenen 6rneklemin olabilirlik fonksiyonu, L(yq,:,y,) = p2?=1y i(1-—
p)"~Zi=1Y1 olur. L(.) Fonksiyonunu en biiyiik yapan p degerini bulmak gerek. Oyle ise p’nin
degeri olabilirlik fonksiyonunda p’ye gore birinci tlirevin sonucunun sifira esitlenmesiyle
bulunabilir. Ayrica In L(.), L(.)’nin monoton artan bir fonksiyonudur ve bu nedenledir ki hem
InL(.) ve hem de L(.) p’nin ayn1 degeri i¢in en biiyiik olur. L(.), p’nin fonksiyonlarinin bir
carpimi olmasi nedeniyle ¢arpimin tiirevi sikicidir. Bu nedenledir ki p degerinin bulunmasi i¢in
In L(.)’nin kullanilmas1 daha uygun ve kolaydir. Oyle ise verilen &rnek icin bu fonksiyon,
InL() =CQliy)Inp+ (n—Y,y:)In(1 —p) yazilabilir. Bu fonksiyondan p’ye gore

oL _ I,y _ (n-ZiLiyi) _

ap p a-p) 0=>

birinci tiirevin sonucunun sifira esitlenmesiyle

Vi —PX i —mp A X yi =0 =>np =31 y;=>p =Y, y;/n =Y bulunur.
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Ornek-11.16: Ortalamas1 p ve varyanst oZolan normal dagilimin tesadiifi bir érneklemi;
Yy, -+, Y, olsun. u ve 62’nin ECOK tahmin edicilerini bulunuz.

Coziim-11.16: Orneklemin ECOK fonksiyonu, Ly, ,vy) = o "(2m) ™2
exp [—% - u)z] olur. Buradan L(.)’nin dogal logaritmasi almirsa InL(.)
fonksiyonu, InL(.) = —nlno — gln(Zn) - ﬁZ?ﬂ()’i —w)? olur. u ve o%nin ECOK

tahmin edicileri, In L(.) fonksiyonunu en biiyiik yapan degerlerdir. u ve o2’ye gore birinci

dInL() _ XL, 0i=p) ve L0 _ _n, s i—w)?
ou o? do o o3

kismi tiirevlerin alinmasiyla esitlikleri elde

edilir. Her iki esitligin sifira esitlenmesi ve gerekli islemlerin yapilmasiyla birinci esitlikten

=0=>Y",y;i—nu=0=>/= % =Y elde edilir. ikinci esitlikten

alnL() _ Y, (y;—w)
ou a2
omLO) _ _n  EL0i=)?

o o3

wniin yerine Y nin yazilmasi ve gerekli islemlerin yapilmasiyla
0=>-no2+Y",(yi—¥y)?=0=>62=5%=3"(Y; — Y)?/n bulunur. Boylece ¥ ve §?

tahmin edicileri, u ve 62 nin ECOK tahmin edicileridir. Y, u i¢in yansiz bir tahmin edicidir.

$2, 62 igin yansiz tahmin edici olmadigi halde bu tahmin edici (Ll) diizeltme terimi

kullanilarak kolayca S? = (ﬁ) §2 =y" . (Y; — ¥)?/(n — 1) yansiz yapilabilir. Boylece S2,
0?2 i¢in yansiz bir tahmin edici olur.

Ornek-11.17: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) =871,0<y <@ olan bir Kitlenin n
birimlik tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, ---, ¥, olsun. 68’nin ECOK tahmin edicisini bulunuz.

Coziim-11.17: Orneklemin ECOK fonksiyonu, L(yq,*,y,) =6~ ™ olur. Burada  L(.)
fonksiyonu, 6’nin monoton azalan bir fonksiyonudur ve 0 < 6 < oo araliginda a;—;') sifira esittir.

Bununla birlikte 6 azalirken L(.) artarsa y,, -+, ¥, gozlem degerlerinin en biiyiigiine esit veya
daha biiyiik olmalidir. Buradan bdyle 6’nin degeri orneklemdeki en biiyiik degeridir ve
olabilirlik fonksiyonunu en biiyiik yapar. Yani 8 =Y, = Enbiiyiik(Y;,-+,Y,) yazilabilir.
Maalesef bu tahmin edici, 6 i¢in yanl bir tahmin edicidir; ancak ayarlanarak yansiz yapilabilir.
Soyle ki E(Y) = 0/2 oldugundan 6 nin yansiz tahmin edicisi, § = 2VY,, yazilabilir.

I1.8 ikinci Béliimle ilgili Cahsma Soru ve Céziimleri

CS-1: Tahmin (5P), yansizlik (5P), tutarlilik (5P) ve Onem seviyesi (5P) kavramlarini
aciklaymniz.

CSC-1: Tahmin: Tahmin edicinin {irettigi sonuctur. Yansizhk: Bir tahmin edicinin
ortalamasinin parametresine esit olmasidir. Tutarhhk: 8, 6 nin bir yansiz tahmin edicisi iken

eger lim V(@) — 0 olursa ’ya @ icin tutarhdir, denir. Onem seviyesi: « ile gosterilir ve
n—->0o
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birinci tip hata olarak ta bilinir. Gergekte dogru olan sifir hipotezinin test sonucu ret edilmesi

olasiligidir.

CS-2: Olasilik fonksiyonu, f(y) = ()2]

birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y;, -+, Y, olsun. p’nin iki yansiz tahmin edicisi p; = Y /2 ve
P =Y1/8) +{(Yy + -+ Y,_1)/[4(n — 2)]} + (V,,/8) olsun. p;’in P, ye nispi etkinligini
bulunuz ve sonucu yorumlayiniz.

CSC-2: V() =V(Y/2) =V(Y)/4=2npq/4n®* =pq/2n  ve V(p,) = (2pq/64) +
[(n — 2)2pq]/[16(n — 2)*] + (2pq/64) = npq/[16(n—2)] olup  Etk(p,) =V(®,)/
V(H1) = n?/[8(n — 2)] bulunur. n > 3 Etk(p;) = 1 oldugundan p’nin tahmini i¢in $; tahmin
edicisi tercih edilmelidir.

) pY(1—p)?7Y,y = 0,1,2 olan bir binom dagilimin n

CS-3: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = f~2ye™/F,y > 0 olan bir gamma dagiliminin
n birimlik tesadiifi bir drneklemi, Y;,--,Y, olsun. f = Y/2 seklinde tanimlanan tahmin
edicinin B igin; yansiz (6P), tutarli (6P) ve en kii¢iikk varyansli yansiz tahmin edici (8P)

oldugunu gosteriniz.

CSC-3: E(Y) = [ yf(y)dy = 28 oldugu gosterilir. Oyleise E(f) = E(Y/2) = (n2/2n) =

£ olup, yansizdir. AI_YLIO v(B) = rP—{Eo (B?/2n) > 0 odugundan tutarlidir. Burada V(f) =

_r
alnf(y;B)]Z

nE ap

esitlik saglanirsa §’ya f8 icin en kiigiik varyansli yansiz tahmin edici denir. Soldan V(ﬁ) =
(2nB%/4n?) = p%/(2n) bulunur. Sagdan Inf(y;B) = —=2Inf + Ilny —y/B olup

[2LO) = —(2/p) + /8% = (v - 2p)/> => E[MUL] = B[y - 2p)/p7] =

-1
V(Y)/B* = 282/B% = 2/B? =>nE [alnf(y B =2n/B% olup {nE [aln];‘(gl;ﬁ)]Z} _

B?/(2n) bulunur. Sonug olarak; Rao-Cramer esitsizligi esitlik durumunda oldugundan S, B

(2np?/4n?) = B?/(2n) bulunur. Rao-Cramer esitsizligi geregince V(f) =

icin en kiiciik varyansli yansiz bir tahmin edicidir.

CS—4: Olasilik fonksiyonu, f(y) = ——, y = 0,1,--- olan bir Poisson dagilimin 10 birimlik

tesadiifi bir o6rneklemi, Y3,---,Y;, olsun. A'min iki yansiz tahmin edicisi 4, =¥ ve 1, =
[Enb{Y;, -+, Y10} + Yy + Enk{Y;, -, Y10}1/3 olsun. A;’in 1, ye nispi etkinligini bulunuz ve

sonucu yorumlayiniz.

CSC-4:V(4,) =V(¥) =—==2/10 ve V(4;) === A/3 olup, Etk(4,) = ZSZ% ((_)) =

10/3  bulunur. Etk(il) >1 oldugundan A’nin tahmini i¢in A; tahmin edicisi tercih
edilmelidir.

CS-5: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = f=3y?e™¥/B,y > 0 olan bir gamma dagilimimin
n birimlik tesadiifi bir orneklemi, Y;,---,Y, olsun. f = ¥/3 seklinde tanimlanan tahmin
edicinin S i¢in; yansiz (6P), tutarli (6P) ve yeterli (8P) oldugunu gosteriniz.
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CSC.-5:E(Y) = [yf(y)dy =3B oldugu gosterilir. Oyle ise E(B)=E(Y/3)=
(n38/3n) = B olup, yansizdir. lim V(f) = lim (82?/3n) - 0 odugundan tutarlidir. Burada
n—-oo n—oo
5 _3nB
V(B) = 3np%/9n?) = p2/(3n) bulunur. L(y;B) =p3"e £ 27"[]y? seklinde
g(ﬁrﬁ) h(Yl:J/'n)

yazilabildiginden B, B icin yeterli bir tahmin edicidir.

CS-6: Y~N(u,0?) olan bir normal dagilimin 20 birimlik tesadiifi érnekleminin gdzlem
degerleri: 15; 16; 18(3); 19(5); 20(2); 21(3); 22(3) ve 23(2) olsun. y’niin moment tahmin
edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.

CSC-6: p’niin moment tahmin edicisini bulalim. Birinci kitle momenti: u; = E(Y) = p ve

birinci 6rneklem momenti ise M; = Y olup bu iki moment birbirine esitlenirse u’niin moment

tahmin edicisi, i = Y olarak bulunur. Gozlem degerlerine iliskin bu nicelik ise i = j = Zzzl =

% = 19.75 olarak bulunur.

CS-7: Olasilik fonksiyonu, f(y) =p (1 —p)¥~1, y = 1,2, olan geometrik dagilimin 20
birimlik bir tesadiifi 6rnekleminin gozlem degerleri: 1(7); 2; 3(2); 4(3); 5(2); 6(2); 8; 14 ve 16
olsun. p’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.

CSC-7: Orneklemin olabilirlik (ortak olasilik) fonksiyonu, L(p) = p2°(1 — p)&Yi=29 olup
buradan log-olabilirlik fonksiyonu ise ¢L(.) = 20in(p) + X Y; —20)In(1 — p) seklinde
yazilir. Buradan p’ye gore birinci tiirev alinir ve sifirda degerlendirilirse p’nin ECOK tahmin

edicisi, p = 1/Y olarak bulunur. Gozlem degerlerine iliskin bu nicelik ise y = 22—3: = 2—(7) =

4.35 ve buradan p = 5 = ﬁ = 0.23 olarak bulunur.

CS-8: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = 2B 2ye /B’ y >0 olan bir Weibull
dagiliminin 20 birimlik tesadiifi bir 6rnekleminin gézlem degerleri: 1; 2(4); 3(3); 4(2); 5(4);
6(3); 7; 10 ve 11 olsun. B’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.

CSC-8: Orneklemin olabilirlik  (ortak olasiik  yogunluk) fonksiyonu, L(.) =
2203=%0exp(— ¥2%, ¥ /B?) olup buradan log-olabilirlik fonksiyonu ise #L(.) = 20in(2) —
40In(B) — Y20, Y2 /B? seklinde yazilir. Buradan B’ya gore birinci tiirev almir ve sifirda

20
degerlendirilirse £’nin ECOK tahmin edicisi, § = # olarak bulunur. Gozlem degerlerine

~ 220 Y2
iligkin bu nicelik ise § = ’ = 5.263 olarak bulunur.

CS-9: Tahmin edici (5P), yan51zhk (5P), nispi etkinlik (5P) ve giivenilirlik seviyesi (5P)
kavramlarini agiklayiniz.

CS-10: Y ~ N(u = 25; 02 = 36) olan normal dagilimm 10 birimlik tesadiifi érneklemi,
Y,,+, Yo olsun. p’niin iki yansiz tahmin edicisi swras1 ile g, =Y ve [, =

Enk(Yy,Y10)+Y+Enb(Yy, - Y10)
3

ise fi,’in [, ye nispi etkinligini bulunuz ve sonucu yorumlayiniz.
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CS-11: Y ~ E(B = 5) olan tstel dagilimin 12 birimlik tesadiifi 6rneklemi, Y;, -+, Y;, olsun.
2% ise B,in f’ye nispi etkinligini

B’ iki yansiz tahmin edicisi sirast ile ; = Y ve 8, =
bulunuz ve sonucu yorumlayiniz.

-1
CS-12: Olasilik fonksiyonu f(y) = ey—'ly,y = 0; 1; -+ olan bir Poisson dagiliminin n birimlik

tesadiifi 6rneklemi, Y;,++-,Y,, olsun. 2 = ¥ tahmin edicisinin A icin: (a) Yansiz, (b) tutarli, (c)
yeterli oldugunu gosteriniz.

CS-13: Olasilik yogunluk fonksiyonu f(y) = B~2ye~ ¥/, y > 0 olan bir gamma dagilimmin
20 birimlik tesadiifi 6rneklemine iliskin gozlem degerleri; 2(2); 3; 5; 6; 7; 8; 9(2); 11; 18(3);
19; 21; 23; 25; 28; 32 ve 40 olsun. f’nin moment tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.

CS-14: Olasilik fonksiyonu f(y) = ()21) pY(1 —p)?7Y,y = 0; 1; 2 olan bir binom dagilimmin

20 birimlik tesadiifi 6rneklemine iliskin gézlem degerleri; 0(3); 1(9); ve 2(8) olsun. p’nin en
¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.

CS-15: Tahmin (5P), yansizlik (5P), nispi etkinlik (5P) ve 6nem seviyesi (5P) kavramlarini
aciklaymiz.

CS-16: Y ~N(u=19; 0% =9) olan normal dagilimin 10 birimlik tesadiifi érneklemi,
Y, Yo olsun. p’niin iki yansiz tahmin edicisi swas1 ile g, =Y ve f,=
Enk(Yy, - Y10)+Y+Enb(Yy,Y10)

3
CS-17: Tahmin edici (5P), yansizlik (5P), tutarlilik (5P) ve 6nem seviyesi (5P) kavramlarini

aciklaymiz.

CS-18: Olasilik fonksiyonu, f(y) = (e~ %a”)(y!)~L, y = 0,1, olan bir Poisson dagilimin
8 birimlik tesadiifi bir drneklemi, Y;, -+, Yg olsun.a’nm iki yansiz tahmin edicisi &, =Y ve
a, = [Enk (Yy,--+,Yg) + Y, + Enb (Yy,--+,Yg)]/3 olsun. & ’in &, ye nispi etkinligini bulunuz

ve sonucu yorumlayiniz.

ise fi,’in [, ye nispi etkinligini bulunuz ve sonucu yorumlayiniz.

CS-19: Y~N(u, 02) olan bir normal dagilimin 10 birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y;, -+, Yy,
olsun. w’niin iki yansiz tahmin edicisi g, =Y ve [, = [Enb(Yy, -, Vo) +Ys +
Enk (Yy,-++,Y10)]/3 olsun. fi;’in f1,’ye nispi etkinligini bulunuz ve sonucu yorumlayiniz.
CS-20: Olasilik fonksiyonu, f(y) = (e™*2)(y)~%,y = 0,1,2,--+ olan bir Poisson dagilimin
n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y;,---,Y, olsun. A=Y seklinde tanimlanan tahmin edicinin
A i¢in; yansiz (6P), tutarli (6P) ve yeterli (8P) oldugunu gosteriniz.

CS-21: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = f~2ye~>/8,y > 0 olan bir gamma dagilimmin
20 birimlik tesadiifi 6rnekleminin gézlem degerleri: 2(3); 3; 4(2); 5; 6; 7; 8(2); 9; 10; 13; 14;
17; 18; 24; 25 ve 30 olsun. f’nin moment tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.

CS-22: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = 3B 3y%e /B 3y >0 olan bir Weibull
dagiliminin 20 birimlik tesadiifi bir 6rnekleminin gozlem degerleri: 3; 5(3); 6(2); 7(2); 8(6); 9;
10(2); 11; 12 ve 13 olsun. B’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.
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CS-23: Olasilik yogunluk fonksiyonu f(y) = B~*e~¥/F,y > 0 olan bir iistel dagiliminin n
birimlik tesadiifi 6rneklemi, Y;,---,Y,, olsun. § = Y tahmin edicisinin # i¢in: (a) Yansiz, (b)
tutarli, (c) etkin ve (d) yeterli oldugunu gosteriniz.

CS-24: Olasilik yogunluk fonksiyonu f(y) = B~2ye~ ¥/, y > 0 olan bir gamma dagilimmin
20 birimlik tesadiifi 6rneklemine iliskin gozlem degerleri; 2(2); 3; 5; 6; 7; 8; 9(2); 11; 18(3);
19; 21; 23; 25; 28; 32 ve 40 olsun. f’nin moment tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.
CS-25: Olasilik fonksiyonu, f(y) = (e™*2¥)(¥!)™%, ¥ = 0; 1; --- olan bir Poisson dagilimimn
n birimlik tesadiifi 5rneklemi, Y;,-+-,Y,, olsun. A = ¥ tahmin edicisinin A i¢in: (a) Yansiz, (b)
tutarli, (c) etkin ve (d) yeterli oldugunu gosteriniz.

CS-26: Olasilik yogunluk fonksiyonu f(y) = f~2ye~ /B,y > 0 olan bir gamma dagilimmin
20 birimlik tesadiifi 6rneklemine iliskin gozlem degerleri; 1; 2; 3(2); 4; 5(3); 6(2); 7(3); 11(2);
14(2); 15; 17 ve 21 olsun. B’nin moment tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.

CS-27: Olasilik fonksiyonu f(y) = (331) pY(1—p)3Y,y=0;1;2;3 olan bir binom

dagiliminin 20 birimlik tesadiifi 6rneklemine iliskin goézlem degerleri; 0; 1(6); 2(9) ve 3(4)

olsun. p’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz ve tahmin ediniz.
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