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I. BOLUM: TAHMIN
I.1 Giris

Istatistiklerin amaci, tek orneklem bilgisine dayanarak bir kitle hakkinda sonuglar
cikarmaktir. Zira Kkitleler parametre olarak isimlendirilen sayisal betimleme Olgiileriyle
karakterize edilirler. Bu yiizden bir¢ok istatistiksel arastirmanin amaci, bir kitleye iliskin
parametre(ler) hakkinda degerlendirmeler yapmaktir. Istatistiksel degerlendirmelerin cogu hem
tahmin ve hem de hipotez testi islemlerinden olusur. Bu boliimiin genel konusu, kitle
parametrelerinin tahminidir. Ornekleme dagilimlar1 buradaki tahmin islemlerini gelistirmede
onemli rol oynar.

Tahminin birgok pratik uygulamalar1 vardir. Ornegin; bir camasir makinesi iireticisi bes yil
garanti siiresinden Once bozulan ilgili makinelerin bozulma orani, m’yi tahmin etmek
isteyebilir. Diger 6nemli kitle parametreleri, kitle ortalamasi, varyansi ve standart sapmadir.
Ormnek vermek gerekirse bir siiper marketin giseleri 6niinde ortalama bekleme siiresi y veya bir
eletronik aletin 6l¢iim hatasinin standart sapmasi, ¢ tahmin edilmek istenebilir. Bu ders
stiresinde ilgilenilen parametreler amag¢ parametresi olarak isimlendirilecektir.

Farz edilsin ki belli bir cografik bolgede bulunan maden filizinin bir ons (yaklasik 31.1 gr)
undan elde edilebilir ortalama civa miktar1 tahmin edilmek istensin. Bu iki farkli formda tahmin
edilebilir. Ornek vermek gerekirse 0.15 ons gibi tek bir say1 olabilir. Burada amag, bu saymin
bilinmeyen kitle parametresine ¢ok yakin olmasidir. Iste bu tip tahminler nokta tahmini olarak
isimlendirilir. Zira tek bir deger veya nokta y’niin tahminidir. Diger taraftan p iki say1 arasinda
bulunur, 6rnegin; 0.12 ve 0.18 ons gibi. Bu son tahmin tipinde verilen bu iki deger (0.12, 0.18)
gibi bir aralik bigiminde gosterilebilir. Bu tip tahmin, aralik tahmini olarak isimlendirilir.
Burada p’niin miimkiin degerlerinin bu araliin igerisinde oldugu sdylenir.

Bir nokta tahmin islemi, amag¢ parametresini bir érneklemdeki bilgiyi bir tek deger veya
noktaya ulagsmak i¢in kullanir. Bir aralik tahmin islemi ise 6rneklem bilgisini iki sayiya
ulagmak i¢in kullanir ki ilgilenilen parametreyi i¢inde bulundurur. Her iki durumda da gergek
tahmin bir tahmin edici ile basarilir. Bu ise nokta veya aralik tahmin deger veya degerlerini bir
orneklem verisinden nasil tespit edileceginin bir kuralidir.

Tamm-1.1: Bir tahmin edici, bir 6rneklemdeki 6l¢iim degerlerine dayanarak bir tahminin nasil
hesaplanacaginin kuralidir.

Cogu kez bir tahmin edici, bir formiille ifade edilir. Ornegin; 6rneklem ortalamasi, ¥ =

% ™. Y; Kkitle ortalamasi g ’niin miimkiin bir nokta tahmin edicisidir. Agik bir sekilde Y hem
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bir prensip ve hem de bir formiildiir. Matematik olarak, gozlem degerlerinin toplaminin
orneklem hacmi, n’e boliinmesi anlamina gelir.

Bir parametreye iligskin aralik tahmininde bulunmak isteyen bir arastirmaci iki nokta
hesaplamak icin drneklem verilerini kullanmalidir. Tki noktadan olusan bu araligin biiyiik bir
olasilikla amag parametresini i¢inde bulunduracag timit edilir.

Ayn1 kitle parametresi i¢in birgok farkli tahmin ediciler mimkiindiir. Bu siirpriz
olmamalidir. Ornegin; on miihendis biiyiik bir binanin yapim maliyetinin tahmininde her biri
toplam maliyeti, farkli sekillerde tahmin edebilirler. insaat sanayiinde tahmin ediciler olarak
isimlendirilen bu miihendisler bilinen yollar artt bitirme 6n sezgilerini tahminlerinde
kullanirlar. Her biri tek bir tahmin igin tek bir insan siibjektifine dayalidir. Bu diisiince, bazi
tahmin edicilerin iyi, bazilarmin da kétii oldugu fikri ile sonuglanir. Oyle ise bir tahmin edicinin
iyl mi kotii mii oldugu nasil tespit edilecek? Bu diisiincenin cevabi hemen takipteki boliimde
verilecektir.

1.2 Nokta Tahmin Edicilerin Baz1 Ozellikleri

6 ile gosterilen bir kitle parametresinin tahmin edicisi 8 ile gosterilsin. Tahminlerin dagilimi
ve daha dogrusu tahmin edicinin érnekleme dagiliminin bilinmesi gereklidir. Diger bir ifade ile
tahminlerin dagiliminin ortalama veya beklenen degerinin bilinmesi gereklidir. Yani, E (@) =
0 yazilabilir. Bu 6zelligi saglayan nokta tahmin edicilerin yansiz oldugu sdylenir. Pozitif yanl

(yani, E (9) > 0 ) bir nokta tahmin edicisinin 6rnekleme dagilimi, Sekil-1.1°de goriildiigii

A}

f(6) ]

gibidir.

6 E(0) 4
Sekil-1.1: Bir pozitif yanli Tahmin edicinin 6rnekleme dagilimi.

Tamm-1.2: 8, 8’nin bir nokta tahmin edicisi olsun. Eger , E(é) = 6 oluyorsa 8’ya 0 i¢in yansiz

(veya sapmasiz) bir tahmin edicidir, denir. Aksi takdirde 8’ nin yanl oldugu soylenir.
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Tamm-1.3: Bir  nokta tahmin edicisinin ger¢ek degerden yapmasi (yanlilig), B ile gosterilir
ve bu nicelik B = E(9) — 6 ile ifade edilir.

Yansizliga ilave olarak tahminlerin 6rnekleme dagilimmin yayilisinin miimkiin oldugu
kadar kiiclik olmasi istenir. Yani, V(@)’mn en kiiciik olmasi istenir. Bir 8 parametresi i¢in iki
yansiz tahmin edici varsa ve diger biitiin sartlar ayn1 olmak sartiyla varyansi kii¢lik olan tahmin
edici digerine yeglenir.

Bir nokta tahmin edicisinin iyiligini karakterize etmek i¢in yan ve varyansi kullanmak

yerine 8 ile @ arasindaki uzakligin karesinin beklenen degeri kullanilir. Yani, E [(9 - 9)2].

Tanim-1.4: Bir 8 nokta tahmin edicisinin hata kareler ortalamasi, MSE (é) =F [(é - 9)2]

seklinde tanimlanir, hem varyans ve hem de yanliligin bir fonksiyonudur. Soyle ki MSE (@) =
V() + B? yazilabilir.
ispat: (8 — 6)” ifadesine E (@) ekleyip gikarilirsa (8 — E(9) + E(9) — 0)° = {[6 — E(8)] +
£(8)-0) =E|(6- E(@))Z] +E[(E(8) - 6)°] = v(8) + B2 olur.
UYGULAMA-I
Uygulama-1.1: Farz edilsin ki E(8,) = E(8,) = 6 ve V(0;) = of ve V(8,) = o7 olsun. 85
yeni bir yansiz tahmin edici olup 85 = a8; + (1 — a)8, seklinde tanimlansin.
a) 0; ve 0, tahmin edicilerinin bagimsizlig1 varsayimi altinda 65’iin varyansmi en
kiigiikleyecek a sabitini bulunur.
b) 8, ve 6, tahmin edicileri bagimsiz degil ve C 017(@1, éz) = ¢ # 0 ise 85iin varyansin
en kiigiikleyecek a sabitini bulunur.
Coziim-1.1:a) V(05) = a?V(0;)) + (1 — a)?V(8,) = a?c? + (1 — a)?a# fonksiyonunu en
kiiciik yapacak a sabitini bulmak icin birinci tiirevi sifirda degerlendirelim. % =0=>

o3

20(cf +02)— 202 =0=>a = oD bulunur. b) V(85) = a?V(8y) + (1 — a)?V(8,) =
1 2
a’c? + (1 —a)?07 + 2a(1 —a)c fonksiyonunda bir kez tiirev alinirsa ava(z3) =0=>

2
o5 —C
(o7+07-20) bulunur.

a(c?+o0}—2c)—c2+c=0=>a=
Uygulama-1.2: Y;, Y, ve Y3; f(y) = %e‘y /9y > 0 olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir

Y1427

§3 = 3 y §4 == Enk{Yl, Yz, Y3} ve és = Y

orneklemi gostersin. : 6, =Y;, 0, = 12
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0’nin bes tahmin edicisi olmak iizere: a) Hangi tahmin edici(ler) yansizdir. b) a sikkinda

belirlediginiz yansiz tahmin edici(ler)nin hangisi en kii¢iik varyansa sahiptir.

Coziim-1.2: a) E(6,) =E(Y;) =6 olup yansizdir. E(8,) = w =2

- = 6 olup

E(v1)+2E(Y;) _ 36

yansizdir. E(03) = . 5 = 6 olup yansizdir. E(8,) = 0 olup yansizdir. E(8,) =

E(Y1)+E(;2)+E(Y3) = ? = @ yansizdir. Sonug olarak, tahmin edicilerin hepsi de yansizdir. b)

PN PN V(yD+v(y) 208% 92 PN V(Y))+4V(Y,) 562 ~

VO =V =6% V(0 =—"——="=5 V) =——F—— =" V() =
2 2

V(Y1)+V(:2)+V(Y3) = % = 9? bulunur. O halde yansiz tahmin edicilerin en kiigiik

0% veV(hs) =

varyansa sahip olan1 5 = Y’dr.
v" Not-I.1: Ortalamadan fark kareler toplam1 her zaman en kiigiiktiir. ( yani, Y1~ (¥; — Y)? =
Enk)

Yy
Uygulama-1.3: f(y) = ﬁe_ﬁ,y > 0; & > —1 foksinuna sahip bir kitlenin tesadiifi bir

orneklemi; Y;,Y,, -+, Y, olsun. @ igin yansiz bir tahmin edici bulunuz.

Cozim-1.3: E(Y) = fooo (eil)e_y/w“)dy = (6 +1) diger taraftan en iyi tahmin edici

ortalama oldugundan ¥ = 6 + 1 esitliginden @ igin yansiz bir tahmin edici, § = ¥ — 1 olur.

Uygulama-1.4: Belli marka bilgisayarlarin heftalik arizalanlarinin sayis1 Y, A parametreli bir
Poisson tesadiifi degisken olsun. Boylesi bir kitlenin tesadiifi bir 6rneklemi; Y;, Y5, -+-, Y, ise @)
A igin yansiz bir tahmin edici bulunuz. b) Arizalanmalarin haftalik maliyeti, C = 3Y + Y2 ise

E(C)’nin A2 + 42 oldugunu gosteriniz. ¢) C igin yansiz bir tahmin edici tartisiniz.
Coziim-14: a) P(Y =y)=pQl) = e_li—f ,y=012,-+ olup EY)=1=>1=7

yazilabilir. b) E(C) =3E(Y)+E(Y?) =31+22+1=212+41 olur. ( Not: Burda
Y~Pois(1) => E(Y) = V(Y) = 2 oldugu unutulmamalidir.) ¢) E(C) = A2 + 42 oldugundan
E(C)’nin yansiz tahmin edicisi, Y2 + 3Y olur.

Uygulama-1.5: Bir test devresine bagli elektrik sayacinin okumalarinin (8,6 + 1) araliginda
diizgiin dagilimli oldugu bilinmektedir. Burada 6 devrenin bilinmeyen gergek parametresidir.
Bu tiir okumalarin tesadiifi bir 6rneklemi; Y3, Y,, .-+, Y,,0lsun. a) Y, 6 i¢in yansiz midir? Degilse
yani bulunuz? b) 6 i¢in yansiz bir ¥ tahmin edicisi bulunuz. ¢) Y, 8’nin bir tahmin edicisi
olarak kullanildiginda MSE (Y) bulunuz.

Coziim-1.5: a) (6,0 + 1) arahiginda diizgiin dailimh bir Y tesadiifi degiskenin olasilikk

yogunluk fonksiyonu, f(y) =1, 8 < y < (8 + 1) olarak yazilir. EY)={ 6+

g ydy =



PROF. DR. KAMIL ALAKUS

y2|O*D  [e+1)?2-02] _ (26+1) (29+1)

, . olur. Oyle ise E(Y) =

# 6 olup yanhdir. B =

2
(26+1)
2

D

=>

[£(8) — 6] = 222 — 9 = 2 > 0 olup pozitif yanl: bir tahmin edicidir. b) ¥ =

(ZY Y tahmin edicisi 6 icin yansizdir. ¢) MSE(Y) = V(Y) + B? esitliginden hareketle, 6nce

(9+1)y2dy 3 0+1) _ [0+1)3-6%] _ (362+36+1)

31g 3
_ (362+36+1)  (46%+46+1) _ 1
- 3 4 12

varyanst bulahm. E(Y?) = [,

olup V(Y) =

E(Y?) - [E(V)]?

bulunur. V(YY) = ’d1r Boylece

MSE(V) =V(7) +B? = —+ (%)2

3n+1
= 87D putunur.

Uygulama-1.6: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = ile verilen bir

kitleden n birimlik tesadiifi bir 6rneklem; Y3, Y,, -, Ynolsun. Bu fonksiyonda a > 0 ve bilinen
bir sabit; ancak # bilinmemektedir. Eger 8 = Enb{Y;,Ys, -+, Y,} seklinde verilmis ise: a) 8, 6

icin yansiz bir tahmin edici midir, gdsteriniz? b) MSE () bulunuz.

o af

= Dbulunur. Buradan E(6) =

ay@+l
(a+1)9“

Céziim-1.6: a) E(Y)zg%foey“dyz

E[Enb(Y,,Y,,-,Y,)] = # 0 oldugundan yanli bir tahmin edicidir. b) MSE (9) =

(a+1) +1)
92
V(H) + B? olduguna gore B = E(G) 0= =G +1) —0= @D - = = @12
]
_ 2y _ 2 2 a+1y ay®™? |7 _
bulunur. V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]* olduguna gore E(Y)—eaf y*dy = (264l

af? 2 af?

) olup V(Y)=E({?» —-[E()]? = (a+2) [(a+1) = wniers bulunur. Buradan
2 262

MSE(8) = V(8) + B? = ——— olarak elde edilir.

1.3 Bazi Onemli Yansiz Nokta Tahmin Ediciler
Amag parametrelerinin nokta tahmin edicilerini elde etmek i¢in bazi bicimsel metotlar bir
sonraki bolimde verilecektir. Bu bolimde ise bazi 6nemli nokta tahmin ediciler verilecektir.

Ornegin; kitle ortalamasinin ( yani, u’niin) tahmini i¢in &rneklem ortalamasmin ( Y)
kullanilmast ve bir binomiyal parametresi m ic¢in Orneklem orani, P = %’in kullanilmas1

dogaldir. Oyle ise iki kitleden bagimsiz olarak secilmis n, ve n, gozlemlerinin tesadiifi
orneklemlerine dayanarak iki kitle ortalamasi arasindaki farki (u; — p,) veya iki binomiyal
parametresinin farki (7r; — ;) nasil tahmin edilecek? Yine (1, — ) tahmini igin iki 6rneklem
ortalama farki (Y; — Y,) ve (r; — m,) tahmini icin de iki 6rneklem oran farki (P; — P,) nokta

tahmin edicileri olarak kullanilabilir.
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Zira Y, P, (Y;-Y,) ve (P,—P,) tahmin edicileri tesadiifi 6rnek ol¢iimlerinin
fonksiyonlaridir. Boylece onlarin beklenen deger ve varyanslari beklenen deger teoremleri
kullanilarak elde edilebilir. Tesadiifi 6rneklem(ler)e dayanarak bu dort tahmin ediciye iliskin
ortalama ve varyanslar Tablo-1.1°de verildigi gibidir.

Tablo-1.1°deki degerler soyle elde edilebilir. Eger 6rneklemler bagimsiz ise E(Y) = u
(tanimdan) ve E(Y; — Y5) = E(Y;) — E(Y,) = u; — p, (tamimdan) gosterilebilir .V (Y, — Y,) =

— — —_ 2 2
V(Yy) —V(Y,) —2Cov(Y,,Y,) = % + Z—Z (tanim ve bagimsizliktan) gosterilebilir.

2

(=0)
Tablo-1.1: Bazi nokta tahmin ediciler i¢in beklenen deger ve varyanslar.
Amag Orneklem  Nokta Tahmin E(6) v(6)
Parametresi (6) Hacmi Edicisi (9)
U n Y U o
n
s n p s (1l —m)
n
(11 — p2) ny Ven, (1 - 1) (11 — p2) 0_12 0_22
ng Ny
(1 — 13) ny Ven, (P —P,) (my —my)  m(1—my) n (1 — 15)
n np

P ve (P, — P,) tahmin edicilerinin beklenen deger ve varyansi da ortalama veya ortalamalar
farkina iliskin yolla elde edilebilir.

Yansizlik, bir nokta tahmin edicisi i¢in cogu kez arzu edilen bir 6zellik olmasina ragmen

her tahmin edici yansiz degildir. Ornegin; §2 = % ™, (Y; — Y)? tahmin edicisi kitle varyansi,

o? igin yanli bir tahmin edicidir. Genellikle bu yanlilik ortalamadan fark kareler toplaminin n

yerine (n — 1)’e boliinmesiyle diizeltilebilir. Zira uygulamalarda S2, g2 nin tahmini igin ¢ok

1
(n-1)

verilir ve bundan boyle ders boyunca 6rneklem varyansi olarak isimlendirilecektir.

sik kullanilmaktadir. Béylece a2 nin yansiz nokta tahmin edicisi, S? = (Y, —Y)?%ile

Ornek-1.1: Y;,Y,, -+, Y, her biri u ortalamali ve o2varyansl normal dagilimdan bir rneklem
olsun. a) S? =% ™, (Y; — Y)? tahmin edicisinin ¢2 igin yanli, b) S? = (nil) Ly —Y)?

tahmin edicisinin o2 igin yansiz oldugunu gosteriniz.

Coziim-1.1: Once payin beklenen degerini bulalim. Hemen Y1, (Y; — V)2 =Y, Y? —n¥?
yazilabilir. Buradan E[Y™~,(Y;—V)?]=EQL,V?) —nEY?) =YL, E(Y?) —nE(Y?)
yazilabilir. Simdi E(Y?), i = 1,2,---,n igin V(Y) = E(Y?) — u? ile verilen bir tesadiifi
degiskenin varyansi durumuyla tamamen aynidir. Oyle ise E(Y?2) = V(Y) + u? yazlabilir.
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— _ 2
Boylece  E[X1, (Y — V)] = E(Z, ¥2) — nE(V?) = Ty (0% + p?) —n (S + pi2) =

n(o? + u?) — (62 + nu?) = (n— 1)o? sonucuna ulastlir. Sonug olarak; a) E(S?) =

# 02 oldugundan yanl, b) E(S?) = %02 = 02 oldugundan yansizdur.

(-1 2
n
1.4 Bir Nokta Tahmin Edicinin Iyiliginin Degerlendirilmesi
Herhangi bir nokta tahmin edicisinin iyilik 6l¢iistiniiniin bir yolu tahmin edici ile gergek
parametre arasindaki uzakligi bulmaktir. Bu nicelik ise tahmin hatas1 olarak isimlendirilir.
Dogal olarak tahmin hatasinin miimkiin oldugunca kiigiik olmasi1 arzu edilen bir sonugtur.
Tamm-1.5: Tahmin hatasi ¢ ile gdosterilir ve tahmin edici ile onun bilinmeyen gercek

parametresi arasindaki uzakliktir seklinde tanimlanir. Yani € = |§ - 9| ile verilir.

£(6)

T

P(e < b)

—

NN

6->b 0 6+b 0

Sekil-1.2: Bir & Tahmin edicinin 6rnekleme dagilima.

Zira tahmin hatasi tesadiifi bir niceliktir ve belli bir tahmin i¢in ne kadar biiyiik ve ne kadar
kiiciik olacag1 kesin sdylenemez; ancak onun hakkinda olasilik beyaninda bulunulabilir. Ornek
olarak Sekil-1.2’de gosterilen bir 6rnekleme dagilimma sahip 8, #’nin yansiz bir tahmin edicisi
olsun. Eger olasilik dagiliminin ug noktalarina yakin bir yerde (6 — b) ve (6 + b) gibi iki nokta
seclirse tahmin hatasinin olasilig1 b’den daha kiigiiktiir ve b ise Sekil-1.2’nin tarali bolgesidir.
Yani P(|6 — 0| <b) = P{—b < (6 —0) < b} = P{(6 — b) < 8 < (6 + b)} yazilabilir.

Burada b, tahmin hatasinin bir olasilik sinir1 gibi diigiiniilebilir. Buradan verilen bir hatanin
b’den daha kiigiik oldugu kesin degildir; ancak boyle bir olayin biiyiik bir olasiliga sahip oldugu
soylenebilir. Uygulama agisindaneger b kiigiik segilirse P(e < b) tek bir tahminin iyiliginin bir

Olciisii gibi diisiiniilebilir.



PROF. DR. KAMIL ALAKUS

Eger 8’nin olasilik dagilimi bilinirse verilen bir tahmin problemi i¢in b’nin degeri

bulunabilir. %90 olasilikla b’den daha kiigiik & degeri bulunmak istendiginde |, :_erb f(8)dd =
0.90 esitligini saglayan bir b degeri bulunabilir.
6’nin olasilik dagilimi ister bilinsin ve isterse de bilinmesin yansiz tahmin ediciler igin

yaklasik bir hata smiri; b = kop , k=1 esitligi kullanilarak elde edilebilir. Boylece
Tchebysheff teoreminden bilinir ki e’un ko3 ’den daha kiiciik olmasi olasilig1, 1 — kiz olasiligina

esittir. Uygulamalarda uygun olan ve ¢ek sik kullanilan k degeri ise 2’dir. Buradan %75
olasilikla £’un b = 203 dan daha kiigiik olacag: sdylenebilir. Bir ¢ok tesadiifi degisken %95
civarinda bir olasilikla Ortalama + 2 X Standart sapma arasinda gézlemlenmektedir. Y’ nin
(¢ + o) araliginda bulunmasi olasilig1 normal, diizgiin ve iistel olasilik dagilimlar1 i¢in Tablo-
1.2°de verilmistir.

Tablo-1.2: Cesitli Olasilik Dagilimlari Icin P{(u — 20) < Y (u + 20)} Degerleri.

Dagilim Adi Olasilik
Normal 0.9544
Diizgiin 1.0000

Ustel 0.9502

b = 205 degeri uygulamalar i¢in tahmin hatas1 hakkinda iyi bir yaklasimdir. Tahmin
hatasinin bu sinirdan daha kiiclik olmas1 olasilig1 yaklasik olarak %95°dir.
Ornek-1.2: Bir sehirde belediye baskan adayr Mehmet Bey’e oy veren oranini tahmin etmek
isteyen arastirmaci, tesadiifi olarak secilen n = 1000 birimlik bir 6rneklemdeki se¢menlerin
575 tanesinin lehte oy kullanacaklar: tespit etmstir. a) Sehirdeki se¢gmenlerin Mehmet Bey’i

se¢me oranini tahmin ediniz. a) Tahmin hatasin1 2o yapan b degerini bulunuz.

Coziim-1.2: a) m’yi tahmin edebilmek i¢in, P = % tahmin edicisi kullanilir. Buradan Mehmet

Bey’e oy verenlerin orani, p = % = 0.575 olarak bulunur. b) P’nin olasilik dagilimi, n =

1000 olup yeteri kadar biiyiik hacimli 6rneklemler i¢in normal dagilima neredeyse kesin olarak

yaklagir. Oyle ise b = 20 iken &un b’den daha kiigiik olmasi olasiligi yaklagik olarak

m(1-m)
n

%95°dir. Tablo-1.1’den V(P) = @’dir. Buradan b = 205 = 2 yazilabilir.

Maalesef b’yi hesaplamak i¢in 7’ nin bilinmesi gereklidir. 7’nin bulunmasi 6rneklemenin
amac1 olmustur. Bu asilamaz bir engel degildir. Zira o3, m’de ¢ok az degisim gosterecektir.

Buradan esitlikteki 7 yerine P tahmininin (p) kullanilmasiyla b = 20 tam degerin
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hesaplanmasinda ¢ok énemsiz bir hata olacaktir. Oyle ise bu &rnek igin b = 205=2 \/% =

2 ’% = (0.031 olarak bulunur. Bu sonucun anlamu ise yaklasik olarak %95 olasilikla

tahminin hatast 0.031’den daha kiigiiktiir. Bu nedenle kitle oran1 7’nin degerinin biiyiik bir
giivenle 0.575 + 0.031 simurlari igerisinde degisecegi sdylenebilir.

Ornek-1.3: 1ki tip otomobil lastik tekerlerinin kalitesini karsilastirmak amaci ile her bir lastik
tipinden n; = n, = 100 adet lastik yol testine tabi tutulmustur. Eskiyinceye kadar gegen
mesafe kilometre olarak kaydedilmistir. Test sonuglari: y; = 42500 Km.,s? = 1440000Km?,
y, = 40500 Km. ve s2 = 1960000Km? olarak hesaplanmistir. a) Lastik tiplerinin eskime
ortalamalar farkin1 tahmin ediniz. b) Tahmin hatasini ig¢inde bulunduracak b = 205 yapan
degerini belirleyiniz.

Coziim-1.3: a) (u; — u,)’nin nokta tahmini, (y; — y,) = 42500 — 40500 = 2000 Km olarak

2 2
tahmin edilir. b) op,_p, = ’:—1+:—2 degerini hesaplayabilmek igin 2 ve o2 degerleri
1 2

bilinmeli veya onlarin iyi yaklasimli degerleri bilinmelidir. 62 ve a2 degerleri daha 6nceki ayni

konularda yapilan caligmalardan da bilinebilir veya ilgili 6rneklem degerleri yardimiyla yansiz

tahmin ediciler kullailarak elde edilebilirler. Soyle ki S? =——%" (v; = 7)", j = 1,2
-

tahmin ediciler yardimiyla hesaplanabilir. Eger 6rneklem hacimleri yeterince biiytikse ( her biri
icin n; = 30 ; j = 1,2) bu tahmin edicilerin trettigi tahminler yeterlidir. Bu nicelikler verilen

ornekte sirast ile 1440000Km? ve 1960000Km? olduguna gore bu sonuglarin o2 ve g yerine

2 2
kullanilmasi ile oy _p, = :—1+:—2 = Jw = 184 Km olarak tahmin edilir. Sonug
1 2

olarak; yaklasik %95 olasilikla ortalamalar aras1 fark, b = 20y, _y, = 2(184) = 368 Km’den
daha kiiciiktiir. Bu nedenle lastik tiplerinin kitle ortalama farklarina iliskin (u; — ;) nin
degerinin biiyiik bir giivenle 2000 £ 368 Km sinirlar1 icerisinde degisecegi sOylenebilir.
UYGULAMA-II

Uygulama-I11.1: Bir jeolog bolgesel kaya yapisinda bir ¢ok catlama bulunan bolgede yer
kabugundaki kaymalar neticesinde ayrilmay:1 aragtirmak istemektedir. Catlaklarin ortalama
acisini elde etmek igin n = 50 birimlik bir gatlak 6rneklemine iliskin ortalama kaymanin 39.8°
ve standart sapmanin ise 17.2° oldugunu tespit etmistir. a) Yer ¢atlaklarmin ydniiniin ortalama

acisini tahmin ediniz. b) Tahmin hatasini i¢cinde bulunduracak b = 20y degerini belirleyiniz.

10
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Coziim-11.1: a) E(Y) = p olup w’niin tahmini, y = 39.8%dir. b) b = 20y => oy = % =
17.2

= 2.43% olur. Buradan b = 2(2.43) = 4.86° bulunur. Béylece (39.8 + 4.86)° seklinde

yazilir.

Uygulama-11.2: Bir bolgeden tesadiifi olarak n = 200 birimlik bir 6rneklem tasarruf
hesaplarindan anlagilmistir ki gegmis bir yil tizerinde aylik ortalama olarak %7.2 artmistir. Yine
aynit Orneklemin standart sapmasi %5.6 olarak hesaplanmistir. a) Bolgedeki tasarruf artig

ortalamasini tahmin ediniz. b) Tahmin i¢in b = 203 sinir1 belirleyiniz.

Coziim-11.2: a) E(Y) = p olup w’niin tahmini, ¥ = 0.072°dir. b) b = 20y => oy = % =

% = 0.004 olur. Buradan b = 2(0.004) = 0.008 bulunur. Béylece (0.072 + 0.008)

seklinde yazilir.
Uygulama-11.3: Ortalamasi 6 olan bir iistel dagilimin bir tesadiifi 6rneklemi; Yy, Y5, -, Y,
olsun. Her biri = 1,2,---,ni¢cin E(Y) = 8 ve V(Y) = 62 olduguna gére E(Y) = 0 ve V(Y) =

62 . T T
o yazilir. ’nin bir yansiz tahmin edicisini tartisiniz ve tahmin edicinin standart sapmasini nasil

tahmin edeceginizi gosteriniz.

Céziim-11.3: E() = %E(Yl +Y, +4Y,) = %[E(Yl) +EY) + -+ EY)] =
~ — _ 2
%(0 +0+-+-) = % =0 => 6 =Y vyazlabilir. V(Y) = % olup standart sapmasi,
n—tane
= 6 ¥ e s
JV(Y) = N tahmin edicisi ile tahmin edilir.
I.5 Giiven Araliklar:

Hatirlananacag gibi bir aralik tahmin edicisi araligin u¢ noktalarindan iki sayinin érneklem
dlgiimlerini kullanan metodu agiklayan bir kuraldir. ideal olarak iyi bir aralik tahmin edicisinde
iki 6zellik aranir. Birincisi olusturulacak araligin bilinmeyen Kitle parametresi 8’y1 icermesi ve
ikincisi ise araligin miimkiin oldukca dar olmasidir.

Giliven araliginin ug¢ noktalarindan biri veya ikisi 6rneklem o6l¢gmlerinin bir fonksiyonu
olduklarindan 6rneklemden 6rnekleme degiskenlik gosterirler. Boylece boylar1 ve yeri tesadiifi
nicekliktir ve dolayisiyla kesin degildir. Genellikle sabit bir kitle parametresi bir tek
orneklemden hesaplanan herhengi bir araligin u¢ noktalar1 arasinda yer alir. Burada amac,
bliyiik bir olasilikla kitle parametresini i¢ine alacak dar araliklar garanti eden aralik tahmin
ediciler bulmaktir.

Aralik tahmin ediciler, genellikle giiven arali@i olarak isimlendirilirler. Bir giliven

araliginin iist ve alt u¢ noktalar1 iist ve alt giiven limitleri olarak isimlendirilir. Kitle

11
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parametresi 6’y1 ig¢ine alan bir giiven araliginin olasiligi ise giivenilirlik diizeyi adini alir.
Tahmin edici ile birlestirilen giivenilirlik diizeyi biiyiik ise bu araligin 8°y1 i¢inde bulundurma
olasiligiin biiyyiik oldugu sdylenir.

6, ve By, bir 6 parametresi icin sirastyla alt ve iist giiven limitleri olsun ve ayrica (1 — a)
giivenilirlik diizeyi olmak iizere giiven araligi, P{8, < 8 < 8} = (1 — a) ile verilir. §, den
0y ’ya tanimlanan bu aralia ¢ift yonlii giiven aralig1 ad: verilir.

Ayrica tek yonlii giiven araliklar1 da olusturmak miimkiindiir. Belli bir giivenilirlikle alt
siir, P{f, < 8} = (1 — a) bulunur. Bu olayda sadece bir nokta tesadiifi oldugu halde giiven
arahgi, (8, ) dir. Benzer sekilde belli bir giivenilirlikle iist smir, P{6 < 8,} = (1 — @)
bulunabilir. Bu anlamda giiven aralig1 ise (—00, 9U)’d1r.

Giiven aralislarinin  olusturulmasinda onemli bir metot dongiisel metot olarak
isimlendirilir. Bu metot takipteki iki 6zelligi gercekleyen dongiisel bir niceligin bulunmasina
baglidir. Bunlar: 1) Ornek &lgiimlerinin ve bilinmeyen 8 parametresinin bir fonksiyonudur. 2)
Dongiisel niceligin bir olasilik dagilimi varsa 8 parametresine bagli degildir.

Eger dongiisel niceligin olasilik dagilimi varsa (biliniyorsa) diisiiniilen aralik tahmini formu
icin takipteki mantik kullanilabilir. Y herhangi bir tesadiifi degisken, ¢ bir sabit (¢ > 0) ve
P(a <Y < b) =0.75ise buradan P(ca < cY < cb) = 0.75 hemen yazilabilir. Benzer sekilde
herhangi bir d sabiti icin P(a+d <Y +d < b+ d) = 0.75 yazilir. Yani bir olayin olasiligi,
Y’nin bir donilistim ve Ol¢iisiiniin degisiminden etkilenmez. Boylece bir dongiisel niceligin
olasilik dagilimi bilinirse diisiiniilen aralik tahmin edici formlarinda kullanildig: gibi islemleri
kullanmak miimkiin olabilir. Bu 6nemli metot takipteki iki drnek (Ornek-1.4 ve Ornek-1.5)
tizerinde agiklanacaktir.

Ornek-1.4: Ortalamas1 8 olan bir iistel dagilimdan tek bir gozlem, Y diisiiniilsiin. %90 giivenle
6 icin dongiisel metodu kullanarak bir giiven araligi bulunuz.

Coziim-1.4: Y nin olasihk yogunluk fonksiyonu, f(y) = 6 texp(y/8),y > 0 ile verilir.
Dongiisel metodun kullanilmasiyla, U = g doniistimii birim tistel dagilima doniistir. Boylece
U’nun olasilik yogunluk fonksiyonu, (DDT ile) a) Y’nin tanim bolgesi, A = {y:y > 0}, b)
U’nun tamim bolgesi, B = {u:u >0} ,¢c) J = |Z—Z| =0 ve fy(u) = exp(—u),u > 0 olur ki

birim (ya da standart) istel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonudur. U’nun olasilik yogunluk

fpnksiyonu Sekil-1.3’de grafik olarak gosterilmistir.

12
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fu(u)
\ —>005
| 0.05
! 1_——
a b u

Sekil-1.3: Ornek-1.4’iin U doniisiimii igin olasilik yogunluk fonksiyonu.

U =§ , Y’nin ve 6 parametresinin bir fonksiyonudur. Buradan U’nun dagilimi 6’dan

bagimsizdir. Boylece U =§ niceligi bir dongiisel nicelik olarak kullanilabilir. Zira %90
giivenilirlikle bir aralik tahmin edicisi a ve b P{a < U < b} = 0.90 ile verilebilir. a ve b’nin

belirlenmesinde kullanilan yollardan biri P(u < a) = foae_“du =0.05 ve P(u=bh)=
fboo e “du = 0.05 esitliklerinin saglanmasidir. Bu esitlikler 1 — e~% = 0.05ve e™® = 0.05 ile
verilir ve bu esitliklerin ¢6ziimii ise a = —In(0.95) = 0.051 ve b = —In(0.05) = 2.996dr.
Buradan %90 giiven aralifi ise P{0.051 < U < 2.996} = P{0.051 <% < 2.996} = 0.90 ile

verilebilir. Burada amag, 6 igin giiven araligi olusturmak oldugundan son ifadeye gerekli

doniistimler uygulandiginda aym esitlik, P {ﬁ <6< ﬁ} = 0.90 sekline donisiir.

; Y Y . o o 9 "
Boylece T99e V€ 5557 Aranan alt ve st giiven limitleridir. Bu limitlerin sayisal degerlerini elde

etmek i¢in Y’nin bir gergek degerinin elde edilmesi gereklidir. Bu deger aralik tahmin

edilmesinde yerine yazilarak bir sayisal aralik elde edilebilir. Yani %90 giivenilirlikle 8’nin
Y Y

araligindadir.
2.996’ 0.051) g

bilinmeyen gercek degeri (
Ornek-1.5: (0,6) araliginda taniml1 bir siirekli diizgiin dagilimdan tek bir érnek Y segilsin.
Burada 6 bilinmemektedir. 6 i¢in %95 giivenilirlikle bir alt limit bulunuz.

Coziim-1.5: Y, (0,0) araliginda diizgiin dagilimli olduguna gore degisken degistirme teknigi
kullanilmahdir. Oyle ise U = g degiskeni (0,1)’de diizgiin dagilima sahiptir. Yani, f;(u) =

1,0 < u < 1 olur. Sekil-1.4’de U’nun olasilik yogunluk fonksiyonu sergilenmektedir.

13
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A
fu@)

%95 —> %5

>

I ARARRY

0 1 u

Sekil-1.4: Ornek-1.5”in U déniisiimii i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu.

Bu 6rnekte de U doniisiimii bir dongiisel niceligin gereklerini yerine getirmektedir. Oyle ise
0 igin bir %95 alt giiven limiti olusturulacagina gére a’nin degeri, P(a > U) = 0.05 veya

P(U < a) = 0.95 yazilabilir. Yani; foa du = 0.95 olup a = 0.95 bulunur. Boylece P(U <

0.95) = P (5 <0.95) = P(Y < 0.950) = P (=< 6) = 0.95 olarak bulunmus olur. ——,

%095 giivenilirlikle 8 i¢in bir alt gliven limitidir. ¥ nin herhangi bir gozlem degeri 8’dan daha
kiigiik olacagindan 6 icin bulunacak alt sinir yeterince uygundur ve bu deger Y’nin gozlem
degerinden (ﬁ) kat daha biiytiktiir.

v Not-2: Gergek degisken igin alt limit, dontisiim degiskeni igin tist limit ve gergek degisken

icin iist limit, donlislim degiskeni i¢in ise alt limit bulunarak elde edilir.
UYGULAMA-II1I

Uygulama-I11.1: Y, ortalamasi1 u (bilinmeyen) ve varyansi 1 olan bir normal dagilimim bir
ornegi olsun. a) p i¢in bir %95 giliven aralig1 bulunuz. b) u i¢in bir %95 {ist gliven limiti bulunuz.

C) ) u igin bir %95 alt giiven limiti bulunuz.

Coziim-111.1: &) Zz = EY ’3—>a—005ve——0025 => Zz = 1.96 (z tablosundan) =>

Y — i = 1.96 yazilir. Béylece u = (Y + 1.96) veya P{(Y — 1.96) < u < (Y + 1.96)} = 0.95

olarak elde edilir. b) Z,, EY ”; =>a = 0.05i¢in z, = 1.645 olup alt limit, P{(Y — 1.645) <

u} =0.95 olur. ¢) Z, EY ’3 => a =0.05 i¢in z, = —1.645 =Y — pu olup ist limit,

P{u < (Y + 1.645)} = 0.95 yazilir.

Uygulama-I11.2: Y, ortalamasi 0 ve bilinmeyen bir varyans ¢2 olan normal dagilimin bir 6rnegi

X 2 - - - . .
olsun. Oyle ise Z = Z—Z doniintisiim degiskeni 1 serbestlik dereceli Ki-Kare dagilimina sahiptir.

14
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Bu doniisiimii kullanarak: a) 2 igin bir %95 giiven arali1 bulunuz. b) ) o2 icin bir %95 iist
giiven limiti bulunuz. ¢) o2 igin bir %95 alt giiven limiti bulunuz.
Coziim-111.2: Bir serbestlik dereceli ki-kare dagilimli Z doniisiim degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu takipteki sekil ile verilir.

fz(2) A

a

= %2.5

P(a<Z <b)=095 yazilir. Buradan P(Z <a) = foa fz(2)dz = 0.025 => xZ;025 =
0.000982 (ki-kare tablosundan) ve P(Z<b)= foafz(z)dz = 0.975 => y{o975 =
5.023886 (ki-kare tablosundan) bulunur. P(0.000982 < Z < 5.023886) = 0.95 =>

y? y?
<¢?<
5.023886 0.0009821

P (0.0009821 < z—z < 5.023886) =095 => P( ) — 0.95 olarak

elde edilir. b) a2 icin bir %95 {ist giiven limit, Z déniisiimii icin bir alt limit oldugundan

X005 = 0.003932 (Ki-kare tablosundan) bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa aranan

2
giiven aralig1, P (0'2 < ) = 0.95 bulunmus olur. ¢) o2 igin bir %95 alt giiven limit, Z

~ 0.003932

déniisiimii igin bir Gist limit olduundan x%,¢5 = 3.841459 (ki-kare tablosundan) bulunur.

< 02) = 0.95 bulunur.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa aranan giiven araligi, P (3 Sa1255 =

Uygulama-111.3: Uygulama-I11.2’nin veri ve sonuglarin1 kullanarak ¢ igin ayni istenenleri

tekrarlayiniz.
- ) Y Y _ Y _
Céziim-111.3: a) P (Jim <o< —W) = 0.95 olur. b) P (o < W) = 0.95 ve

c) P (ﬁ < o) = 0.95 olarak kolayca yazilabilir.

1.6 Biiyiik Hacimli Orneklemler I¢in Giiven Arahg
Daha onceki boliimlerde u, m, (u; — u,) ve (my — m,) parametreleri igin yansiz tahmin

ediciler verilmisti. Biiyiik hacimli 6rnek veya 6rneklemler i¢in bu tahmin edicilerin hepsinin
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ornekleme dagilimi normaldir. Yani verilen sartlar altinda bilinmeyen Kitle parametresi 6, u, m,
(11 — uz) Ve (mry — m,) ise buradan biiyiik hacimli Srneklemler igin Z = (6 — 6) o, " yaklasik
olarak bir standart normal dagilimli olur. Buradan Z = o 1(@ - 9) bir dongiisel nicelik
formundadir ve bdylece dongiisel metot bilinmeyen kitle parametresi 6 i¢in aralik tahmin
edicileri gelistirmede kullanilabilir.

Ornek-1.6: 8, ortalamas1 6 ve varyansi 052 olan normal dagilimdan bir tahmin edici olsun.
(1 — a) giivenilirlikle 6 igin giiven aralig1 bulunuz.

Cozim-1.6: Z = g5 1(@ - 9) niceligi standart normal dagilima sahip olduguna gore bu

dagilimin iki u¢ degeri, —za Ve z« segilir. Buradan P (—Zg <Z< Zg) = (1 — a) yazilabilir.
2 2 2 2

Bu durum Sekil-1.5’de gosterildigi gibi agiklanabilir.

N R

%S (1t @)

—Za 0 Za
2 2

Sekil-1.5: —za ve za yeri.
2 2

Son esitlikteki Z’nin yerine ifadesinin yazilmasiyla, P (—Zg <oy 1(9 — 9) < Z%) =
(1 —a) elde edilir. Esitligin son tarafindaki her ii¢ ifadenin oy ile carpimi sonucu
P (—Z%O"g < (@ - 9) < ZgO'g) = (1 — a) elde edilir. Bu son ifadenin sol ii¢ teriminden §’nin
cikarilmasiyla P (—Z%O'(g —6<-0< 2205 — @) = (1 — @) olur. Nihayet sol {i¢ terimin (-1)
ile ¢arpilmasi ve esitsizligin yoniiniin degistirilmesiyle aranan giiven araligi, P (9 - Z%O'g <
0<06+ Z%O'g) = (1 — a) elde edilir. Boylece 0 igin alt ve tist giiven limitleri sirasiyla: LCL =
6 — za0g ve UCL = 6 + za0g ile verilir.

Bu ornek iizerinde anlatilan giiven araligi islemi biiyiik hacimli 6rneklemler i¢in u, m,
(uq — py) ve (my — m,) parametrelerinin giiven araliklariin bulunmasinda kullanilabilir.
Ornek-1.7: Bir bolgenin siipermarketi miisterileri arasindan tesadiifi olarak secilen 64 tanesinin

alig-veris siireleri kaydedilmistir. Bu 64 miisteriye iliskin ortalama alig-veris siiresi ve varyansi
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sirasiyla 33 dk ve 256 dk? olarak hesaplanmistir. %90 giivenilirlikle gergek alis-veris siiresi p
icin bir gliven aralig1 tahmin ediniz.

Coziim-1.7: 0 = y = 33 dk , s> = 256 dk? ve n = 64 miisteri olduguna gore kitle varyansi
a2 bilinmiyor; ancak n > 30 oldugu igin tahmin degeri s? kullanilabilir. Aranan giiven aralig,

0+ Zaop Veya y + Zg\% ~y+ Zgin formuna sahip olacaktir. Standart normal dagilim
2 2 2

tablosundan za = z; 4z = 1.645 bulunur. Buradan giiven sinirlart (limitleri), alt sinir igin
2

LCL=y— za— = 33 — 1.645 (g) = 29.71dk. ve iist sinir igin ise LCL = y + Zgin =33+
2

2 Vn
1.645 (18—6) = 36.29 dk. olarak bulunur. Boylece u’niin %90 giivenilirlikle gliven araligi,

(29.71, 36.29) yazilabilir.

Ornek-1.8: A ve B ile gosterilen iki marka buzdolabi bes yil garanti belgelidir. A marka
buzdolabindan 50 tesadiifi 6rnek iginden 12 tanesi bes yillik garanti siiresi tamamlanmadan
arizalanmistir. B marka buzdolabindan 60 tesadiifi 6rnek i¢inden ise yine 12 tanesi bes yillik
garanti periyodu igerisinde arizalanmistir. %98 giivenle garanti periyodu igerisinde ariza

oranlart arasindaki gergek fark, (m, — mp) igin giiven araligi tahmin ediniz.

Coziim-1.8: Verilen degerler 0 + zaop ifadesinde degerlendirilirse aranan giiven araligi
2

tahmin edicisi, (P, — Pg) + Zg\/[”“(:l_”’*)] + [”B(:l_”B)] formuna sahip olur. 7, ve mz degerleri
2 A B

bilinmedigi i¢in og’nin ger¢ek degeri elde edilemez; ancak biiyiik 6rnekli olma 6zelliginden

yararlanarak m, ve mp nin yerine P4 ve Pp tahmin edicilerinin kullanilmasiyla o i¢in iyi bir

tahmin elde edilebilir. Bu 5rek igin p, = = = 0.24 Ve pp = = = 0.20 Ve za = 201 = 2.33
2
bulunur. Oyle ise aranan giiven araligi, (0.24 — 0.20) + 2.33\/0'245(376) + 0'22(00'8) ya da

0.04 + 0.1852 bulunur ve (—0.15, 0.23) olarak yazilir.

v' Not-1.3: Kitle oranlari arasindaki farkin ger¢ek parametresi pozitif ya da negatif
oldugundan araligin alt sinirinin negatif olmasi siirpriz degildir. Bu oranlar arasinda fark
olmadigi anlamina da gelir (zira aralik sifir1 igermektedir).

UGULAMA-IV

Uygulama-1V.1: Bir hastanenin yoneticileri 25 ila 34 yaslar1 arasindaki hastalarin tedavileri

icin gerekli olan ortalama giin sayisini1 tahmin etmek istemektedir. S6zii edilen 6zellige sahip

hastalar arasindan 500 birimlik bir 6rnekleme iliskin ortalama tedavi siiresi, 5.4 giin ve standart
sapma, 3.1 giin olarak hesaplanmistir. Bilinmeyen kitle ortalamasi icin %95 giliven aralig

tahmin ediniz.
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Coziim-1V.1: Verilen degerler 8 + zaoyp ifadesinde degerlendirilirse aranan giiven araligy, y +
2
Zg\/iﬁ formuna doniigiir. ¥ =5.4, s =3.1 n =500 ve zy4,5 = 1.96 olduguna gore %95
2

giivenle istenen aralik: 5.4 + 1.96(0.1386) = (5.12, 5.67) olarak bulunur.

Uygulama-1V.2: “A Universitesinin hukuk fakiiltesinde okuyan dgrencileri idam cezasina
karsidir” rapor sonucundan yola ¢ikarak yapilan bir arastirmada ilgili iiniversitenin hukuk
fakiiltesinde okuyan Ogrenciler arasindan tesadiifi olarak secilen 86 Ogrenci ile goriisme
yapilmistir. Gériisme sonucunda dgrencilerin %52’sinin idam cezasina karsi olduklari ortaya
cikmigtir. Bu bilgileri kullanarak ilgili iniversitenin hukuk fakiiltesi 6grencilerinin ger¢ek idam
cezast karsi olanlarin orani igin %95 giiven aralig1 tahmin ediniz.

Coziim-1V.2: Biiyiik hacimli rneklemler i¢in kullanilan § + zaop ifadesi yardimiyla 6="pP
2

olup tahmin degeri ise p = 0.52; zj g5 = 1.96 ve sp = /% = 0.0539 degerleri ilgili

ifadede degerlendirilirse 0.52 + 1.96(0.0539) = (0.41, 0.63) aralig1 bulunur.

Uygulama-1V.3: Doktorlar, he giin 50 ila 200 miligram selenyum elementinden alinmasinin
insan sagligr acisindan gerekli oldugunu ileri siirmektedir. Bu amagcla iki farkli bdlgeden
tesadiifi olarak 30’ar birimlik bireyle ¢aligma yapilmistir. Bir giinlilk hem kat1 ve hemde siv1
halde selenyum verilmis olup her bir birey i¢in bu degerler kaydedilmistir. Birinci bolgeden
secilen 30 erigkin bireye ait giinliik alinan selenyum ortalama ve standart sapma sirastyla 167.1
mg ve 24.3 mg olarak elde edilmistir. ikinci bdlgeden secilen 30 eriskin bireye iliskin ayni
degerler sirasiyla 140.9 mg ve 17.6 mg olduguna gore iki bolgenin alinan selenyum ortalama

farki igin %95 giiven aralig1 tahmin ediniz.

— — 2 2
Coziim-1V.3: Verilen degerler (Y; —Y,) + za ’i—l + 151_2 ifadesinde degerlendirilirse aranan
2 1 2

(24.3)2  (17.6)2

farka iliskin giiven araligi, (167.1 — 140.9) + 1.96\/T t— = 26.2 +1.96(5.48) =

(15.46, 36.94) olarak elde edilir.
1.7 Orneklem Hacminin Belirlenmesi

Deney diizeni aslinda bir bilgi niceliginin elde edilmesi i¢in bir plandir. Bu bilgi temin
edilen verilerin durumuna bagl olarak degisik bi¢imlerde elde edilebilir. Bazi dlgiimler
ilgilenilen parametreye iliskin bilginin biiyiikk miktarini igerirler; oysa digerleri belki biraz belki
de hi¢ gerektirmezler. Zira arastirmanin tek iiriinii bilgidir ve boylece bu bilgiyi elde etme

maliyeti en kii¢iik ypilmalidir.
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Cogu kez deney diizeni olarak isimlendirilen 6rnekleme yontemi 6lgli basina bilginin
niceligini etkiler. Ornekleme ile 6rneklem hacmi birlikte bir érneklemdeki gerekli bilginin
toplam miktarini1 kontrol eder.

Arastirmaci Orneklem hacminin se¢im problemiyle karsilasmadan Once bir deney
planlamasinda biraz gelisme yapar. Gergekten belki de istatistik¢inin kendisine en sik sorulan
sorudan biri : “6rneklem ne kadar 6l¢iim igermelidir?”. Ne yazik ki deneycinin ne kadar bilgi
almay1 istedigini bilmeden istatistik¢i bu soruyu cevaplayamaz. Mutlaka 6rneklemdeki bilginin
toplam miktarin1 degerlendirme, metodun iyilik Slgiisiinii etkileyecek ve deneyci tarafindan
acikea belirtilmelidir. Tahminin agikca belirtilmesi hatirlanarak deneycinin tahminini ne kadar
dogrulukta yapmak istedigi bilinmelidir. Bu dogruluk (ya da kesinlik) tahmin hatasi iizerine bir
sinirlama ile agik olarak ifade edilebilir.

Omek vermek gerekirse; bir kimyasal {iriiniin giinliik ortalama {iretimi u tahmin edilmek

istensin. Ayrica bu tahmin %95 olasilikla 5 tondan daha kii¢iikk bir tahmin hatasiyla

gerceklestirilmek istensin. Oyle ise 3—% = 5 ton yazilabilir. Her iki tarafin karesi alinir ve gerekli

2
islemler yapilirsa, n = 42% esitligi elde edilir. Buradan goriildiigii gibi kitle standart sapmast (

veya kitle varyansi) bilinmedigi siirece m’in sayisal degeri elde edilemez. Zira Y’nin
degiskenligi kitleden ¢ekilen 6rneklemin degiskenligine baglidir.
o’ ’nin gergek degerinin olmamasi durumunda onun 6rneklemden hesaplanan yansiz tahmini

40?2 4(21)2
25 25

kullanilabilir. Eger bu 6rnekte s = 21 ton olarak hesaplanmis ise n =

71 olarak bulunur.

Burada agiklanan 6rneklem hacminin se¢im metodu Tablo I.1°de verilen biiyiik hacimli
tahmin islemleri i¢in gegerlidir. Deneyci (1 — «) giivenilirlik seviyesinde tahmin hatasi igin
arzu ettigi sinir1 kesin olarak belirlemelidir. Ornegin, eger 8 bir parametre ve b de arzu edilen

(kabul edilebilir) hata sinir1 ise b = zeoy esitligi yazilabilir.
2

Ornek-1.9: Bir psikolojik deneyde bireyler A ve B gibi iki farkl tepkime ile cevap vermektedir.
Boylesi bir caligmada arastirmaci eger bir birey A biciminde bir tepki gostermisse m oranini
tahmin etmek istedigi diisiiniilsiin. Bu durumda arastirmaci deneye ka¢ birey almalidir.
Aragtirmacinin %90 giivenle %4’den daha kiiclik tahmin hatasin1 kabul edebilecegi de

diisliniilsiin. Ayrica arastirmaci 7’ nin de gergek degerinin 0.60 olacagini beklemekte olsun.
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Coziim-1.9: Oncelikle giivenilirlik seviyesi, 1 — a = 0.90 ve boylece a = 0.10 Olup% = 0.05

=> za = 79,45 = 1.645 olduguna gére zaop = 0.04 veya 1.645 /%‘”) = 0.04 ifadesinde
2 2

gerekli islemler yapilirsa n = 406 sonucu elde edilir.

v" Not-1.4: Eger deneyci (arastirmaci) p = 0.60 olarak iimit etmemis olsaydi esit olasilikli (
yani iki durumlu) deneylerde oldugu gibi p = 0.50 degerini kullanabilirdi. Bu durumda ise
miimkiin en biiyiikk 6rneklem hacmi ise n = 423 olarak bulunur.

Ornek-1.10: Bir arastirmaci belli bir montajlamada ¢alisan sanayi iscilerinin performansina

iligkin iki farkli ¢aligma yonteminin etkisini karsilastirmak istemektedir. Secilen isgiler esit

orneklem hacimleriyle iki gruba ayrilmistir. Birinci grup iscilerine calisma yontemi A,

ikincisine ise yontem B uygulanmistir. Her bir is¢iye montajlama yaptirilmis ve montajlamayi

tamamlama stireleri (dk olarak) kaydedilmistir. Her iki grubun da olgiimlerinin agikliginin

(degiskenliginin) ayni ve yaklasik olarak 8 dk olacagi beklenmektedir. Eger iki is¢i grubunun

ortalama montajlama siireleri arasindaki farka iligkin tahmini %95 giivenilirlikle 1 dk i¢inde

dogru kabul edilirse her bir ¢alisma grubuna kagar adet is¢i alinmalidir.

(02402

Coziim-1.10: 20(y,_y,) = 1dk ve n; = n, = n olduguna gore 2 /T) = 1dk yazilabilir.

Aciklik yaklasik 40’ya esittir. Oyle ise 40 ¥ 8 => ¢ ~ 2 yazlabilir. He bir montajlama

yonteminin degiskenligi ayni olduguna gore o2 = g2 = o2 yazilabilir. Boylece 2 ’% =1dk

olarak elde edilir. Sonug olarak; son esitlikten n = 32 bulunur. Bu ise her bir is¢i grubundan
ornekleme alincak is¢i sayisidir. Yani toplam 64 is¢i iki gruba esit olarak tesadiifen
dagitilacaklardir.
UYGULAMA-V

Uygulama-V.1: Y, p parametreli bir binom tesadiifi degiskeni olsun. Takipte verilen durumlar
altinda %095 giivenilirlik ve %35 hata i¢inde p’nin tahmini i¢in gerekli drneklem hacmini
hesaplaymiz. a) Eger p degeri, onceki ¢alismalardan yaklasik olarak 0.90 ise ve b) Eger p
hakkinda higbir bilgi yoksa.

Céziim-V.1: a) 2\/7_(1: 0.05 => 2 [%2C0D _ 005 => n =235 — 144 bulunur. b) p
n n 0.0025

hakkinda hicbir bilgi yoksa en yiiksek 6rneklem hacmini veren oran tercih edilmelidir. Bu ise

= 400 bulunur.

p’nin 0.50 alinmas1 anlamina gelir. Boylece 2 /—0'5:)'5) =0.05=>n= —010'225
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Uygulama-V.2: bir avcilik kuliibii verilen bir resmi avlanma sezonunda lisanslhi biitiin
avcilardan her bir aveinin avlandigi ortalama giin sayisini tahmin etmek istemektedir. Tahmin
hatas1 2 avlanma giiniine esitse arastirmaya kag avci alinmalidir. Onceki calismalardan kitle

standart sapmanin yaklasik 10 giin oldugu bilinmektedir.

Coziim-V.2: 20y = 2 giin =>n = ’1%2 =2glin=>n= % = 100 avc yeterlidir.

1.8 u ve (uq — u3) icin kiigiik 6rneklem giiven arahg

Bu boliimde tartisilacak giiven araliklari normal dagilimdan segilen 6rneklemler igindir.
Burada tartisilacak giiven araligi her tiirlii 6rneklem hacimleri i¢in uygundur ve kitle normal
olmasa bile tatminkar sonuclar vermektedir.

Y;,Y,, -+, Y, normal kitleden secilmis tesadiifi bir 6rneklemin &rneklem ortalamas: Y ve
orneklem varyansi da S? olsun. Kitle varyansi bilinmediginde ve 6rneklem hacmi de ¢ok kiigiik

oldugunda kitle ortalamasi i¢in giiven araligi pekala olusturulabilir. Bunu basarmak i¢in T =

(Y—p)
S/n

dontisiim degiskeni g’ niin bir giiven aralifinin olusturulmasi i¢in dongiisel nicelige sahiptir. t

dagilimmdan yararlanilir ki (n — 1) serbestlik dereceli (sd) ¢t dagilimi adin1 alir. Bu T

icin standart normal dagilimda oldugu gibi hazir tablolar gelistirilmistir. Buradan P(—ta 2 <
T<t, /2) =1 — a esitligi yazilabilir. t dagilimi1 u¢ noktalarin daha yaygin olmasi disinda
standart normal ( z~N (0, 1)) dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonuna olduk¢a benzerdir.
tq 2 nin tablo degeri hem sd (n — 1)’e ve hem de giivenilirlik seviyesi (1 — a) degerine ya da
birinci tip hata olasili§i a’ya baghdir. Bu durumda p’'niin giiven araligi, Y + ¢, /2 (S /\/ﬁ)
formundadir. Burada ¥ — t,,/,(S/vn) alt giiven limiti ve ¥ + t,/,(S/vn) ist giiven limitini
gostermektedir.

Ornek-1.11: Bir mermi iireticisi, yeni bir barutla iirettigi mermileri 8 mermi ile test etmistir.
Gozlenen degerler saniyede metre olarak sirasiyla: 917; 892; 895; 904; 914; 917; 896 ve 886.
%95 glivenle bu tip mermilerin saniyede gercek ortalama hizi p i¢in giiven araligi tahmin
ediniz.

Coziim-1.11: Mermi hizlan Y; ile gosterilsin ve normal dagildig:1 varsayilsin. g ig¢in giiven
araligl, Y — t, /2 (S /\/H) tahmin edicisi kullanilarak tahmin edilebilir. Bu 6rneklem i¢in y =
903 m, s = 12.2 metredir. t dagilim tablosundann —1 =8 —-1 =7 sd ve % = 0.025 6nem

12.2

— , g S\ _ 12.2
seviyesinde £7,0.025 = 2.365 bulunur. Boylece ¥ — te (ﬁ) =903 + 2.365 ( -

)=903J_r

10.2 elde edilir. Oyle ise p’niin %95 giiven aralig1, (892.8,913.2) yazilabilir.
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Simdi de iki normal kitleden ortalamalarin karsilastirilmasi diigiiniilsiin. Birinci kitlenin
ortalamas1 u; ve varyansi oZ; ayni sekilde ikinci kitlenin ortalamasi u, ve varyansi o ile
gosterilsin. Eger 62 = 02 = o2 kabul edilirse T tesadiifi degiskenine dayanarak (u; — p) icin
bir gliven aralig1 olusturulabilir.

Eger iki bagimsiz 6rneklemden elde edilen 6rneklem ortalamalarinin tahmin edicileri sirasi

ile Y, ve Y, ise (u; —pp,) icin biiyik orneklem giiven araligy, Z =[(Y; — Y;) —

-1
(u — ,uz)]l /:—%+Z—Zzl tesadiifi degiskeni kullanilarak gelistirilebilir. Bilindigi gibi bu
1 2

degisken bir standart normal dagilima sahiptir. 6f = o = ¢ varsayim altinda bu esitlik Z =

-1
[(V,— ) — (g — u2)] [a /nil+nl—2] seklinde yazilabilir. Bir ¢t dagilimi niceligini

kullanmak icin o nin ortak bir tahmin edicisi bulunmalidur.

Y11, Y12, -+, Y1, birinci kitleden tesadiifi 6rneklem ve Y,q,Y5,, -, Y2y, de ikinci kitleden
aym Ozellige sahip tesadiifi 6rneklem olsun. Oyle ise bu iki 6rneklemin ortalamas: ¥; =

1 - 1 . L s o .
_271_1_11 YiveY, =— Z?_ll Y,; tahmin edicileri ile bulunur. Orneklem verilerinden o2’ nin ortak
n, - ny -

yansiz tahmin edicisi ise $2 = {[X12, (Yy; — V1)?] + [212, (Yo — B2}y +mp — 2)7 =
[(ny — 1SZ + (n, — 1)S2](ny + n, —2)71 ile verilir. Bu son esitlikte S?, j = 1,2 olmak

. e . . e (ny{+n,—2)s?
tizere J’inci Orneklemin varyans tahmin edicisidir. Burada [1U+]~)(%1+n2_20|up

(ny — 1) ve (n, — 1) serbestlik dereceli iki bagimsiz ki-kare tesadiifi degiskenin toplamidir.

[(711 +n, —2)52]

Boylece g , v = (ny + ny — 2) sd’li bir ki-kare dagilimina sahiptir. Buradan y? ve

Z degiskenleri dongiisel nicelik olusturmak icin kullanilirsa T = Z(x2/v) 1 =[(Y; — V,) —

-1
(U — pz)l [S ’ni + ni] elde edilir. Bu sonug ise v = (n; + n, — 2) sd’li bir t dagilimidir.
1 2

Bu sonugtan hareketle (u; —pp) icin giiven araligi tahmin edicisi, (¥; — Y5) +

2

ta/2S /ni+ni formunda verilebilir. Bu ifadede t,,,, a/2 ile v=(n;+n,—2) ile
1

birlestirilmis ¢ dagilim tablo degeridir.

Ornek-1.12: Bir isletme atdlyesinde montajlama isleminde istihdam edilecek yeni isgilerin isi
tam kavrayabilmeleri i¢in yaklagik olarak bir ay egitim gérmeleri gerekmektedir. Egitim i¢in
yeni bir yontem gelistirilmis ve bu yontem eski geleneksel yontemle karsilastirilmak
istenmistir. 18 yeni is¢i esit sayida ve tesadiifen iki gruba ayrilmis ve bir ay egitime tabi
tutulmustur. Egitim sonunda her bir is¢inin montajlama siiresi dakika olarak Tablo-1.3’de
verildigi gibi elde edilmistir. Montajlama siirelerinin normal dagilimli ve her iki yontem i¢in
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varyanslarin yaklasik olarak esit kabulii altinda gergek ortalama farki (i — p,) igin %95 giiven
aralig1 tahmin ediniz.
Tabo-1.3: Ornek-1.12 icin Veriler.

Yontem Montajlama Siiresi (dk)
Standart 32; 37; 35; 28; 41; 44; 35; 31; 34
Yeni 35; 31; 29; 25; 34; 40; 27; 32; 31

Coziim-1.12: y; = 35.22 dk; y, =31.56 dk ; X7 (y1; — 71)? = 195.56 ve Y7 (¥, —

2 _ (195.56+160.22) o _
V-V = eresn 22.24 ve boylece sy, _y, = 4.71

dk bulunur. Ayrica ty6.0025 = 2.120 (t tablosundan) bulunur. Boylece istenen giiven araligi,

¥,)? = 160.22 olup ortak varyans, s

(¥ — V) £ tg0S /ni + — tahmin edicisi kullanilarak (35.22 — 31.56) + 2.12(4.71) [¢+
1 2

=> 3.66 + 2.22 olarak elde edilir. O halde bu giiven arahigi (1.44,5.88) formunda da

yazilabilir. Boylece bu giiven araligindan da goriiliir ki aralik sifir1 igermemektedir. Yani p; >

U, oldugundan standart yontemin montajlama siiresi daha biiyilkk olup yeni ydntemin

montajlamada daha iyi oldugu %95 giivenilirlikle sdylenebilir.

v" Not-1.5: Orneklem hacmi n artarken t-dagiliminin serbestlik derecesi de buna bagli olarak
artacak ve t-dagilimi standart normal ( z dagilim1) dagilima yaklasacaktir. Boylece kii¢iik
orneklemli giliven araliklart biiyiik 6rneklemli giiven araliklara esit olacaktir. Sonug
olarak, t’nin sd 30’dan biiyiik oldugunda giiven araliklari hemen hemen biiyiik 6rneklemli

giiven araliklari ile ayn1 olur.

UYGULAMA-VI

Uygulama-V1.1: 14 segkin bayan voleybol oyuncusunun viicut yag 6l¢iimlerinin ortalama ve
standart sapmas1 %’de olarak sirasiyla 17.9 ve 3.6°dir. Bu 14 oyuncunun biitiin seckin bayan
voleybolcular arasindan segilmis bir drneklem oldugunu kabul ederek bayan voleybolular
bayan voleybolcular kitlesi yag oran1 ortalamasi i¢in %95 giiven aralig1 tahmin ediniz.

Coziim-V1.1: ¥y = %17.9, s = %3.6 ve n = 14 olduguna gore t,,, = toozs = 2.160 ( t

tablosundan) Y + ta/z(s/\/ﬁ) tahmin edicisi yardimi ile 0.179 + 2.16(0.036/@) =>
0.179 + 0.021 => (0.158,0.200) bulunur.

Uygulama-VI1.2: Mezuniyet smavina giren 16 kisilik bir tesadiifi orneklemin puanlar
ortalamas1 540 puan ve standart sapmast 50 puan olarak hesaplanmistir. Puanlarin normal
dagilimli oldugu varsayimi altinda mezuniyet smavina katilan kisilerin mezuniyet Kkitle
ortalamasi i¢in %95 giliven araligi tahmin ediniz.

Coziim-V1.2: y =540, s =50 ve n =16 olduguna gore ty,, = togps =2.131 ( t
tablosundan) Y + ta/2 (s/\/ﬁ) tahmin edicisi yardimi ile 540 + 2.131(50/\/1_6) => 540 +
26.64 => (513.36,566.64) bulunur.
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Uygulama-V1.3: Kosucular i¢in oksijen tiikketim orani fizyolojik olarak 6nemlidir. Oksijen
tiikketim oranlar1 arasindaki farki ortaya ¢ikarmak amaciyla bir spor akademisindeki 6grencilere
iki farkli kosu yontemi uygulanmistir. Bir gruba stirekli kosu, diger gruba da kesikli kosu
yontemi uygulanmistir. Caligmaya iliskin bazi veri ve hesaplamalar Tablo-1.4’de verilmistir.
Olgiim degerlerinin normal dagilimli ve varyanslarmin da esit oldugu varsayim altinda kitle
ortalamalar1 arasindaki farka iliskin %95 giiven aralig1 tahmin ediniz.

Tabo-1.4: Uygulama-V1.3 Igin Veriler.

Yoéntem n | ¥ s7
Stirekli 9 43.71 | 5.88
Kesikli 7 39.63 | 7.68

Coziim-V1.3: 62 = 62 = ¢? olduguna gore s? = [(n; — 1)sZ + (n, — 1)s?]/(ny + n, — 2)
esitligi kullanilarak s? = 6.651 bulunur. v =n; +n, —2 =9+ 7 — 2 = 14 sd 0.025 énem

seviyesinde tgo,5 = 2.145 (t tablosundan) (¥, — Y,) £ t,/,S fni+ni tahmin edicisi
1 2

kullanilarak %95 giiven araligi tahmin edilebilir. (43.71 — 39.63) + 2.145(1.3) => 4.08 +
2.789 => (1.292,6.869) olarak bulunur. Bu sonuca gore olusturulan giiven araligi sifiri
icermediginde siirekli kosucularin oksijen kayip oran ortalamasi kesikli kosuculardan daha
yiiksek oldugu soylenebilir.

Uygulama-V1.4: Bir fabrikada ayni is i¢in A ve B gibi iki tip makine ¢aligmaktadir. A tip
makinenin haftalik bakim maliyeti ¥, u, ortalama ve o2 varyans ile normal dagilima sahiptir.
B tip makinenin haftalik bakim maliyeti X, normal dagilmli; fakat u, ortalama ve 3¢?
varyanshdir. Fabrika i¢in her bir haftalik beklenen bakim masrafi, 2u; + y, olduguna gore
eger Yq,--+,Y,, A makinesinden ve X;,---,X,, de B makinesinden tesadiifi ve bagimsiz iki
orneklem ise fabrikanin haftalik bakim masrafi, (2u; + u,) i¢in (1 — @) O6nem seviyesinde
giiven aralig1 olusturunuz. Not: n + m < 30, Y ile X bagimsiz ve ayrica kitle varyans1 62 de
bilinmemektedir.

Céziim-V1.4: pu;’in yansiz tahmin edicisi, Y Ve u,’nin yansiz tahmin edicisi, X olup haftalik
bakim maliyeti (2p; + pp)’niin yansiz tahmin edicisi, Z = 2Y + X yazilabilir. V(2Z) =
4V (Y) + V(X) olduguna gére V(Y) = o?/n olur. Benzer sekilde V(X) = 302/m bulunur.
Boylece V(Z) = 4(0?/n) + 30%/m yazlabilir. 62 bilinmedigine gore onun yansiz tahmin

edicisi $2 tanimlanmalidir. Oyle ise S? = +1) (Y, —Y)?veSs: = (m_l—l) mLx=X)%ile

(n

(m-1) SZZ]/(n +m—2) => s=+s2 yazulr. Boylece

3

tanimlanirsa S? = [(n —1)S% +

n

fabrikanin haftalik bakim masrafi igin giiven aralifi tahmin edicisi, Z + t,/,S /4 +% elde

edilir. Burada ty/;, v=(m+m —2) sd’de ve a/2 dnem seviyesinde t-dagilimimin tablo
degeridir.
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1.9 Kitle Varyansi 6?) i¢in Giiven Aralig
Arastirmaci ¢ogu kez o2’yi bilemez ve onu tahmin etmeyi ister. Bilindigi gibi S? =

(n—1)"¥" . (Y; — Y)?, 0% nin yansiz bir tahmin edicisidir. o2 igin aralik tahmin islemini
uygulamak igin dongiisel nicelik bulunmalidir. Simdi Y;, -+, Y, bilinmeyen bir ortalama u ve
bilinmeyen bir varyans a2 olan normal dagilimdan bir 6rneklem olsun. 672 Y1, (Y; — Y)? =
(n—1)S?/0?, (n—1) sd’li bir ki-kare ({,_;)) dagilimma sahiptir. Bdylece o? igin bir
dongiisel metot gelistirilebilir. Yani herhangi bir giivenilirlik seviyesi igin P(y? <
[(n—1)S?/6?] < y2) = 1 — a yazilabilir. Burada indislerdeki L ve U sirasiyla ki kare
olasilik yogunluk fonksiyonunun alt ve iist limit degerleridir. Onceden oldugu gibi amag
(1 — a) giivenle en dar giiven araligi olusturmaktir; ancak genellikle bunu basarmak zordur.

Bir Ki-kare olasilik yogunluk fonksiyonu kritik bolgelerin gosterimi Sekil-1.6’da verilmistir.

£ (®
—>
1-a) a/2
-
0 xf b4i
Sekil-1.6: y? ve x? Degerlerin Yeri.
_1\e2
Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra o2 igin (1 — ) giiven arahigi, P{(nxlz)s <o%<
U
— 2 _ 2 _ 2
o X12)s } = (1 — ) ile verilir. Buradan ¢’nin giiven aralig1 ((n X12)s & X12)s ) ile ifade edilir.
L U L

Ornek-1.13: Bir aragtirmaci her hangi bir isitme kaynaginin degerini 6lgmek igin planlanan
aletin degisimini kontrol etmek amaciyla bu aletle aynmi sartlar altinda {ic adet Ol¢lim
gerceklestirmis ve 4.1; 5.2 ve 10.2 degerlerini elde etmistir. %90 giivenilirlikle o2 igin bir
giiven aralig1 tahmin ediniz.

Coziim-1.13: Olgiim degerlerinin normal dagilimli oldugu varsayrmi altinda s = 10.57
bulunur. @/2=0.05 ve (n—1)=(3-1) =2 sd'nde x? = x5.005 = 0.103 ve yx =
X5.005 = 5.991 (Kki-kare tablosundan) bulunur. Bdylece o2 igin %90 giiven araligi ise

(n-1)S2 (n-1)s2 — (2(10.57) 2(10.57)
X x B 5991 ' 0.103

kiiciik oldugundan o2 nin bu 6rnekte elde edilen giiven aralig1 cok genis bulunmustur.

) => (3.53,205.24) bulunur. Orneklem hacmi
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1.10 Uygulama-VII

Uygulama-VI1.1: Bir elektronik fabrikasinda ¢alisan ¢ok sayida miithendis grubundan tesadiifi
olarak 21 tanesi se¢ilmistir. Haftalik calisma siirelerine iligkin satndart sapma 7 saat olarak
hesaplanmistir. Olgiimlerin normal dagilima sahip oldugu varsayimi altinda fabrikada calisan
tiim miihendisler kitlesi ait haftalik calisma siirelerinin kitle varyansi igin %90 giivenilirlikle
bir aralik tahmin ediniz.

Coziim-VIl.1:s =7 => s2=49vea/2=0.05ve(n—1) = (21 — 1) = 20 sd’nde y? =
X5.005 = 10.8508 Ve x5 = x%.005 = 31.4104 (ki-kare tablosundan) bulunur. . Béylece a2 igin

— 2 _ 2
%90 giiven aralig1 ise ((n ?5 ,(n 1)s )

x5 xi

Uygulama-VI1.2: Bir iniversitede gorev yapan bes profesorliik tesadiifi 6rnekleme iliskin

( 20(49) 20(49)
31.4104’ 10.8508

) => (31.20,90.92)) bulunur.
yaslar sirastyla: 39; 54; 61; 72 ve 59 olsun. Bu bilgiyi kullanarak ilgili iiniversitede gorev yapan
tiim profesorlerin yaslarinin varyansi igin %99 giivenilirlikle bir aralik tahmin ediniz. Yaglarin
normal dagilima sahip oldugu varsayniz.

Coziim-VI11.2: Verilerden s? = 144.5 bulunur. «/2=0.005ve (n—1)=(5-1)=4
sd’nde y7 = x%.0.005 = 0.20699 Ve x§ = x4.0.005s = 14.8602 (ki-kare tablosundan) bulunur.

.. 2 o .. <. (n-1)s? (n-1)s?\ __ (4(144.5) 4(144.5)
Boylece o< i¢cin %99 giiven aralign ise ( P => (14.8602,0_20699)

(38.90,2792.41 ) bulunur.

I.11 Biribci Boliimle ilgili Calisma Soru ve Coziimleri

CS-1: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = "'e ¥,y >0 olan bir iistel dagilimin
tesadiifi bir 6rnek degeri, Y = 35 olsun. U = Y /B doniistimiinii kullanarak f igin %90 giiven
aralig1 tahmin ediniz.

CSC-1: U’nun o.y.f.,, fy(u) = e, u > 0 olup standart (birim) iistel dagilima sahiptir. U i¢in
% 90 giliven araligi: P{a<U<pb}=0.90 = P{0.051<U<2.996}=0.90 = P{0.051<

Y 3 Y Y o 3 35 35 .
7 <2.996}=0.90 = P{m <p < m}—OQO Y=35 = P{m <p < m}—OQO =

P{11.682< B <686.275}=0.90 bulunur.

CS-2:Y,~N(uy,52) ve Y,~N(u,, 02) iki ayr1 bagimsiz normal kitleden tesadiifi olarak ¢ekilen
30’ar birimlik 6rneklemlerin ortalamasi siras1 ile y; = 18 ve y, = 12; varyanslari da sirasi ile
s? =16 ve s3 = 25 olarak hesaplanmis ise (u; — p,) parametresi i¢in %95 giiven araligi

tahmin ediniz ve sonucu yorumlaymiz. (NOT: Tablo degerini 2 aliniz.)

. ~ s2 sz 16 25 . .
CSC-2: zp =2 6y,-y, = n—1+n—2 St-% = (30 T30 = 1.169 bulunur. Verilen degerler

— — 2 2
(Y, -Y,) £ za ’fl—l + Z—Z ifadesinde degerlendirilirse 6 + 2(1.169) = 6 +2.338  olup
2 1 2

P(3.662 < (u; — py) < 8.338) = 0.95 bulunur. %95 giivenilirlikle tahmin edilen aralik sifirt
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icermediginden birinci kitlenin ortalamasinin ikinci kitlenin ortalamasindan daha biiyiik oldugu
sOylenebilir.

CS-3: Ortalamast ¢ olan bir Poisson dagilimin 9 birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y3, -, Yy
olsun. g = c[Y;(Y; = Y;) + -+ Y3(Yg — Yy)] Tahmin edicisi tanimlandiginda g’y1 p igin
yansiz yapacak c¢ sabitini bulunuz.

CS-4: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = pB"te”¥/F,y >0 olan bir istel dagilimin
tesadiifi bir 6rnek degeri, y = 14 olsun. U = Y/ doniisiimiinii kullanarak £ igin %95 giiven
araligi tahmin ediniz.

CS-5: Y;~B(ny,m,) ve Y,~B(n,,m,) iki ayr1 binom kitlesinden n,; = n, = 100’er birimlik
orneklemlere iliskin degisken degerleri y;, = 75 ve y, = 90 olarak gozlemlenmistir. (1r; — 7,)
parametresi i¢in %95 giiven araligi tahmin ediniz ve sonucu yorumlayiniz. (NOT: Tablo
degerini 2 aliniz.)

CS-6: Ortalamasi A olan bir Poisson dagilimin10 birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y3, -+, Y3,
olsun. 1 = k[Y;(Y; = Y;) + -+ Yo(Yy — Y;3)] Tahmin edicisi tammlandiginda A’y1 A igin
yansiz yapacak k sabitini bulunuz.

CS-7: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) = pB8"te~¥/B,y >0 olan bir iistel dagilimmn
tesadifi bir ornek degeri, y = 13 olsun. U = Y /B doniistimiinii kullanarak f igin %95 giiven
araligi tahmin ediniz.

CS-8: Y;~B(n,,m;) ve Y,~B(n,, m,) iki ayr1 binom kitlesinden n; = n, = 100’er birimlik
orneklemlere iliskin degisken degerleri y, = 70 ve y, = 85 olarak gozlemlenmistir. (1t; — ;)
parametresi i¢in %95 giiven aralifi tahmin ediniz ve sonucu yorumlaymiz. (NOT: Tablo
degerini 2 aliniz.)

CS-9: Ortalamasi1 4 olan bir Poisson dagilimin n birimlik tesadiifi bir 6rneklemi, Y;, -+, Y,
olsun. i = c[V;(Y; = Y5) + -+ + Y, _1 (Y,_; — Yy,)] tahmin edicisi tammlandiginda 4’y1 u igin
yansiz yapacak c¢ sabitini bulunuz.

CS-10: Olasilik yogunluk fonksiyonu, f(y) =B te™>/F,y >0 olan bir iistel dagilimm
tesadiifi bir 6rnek degeri, Y = 25 olsun. U = Y/ doniisiimiinii kullanarak g igin %95 giiven

aralig1 tahmin ediniz.
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