PROF.DR. KAMIL ALAKUS

VI. BOLUM

TESADUFIi DEGISKENLER VE FONKSIYONLARI
V1.1 Tesadiifi Degisken ve Cesitleri
VI.1.1 Tesadiifi Degisken

S 6rnek uzayinin her bir basit olaymi yalniz bir gercek degere doniistiiren X fonksiyonuna
tesadiifi degisken denir ve bu fonksiyon, X: S — A c R ile ifade edilir.

Tesadiifi degiskenler X, Y, --- gibi biiylik harflerle ve bunlarin almis olduklar1 degerler ise
x,y, - gibi kiiciik harflerle gosterilir.

VI1.1.2 Tesadiifi Degisken Cesitleri

Ornek uzayindan reel sayilara tanimlanan bir fonksiyon olan tesadiifi degisken, aldig1
sayisal degerlere gore iki farkl sekilde olabilir.

X tesadiifi degiskeni (t. d.) R’deki deger kiimesi olan A sayilabilir veya sayilabilir olarak
sonsuz bir kiime ise X e kesikli t. d. denir. X t. d.’nin R’deki deger kiimesi A, sayilamaz bir
kiime ise X e siirekli t. d. denir.

V1.2 Tesadiifi Degiskenlerin Fonksiyonlar:

Ornek uzayinda tanimlanan her olay, X t. d. cinsinden yazilabildigine gore ilgilenilen tiim
olasiliklar X’e bagli bir fonksiyonun kullanilmasi ile kolay bir sekilde hesaplanabilir.

X kesikli bir t. d. ve bunun deger kiimesi, A = {x;:1=1,2,---} olsun.

p(x;), V x; € Aigin
0, diger durumlarda (yani; x; € A)

p() = PO = x) = |
Seklinde tanimlanan fonksiyona olasilik fonksiyonu denir.

¢ Ornek: Iki hilesiz madeni paranin birlikte (veya bir hilesiz madeni paranin iki kez)
atilmas1 deneyinde X, iiste gelen tura sayisim1 gostersin. Bu tesadiifi deneye iliskin olasilik
fonksiyonunu yaziniz.

¢ Coziim:Deneye iliskin 6mek uzayi, S ={YY,YT,TY,TT} yazilir. X(YY) =0,
X(YT) =X(TY) = 1ve X(TT) = 2 olup X’in deger kiimesi, A = {0, 1, 2} yazilabilir. Boylece
X’1n olasilik fonksiyonu (o.f.),

X = x; ‘ o 1 2 ‘ Toplam
P(X =x;) = p(x;) ‘ 14 12 1/4 ‘ 1.00

yazilir.

¢ X, deger kiimesi A olan siirekli bir t. d. iken V A; = (a,b) € A i¢in P{X € A;} =

f; f (x)dx 6zelligini saglayan f(x) fonksiyonuna X’in olasilik yogunluk fonksiyonu denir.
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VI.2.1 Olasihik/ Yogunluk Fonksiyonunun Ozellikleri

Ozellik X kesikli t. d. ise X siirekli t. d. ise
No
1 p(x;) = 0, Vx; icin (pozitif tamimlilik 6zelligi) | f(x) = 0,VA; = (a, b) icin
2 . x;) =1 b
leEAp( l) .l- f(x)dx =1
a

¢ Ornek: X t. d.’nin olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f),

o= 20 <1<

verisin.a) f(x)’in o.y.f. oldugunu gosteriniz, b) X’in 1/2’den kii¢iik olmasi olasiligini
gosteriniz.

¢ Coziim: a) i) Alt limit: o iken £(0) = 2(0) = 0 = 0 ve iist limit: 1 iken f(1) = 2(2) =
2 = 0 olup tanim bdlgesinde pozitif tanimli oldugu agiktir. ii) Tanim bolgesinde alan bire esit

olalidir. Yani; fol f(x)dx = 1 olmali. Oyle ise fol 2xdx =x%|} = 1 bulunur. Béylece f(x)

oy.f dur. b) P(X < 1/2) = fl/z

2
L 2xdx = x2|¥? = (%) = 1/4 = %25 bulunur.

¢ Ornek: X t.d.’nino. f,

X
—,x=1,2,3,4
p(x) — 15)x ) '3' 15
0, ——-
verilsinn A={x:x>2}, B={x:1<x}veC = {x: §< x < 3} olaylari tanimlanmis ise a)
P(ANB),b)P(C),c) P(BUC),d) P(B/C)vee) P{(AU C) / B} olasiliklarin1 hesaplaymiz.
s — 2483, 4, 5 _ 14 _
¢ Cozim:a) ANB=1{2345olupPAnB) =2+2+212 =2 h)c={23)

olup € = {1,4,5} => P(C‘)=11—5(1+4+5)=§, ¢) BUC =1{2,3,4,5} => P(BUC) =

1
1 _ 14 _ PBn0) _ 52+3) _ _
S@+3+4+45) =1 d) P(B/O) =~ =i = 1€ AuC=1{2345} =>
1
—(2+3+4+5)
— — — 15 —
(Auc)nB ={2,3,4,5}=>P{(AuC)/B} = T ety 1 bulunur.

¢ Ornek: X t.d’nino.y.f,

3x%,0<x <1
f(x)={0x___x

verilsin. A = {x:% <x< %} B = {x: x> %} ve C = {x: x < %} olaylart tanimlanmig ise a)

P(AUB),b)P(BNC),c) P{(BNnA)/C}ved) P{B /(AU C)} olasiliklarim hesaplaymiz.
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" 2 1
¢ Ciziim: @) AUB=(x:2<x<1) => P(AUB) =, 3x%dx =x*|}5 =1

2\ _q_ 8 _17 _ (.2 1 _ _ (M2a2, _ 3(1/2 _
(5) =1 o = 135" b)BnC—{x.5<x§2} => P(BnC)—fz/SBxdx—xIZ/S—

M =2=0 ve d) Auc={ro<x<3 => PUvO)=

> P{(BNnA)/C}= TCREG)

3/4 _ 313/4 _ 27 (.2 3 _
e =23t =2 (AUC)nB—{x.E<x<Z} => P{(AUC)NB)}=

3/4, 2 _ _3(3/4 _27 8 _ 2863 _ P{BN(AUC)} _ 2863/8000 _ 2863
f2/5 3xTdx =x |2/5 T 64 125 8000 olup P{B / (AU )} = p(Auc)  27/64 3375

bulunur.
V1.3 Bir Tesadiifi Degiskenin Ortalama ve Varyansi
V1.3.1 Bir Tesadiifi Degiskenin Ortalama
Bir X t. d.’nin ortalamasi ( veya beklenen degeri), uy = E(X) ile gosterilir ve
Eger X kesiKli ise Z xp(x)
ux = E(X) = xea
Eger X siirekli ise f xf (x)dx
seklinde tanimlanir.
¢ Ornek: Hilesiz bir madeni paranin iki kez (veya iki hilesiz madeni paranin bir kez)
atilmasi tesadiifi deneyinde X iiste gelen yazi sayisi iken X in ortalamasini (beklenen degerini)
hesaplayimiz.
¢ Coziim: X’in o.f,,
X = x; ‘ o 1 2 ‘ Toplam
P(X =x;) = p(x;) ‘ 1/4 112 1/4 ‘ 1.00

olduguna goére X’in ortalamas;, puy = E(X) = Y2_oxp(x) =0 G) +1 G) + 2 G) =1
bulunur. Bu sonucun anlami ise deney bir defa yapildiginda iiste bir yaz1 gelmesinin beklendigi
anlamindadir.

¢ Ornek: X t.d.’nin o.y.f,

3x%,0<x <1
fo ={3o0<*

verilsin. X’in ortalamasini (beklenen degerini) hesaplayiniz.

1
¢ Cozgm: uy = E(X) = f01 xf(x)dx = folx(3x2) dx = %x“ .= % bulunur.
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V1.3.2 Bir Tesadiifi Degiskenin Varyans ve Standart Sapmasi

Bir X t. d.’nin varyansi, o7 = V(X) ile gosterilir ve of = V(X) = E(X?) — [E(X)]?
esitligi ile hesaplanir. X’in standart sapmasi ise oy ile gosterilir ve varyansin pozitif
karekokiidiir. Yani; oy = /V(X)’dir.

¢ Ornek: X t.d.’nin o.f,

X

-,x=1,2,3

p(x) =16
0, —-

ile verilsin. X’in; a) ortalamasini, b) varyansini ve standart sapmasini hesaplayimniz.

_ 14

¢ Coziim: a) uy=EX)=X3_,xp(x) =1 (%) + 2 (2) +3 (2) =—= g, b) of =
V) = EX?) - [EQOP? => E(X?) =33, 2%p(0) =12(5) +22(3) +32(3) =2 =6

2
ve boylece varyans, V(X) =6 — E] =g bulunur. Standart sapmasi ise gy =/V(X) =

\J5/9 = ? bulunur.
¢ Ornek: X t.d.’nino.y.f,

9
Z 2
0,— ——

verilsin. X’in; a) ortalamasin, b) varyansini ve standart sapmasini hesaplayiniz.
¢ Coziim: = OO = [Paxf(odr =2 [ e dx = 27| = 2(L) =
Cozim: a) juy= =), xf(x x =), x(x x—zxo =3(5) =3

bulunur. b) V(X) = E(X?) —[EX)]? => E(X?)= f02/3x2f(x)dx =2 [ x2(x0) dx =

§x4|0 = g(;—i) = %Ve boylece varyans, V(X) = %— E] = 82—1 bulunur. Standart sapmasi ise
ox =V(X) =/2/81 = g bulunur.
¢ Odev-1: X t.d.’nin o.f,
Zx=1,35
_Fx = ) )
p(x) =19
0, —-

ile verilsin. X’in; a) ortalamasimi (C: py = 3795), b) varyansmi (C: V(X) = %) ve standart

sapmasini (C: gy = @) hesaplayiniz.
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¢ Odev-2: X t.d. ’nin o.y.f,,

£x) = {6x%1_—f),_0 <x<1

verilsin. X’in; a) ortalamasin (C: uy = %), b) varyansim (C: V(X) = %) ve standart sapmasini
(C:oy = \/%) hesaplayiniz.

V1.4 Altinc1 Boliim Calisma Sorulari
¢ Uygulama-1: X t.d.’nin o.f.,
X; ‘ 0 1 2 3 4 5
p(x;) ‘ 110 3/10 4/10 110 a 1/20
verilsin. a) p(x)’in o. f. olabilmesi i¢in p(4) = a olasiligin1 bulunuz, b) P(X < 3), ¢)
P(X>2),dP(2<X<5)vee) P(X > 2 /X < 3) olasiliklarin1 hesaplaymiz.

¢ Coziim-1: a) p(x)’in o. f. olabilmesi icin Y5 _, p(x) = 1 olmadir. =>p(4) =a=1—

[P(0) +p(1) +p(2) +p(3) + p(8)] = 1 = (= + = + = + =+ —) = ——bulunur. b) P(X <
3)=p(0) +p(D) +p@ +pR) ==++ 2+ 1=2 ) PA>2)=P(X23)=

1 1 1 1 4
PR +pW) +pB) =5+5+5=: @) PQ<sX<5)=p2)+pB)+p4) =+
1,011 _ Pl(x>2)n(x<3)] _ p(3) _1/10 1
ot VP> 2/ X S ) = T Th@el a0 5 oulunur

¢ Uygulama-2: X t.d.’nin o.y.f.,
kx,0 <x <2
fe ={gn
verilsin. ) p(x)’in o. f. olabilmesi igin k sabiti ne olmalidir, b)) P (X < 2), ¢) P (X 23}, d)
3 3
P (1 <X< 5) vee) P (X <3 /X > 1) olasiliklarini hesaplayiniz.

2
¢ Coziim-2: a) fozf(x)dx =1 olmal. => kfoz xdx = §x2|0 =1=>2k=1=>k=

Pl =L g p(x =) =12, xdx=

1 1\ 1 1/2 15
> bulunur. b)P(X<E)—5f xdx = x |0 "

0 4 — 2374
1P _q_9_5s 132, 2P0 1 s
2 X |3/4_1 64 64’ d) P(1<X<2)_2f1 xXdx =2x |1 =T 1 16 ¢ )
3 _P[(X<%)n(X>1)] _P(1<X<%) _5/16 _ 5
P(X <3 /X> 1) T P(x>1) P(x>1)  3/4 = 1z bulunur.
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¢ Uygulama-3: X t.d.’nin o.f.,
X; ‘ 0 1 2 3 4 5
p(x;) ‘ 005 010 0.20 0.40 020 0.05

verilsin. uy, o7 ve oy degerlerini hesaplayiniz.

¢ Coziim-3: uy =EX)=3Y>_,xp(x) =275, E(X?») =3Y>_,x*p(x) =8.95 olup
0% = E(X?) — [E(X)]?> = 8.95 — (2.75)% = 1.3875 bulunur. Buradan oy =+/1.3875 =
1.178 bulunur.

¢ Uygulama-4: X t.d.’nin 0.y.f.,

1
0,———

ile verilsin. uy, o ve oy degerlerini hesaplayiniz.

7_1(539 27)_512_
3 16\ 6 6/ 96

P 1 7 1 (x3 2
¢ Cozim-4: uy =E(X) = Ef3 x(x —1)dx = E("?_"7)

16 N _ 17 o _ 89 2 2 2 89 (16\% _ 11 _
B EXY) =2 [7x*(x - Ddx = Zolup of = E(X?) — [E(X)] _?—(?) =Zveoy =

Vi1
- bulunur.
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