PROF.DR. KAMIL ALAKUS

X. BOLUM

KORELASYON (ILISKi KATSAYISI )
X.1 Giris

Oranlama ya da esit aralikli 6lgme diizeyindeki deiskenler arasi iliski derecesinin
belirlenmesine ¢cogu kez ihtiya¢ duyulur. Ornegin; sinava hazirlanma siirei ile sinavda alinan
not arasinda bir iliski var midir? Eklam harcamasi ile satis miktar1 arasinda bir iliski var midir?
Bunun gibi 6rnekler ¢ogaltilabilir. Iste boyle amaglarla sikca karsilasilir. Bu tiirden amaglarda
iki degisken arasindaki birlikte degisimin 6l¢iisii olan kovaryans, Cov(X,Y) = E[(X — X)(Y —

Y)] esitligi ile tanimlanir ve cov(x,y) = W kitle i¢in ve cov(x,y) = W

ornek icin esitlikleri ile hesaplanir. Burada Cov(X,Y), X ile Y degiskenleri arasindaki birlikte
gegisimi goOsteren tahmin edici kovaryanstir. Degiskenler arasindaki ilsski derecesinin
belirlenmesinde kovaryans ¢ok sik kullanilmaz. Bunun nedeni ise kovaryansin degiskenlerin
oOl¢li birimine bagli olmasidir. Kovaryansin 6l¢ii birimine bagliligini ortadan kaldirmak i¢in

korelasyon (iliski katsayis1 ) kullanilir. Boylece X ve Y gibi iki degisken arasindaki korelasyon
. .. . __ Cov(X,Y) g - .. . ..
katsayisi, pyy ile gosterilir ve pyy = N0 esitligi ile tanimlanir. Bu nicelik kitle i¢in
LG-0) -] o = LD (y-y)I
J2a-22)(V2-77?) T (26-22)(VS0-9)?)

hesaplanir.  Ayrica korelasyon 7, =( esitligi  yarmimi ile

ile

Pxy = ( ile ve oOrneklem igin ise ryy

X xy—nxy
VExZ-n@?2)(VIy?-n(3)2)
hesaplanabilir. Bu iliski katsayisina Pearson korelasyon katsayisi adi da verilir. —1 < pyy < 1
arasinda tanimlidir. Eger pyy > 0 ise degiskenler arasinda ayni yonde, pyy < O ise ters yonde
bir iliski oldugu, pyy = 0 iliski olmadigi ve pyy = 1 (ters ya da ayn1 yonde) tam iliskiden s6z
edilir.

¢ Ornek: 50 6grencinin bulundugu bir smiftan tesadiifen sekiz 6grenci secilerek sinava
hazirlanma siiresi, X ve sinavda alinan puan Y takipteki tabloda verildigi gibi tespit edilmis
olsun.

Cahisma Siiresi (x;,saat) | 30 30 25 20 18 16 12 9
Alinan not (y;, 100) | 80 70 70 65 60 50 50 35
Veriye iligskin; a) Serpme grafigi olusturunuz, b) Pearson ilski katsayisini hesaplaymiz ve
sonucu yorumlayiniz.

¢ Coziim: a) Veriye iliskin serpme grafigi, takipteki sekilde verildigi gibi sergilenir.

100
80
60
40
20
0

0 10 20 30 40

Saat

Not

Sekil: Derse devam siiresi-Alinan not serpme grafigi
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Serpme grafiginden de goriildiigii gibi derse ¢alisma siiresi attik¢a alinan not da artmaktadir.
Bu ise degiskenler arasinda aynmi yonde bir iliski oldugunu gostermektedir. b) Bazi

hesaplamalar: ¥ xy = 10345, % === =20, § === =60, %x? = 3630, ¥y = 30250
_ Y xy-nxy _ 10345-8(20)60 _

olarak hesaplamir. Buradan 1, = (o) (2 =nG7) . Jhean s 020 5e0n
7%~ 7% ~0.9435 bulunur. Yorum: Sinava hazirlanma siiresi ile alman not

\/430(1450) = 789.6202
arasinda ayni1 yonde oldukga giiclii bir iliski oldugu sdylenebilir.

X.2 Korelasyon I¢in Giiven Arahg

Kitle i¢in X ile Y degiskenleri arasindaki iliski katsayisi pyy ile gosterilir. pxy
parametresinin istatistigi ise orneklemden hesaplanan ryy istatistigidir. Bu istatistigin ( tahmin
1-15y
n-2
oldugu ve dagilminin ise 7yy~N (pyy; SZ) oldugu gosterilmistir. Boylece kitle korelasyon
katsayis1 igin 100(1 — a)% giive araligi tahmin edicisi, P{ryy — TrS, < pxy < Iyy +

edicinin) beklenen degeri ya da ortalamasi E (ryy) = pyy ve varyansinin V(ryy) = S2 =

TrS,} = 1 — a ve buna uygun aralik tahmini ise, P{rxy —trSp S Pyy STyy + tTST} =1—-a

olasilik beyani ile ifade edilir. Burada tr = t(,_,y.« ((n—2) s.d. ve % Oonem seviyesinde ) t
' 2
dagiliminin tablo degeridir. s, = \/S_rz esitligi ile hesaplanir.

¢ Ornek: Bir dnceki rnekteki 50 birimlik dgrenci kitlesine iliskin korelasyon katsay1st
icin % 95 giiven aralig1 tahmin ediniz ve sonucu yorumlayiniz.

1-(0.9435)2

8-2
0.1353 bulunur. t; = tg, 9,025 = 2.969 ( t tablosundan) bulunur. Bu degerler tahmin beyaninda
degerlendirilirse P{0.9435 —2.969(0.1353) < pyy < 0.9435 — 2.969(0.1353)} =0.95=>
P{0.5418 < Pxy <1 (1.3452} = 0.95 bulunur. Yorum: (0.5418; 1) aralignimn Pxy
parametresini iginde bulundurma olasilig1 % 95°dir, denilebilir.

¢ Odev: Tesadiifi olarak secilen yedi érneklem biriminden gelir (X) ve kiiltiirel harcama
(Y) degiskenlerine iliskin veriler agagidaki tabloda verildigi gibi tespit edilmistir.

Gelir (x;, 1000 TL) | 3 4 4 5 8 12 13
Kiiltiirel Harcama (y;, 1000TL) | 05 05 05 12 2 2 1
% 95 giivenle kitle korelasyon katsayisi igin giiven araligi tahmin ediniz ve sonucu
yorumlaymiz. ( C: 7y, = 0.6427; s, = 0.3426; tr = ts, 0025 = 3.1634 olup (-0.4411; 1(
1.7265)) olarak tahmin edilir.)

2
¢ Coziim: Ornekte Tyy = 0.9435 bulunmustu. Buradan s, = J Iy _ \/

n-2

X.3 Korelasyon I¢in Hipotez Testi

Korelasyon katsayilarina iliskin hipotez testlerinde cesitli test istatistikleri kullanilmaktadir.
Bunun nedeni ise istatistiklerin 6rnekleme dagilimlarinin farkli olmasidir.
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X.3.1 Tek Kitle Korelasyonu icin Hipotez Testi
X.3.1.1 Test Istatistigi Olarak t-Dagilimimin Kullanilmasi

Aragtirma hipotezi, sadece; ““ degiskenler arasinda iligki vardir” seklinde ise ( yani; iliskinin
kuvveti ile ilgili degil ise) H, hipotezinin test edilmesinde (n — 2) s.d.’li t-dagilimi kullanilir.
Test algoritmasi ise asagidaki gibi verilir.

a) Hipotezler: Hy: pxy = 0 hipotezine karsilik ii¢ farkli iddiada bulunulabilir. Bunlar: i)
Hy: pxy < 0 (iligki ters yondedir), i1) Hy: pxy > 0 (iliski ayn1 yondedir) ve Hy: pxy # 0 (iliski
yoktur) seklinde kurulur.

b) Test Istatistigi: H, 1 dogrulugu varsayimi altinda test istatistigi, t; = r;‘—y ~t(n—z) dir.

c) Karar: Eger arastirma hipotezi tek yonlii (i ve ii’de verildigi gibi) ise t7 = t(,—2). o V€

eger arastirma hipotezi ¢ift yonlii (iii’de verildigi gibi) ise t; = tin-2), @ kritik tablo degerini
' 2

gostersin. Eger |ty | < |tr| => H, hipotezi kabul edilir ve eger |ty| > |t;| => H, hipotezi ret
edilir.

d) Yorum: Karara ve iddiaya gore yorum yapilir.

¢ Ornek: Derse devamsizlik (X) arttik¢a basar1 notunun (Y) azaldig1 iddia edilmektedir.
Ogrenciler arasindan tesadiifi olarak secilen dokuz tanesinin ilgili degiskenlere iligkin gdzlem
degerleri asagida verildigi gibi tespit edilmis olsun.

Derse devamsizhk (x;, giin) | 0 1 1 3 4 6 6 7 8
Basar1 notu (y;, 100) | 90 90 80 70 70 50 50 45 40
%35 onem seviyesinde iddianin dogrulugu hakkindaki karariniz ne olur.

¢ Coziim:

a) Hipotezler: Hy: pxy = 0 ve Hy: pxy < 0 seklinde kurulur.

b) Test Istatistigi: t; = T;—y = %6?}572 =~ —15.227 bulunur. Burada bazi hesaplamalar ise
. .

Y xy—-nxy _ 1895-9(4)65
(VEx2-n(@2)(VZy2-n()?)  /[212-9(4)?][41025-9(65)7]

1-1%y -
s, = |—= = 0.0647 elde edilir.
n-—2

¢) Karar:ty =ty 005 = —1.895 ( ttablosundan) bulunur. Oyle ise |ty| > |t7| oldugundan
H, hipotezi ret edilir.

d) Yorum: % 95 giivenilirlikle derse devamsizlik arttikca basar1 notunun azaldigi
sOylenebilir. Yani, iddia gegerlidir.

¢ Odev: Tamamlanan egitim yili (X) arttik¢a kiiltiirel harcamanin (Y) da arttig1 iddia
edilmektedir. Tesadiifi olarak secilen yedi orneklem biriminden ilgili degiskenlere iliskin
asagida verilen gozlem degerleri elde edilmis olsun.

= —0.9852 bulunur ve bdylece

Txy

Tamamlanan Egitim Siiresi (x;,yi) | 5 5 8§ 11 15 15 18
Kiiltiirel Harcama (y;, 100 TL) \ 2 2 3 7 10 12 12
%35 onem seviyesinde iddianin gecerliligini arastiriniz.

(C: Hop:pxy =0 ve Hy:pxy > 0; 1, =0.9836; s, = 0.0806 ve ty = 12.204; tr =
ts; 0.05s = 2.015 olup |t7| < |ty] oldugundan Hyhipotezi ret. iddia gegerlidir.)

X.3.1.2 Test Istatistigi Olarak z-Dagiliminin Kullanilmasi
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Aragtirma hipotezi her zaman “degiskenler arasinda iliski vardir” seklinde olmayabilir.
Ayrica bu iligkinin miktar1 da hedeflenirse ve pyy = py Ve py # 0 ile gosterilirse test istatistigi
olarak zy istatistigi kullanilir. Bu durumda test algoritmasi ise soyle verilir.

a) Hipotezler: Hy: pxy = po hipotezine karsilik ti¢ farkli iddiada bulunulabilir. Bunlar: 1)
Hy: pxy < po (iliski iddia edilen degerden kiigiiktiir), 11) Hy: pxy < po (iliski iddia edilen
degerden biiyiiktiir) ve Hy: pxy # po (iliski iddia edilen degerden farklidir) seklinde kurulur.

b) Test Istatistigi: H, hipotezinindogrulugu varsayimi altinda test istatistigi, zy; =
%:T) ~N(0; 1)°dir. Burada z, = %ln (i:ﬁ) VE(z,) = %ln (ii—ﬁi) veo, = \/g ile verilir.
Burada z,., Fisher’in standart normal dagilim doniisiimii olarak bilinir.

¢) Karar: Eger arastirma hipotezi tek yonlii (i ve ii’de verildigi gibi) ise z; = z, ve eger
aragtirma hipotezi ¢ift yonlii (iii’de verildigi gibi) ise zy = za kritik tablo degerini gostersin.

2

Eger |zy| < |zr| => H, hipotezi kabul edilir ve eger |zy| > |z;| => H, hipotezi ret edilir.
d) Yorum: Karara ve iddiaya gore yorum yapilir.
¢ Ornek: Gelir (X) ve ddenen kira (Y) degiskenleri arasindaki koreldsyonun %80’den
daha biiyiik oldugu iddia edilmektedir. Tesadiifi olarak secilen sekiz kiracinin s6z konusu
degiskenlerine iliskin asagida verilen gozlem degerleri elde edilmis olsun.

Aylik Gelir (x;, 1000TL) | 4 4 5 7 9 12 14 17
Aylik Kira (y;, 1000 TL) ‘ 1 1 2 3 4 5 55 65
%35 Onem seviyesinde iddianin gegerliligini arastiriniz.

¢ Coziim:
a) Hipotezler: Hy: pxy = 0.80 ve Hy: pyy > 0.80 seklinde kurulur.

2By o, 24393710986 2.998 bulunur. Burada bazi

b) Test Istatistigi: zy =

Ozp 0.4472
hesaplamalar ise 7, = (JZXZ_H(ZX;CZy)—(j;?yZ_n(W) _ \/[16870005]([)3050] = 0.9849 bulunur ve
boylece s, = \/g = \/g = 0.4472 elde edilir. Ayrica z, = %ln (ig::::g) = 2.4393 ve
E(z) =1In (%) ~ 1.0986

¢) Karar: z; = z 95 = 1.645 ( z tablosundan) bulunur. Oyle ise |zy| > |z7| oldugundan
H, hipotezi ret edilir.

d) Yorum: % 95 giivenilirlikle aylik gelir arttikga 6denen kira artisindaki korelasyon
degerinin % 80°de daha yliksek oldugu sdylenebilir. Yani, iddia gegerlidir.

¢ Odev: Gelir (X) ve karbon hidratli yiyeceklere yapilan harcama (Y) degiskenleri
arasindaki korelasyonun -%30’dan daha kiiciik oldugu iddia edilmektedir. Tesadiifi olarak
secilen 20 orneklem biriminden s6z konusu degiskenlerine iliskin 6rneklem korelasyon tahmin
degeri 1y, = —0.5 olarak hesaplanmis olsun. %1 Onem seviyesinde iddianin gegerliligi
hakkinda ne soylenebilir. ( C: Hipotezler: Hy: pxy = —0.30 ve Hy:pyy < —0.30; zy =
—0.989; zy =z, = —2.33 olup |zy| < |zr| oldugundan H, hipotezi kabul edilir. iddia
gecersizdir.)

X.3.2 iki Kitle Korelasyon Katsayisina fliskin Hipotez Testi
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Pxy (1), birinci kitlenin ve pxy ;) de ikinci kitlenin ayn1 X ile Y degiskenleri arasindaki kitle
korelasyon katsayilarini gostersin. Bu durumda test algoritmasi asagidaki gibi verilir.

a) Hipotezler: Hy: pxy(1) = pxy(2) (Veya Ho: pxy(1) — Pxy(z) = 0) hipotezine karsilik ii¢
farkli iddiada bulunulabilir. Bunlar: 1) Hy: pxy1) < pxvz) (VeYa Ha:pxy) — Pxyz) < 0;
birinci kitlenin iliski katsayis1 ikinci kitlenin iliski katsayisindan daha kiigtiktiir), ii)
Hyp: pxy) > pxyz) (Veya Hy:pxya) — Pxy) > 0; birinci Kitlenin iligski katsayis1 ikinci
kitlenin iligki katsayisindan daha biiyiiktiir) ve iii) Hy: pxy1) # pxvz) (Veya Hu: pxy(r) —
Pxy(2) # 0; birinci kitlenin iliski katsayis1 ile ikinci kitlenin iliski katsay1s1 arasinda fark yoktur
) seklinde kurulur.

b) Test Istatistigi: H, hipotezinin dogrulugu varsayimi altinda test istatistigi, z; =

Zy,—Z 5 q- 1 1+r 1 1+r
—1—2 ~N(0;1)’dir. Burada z,, ==In (L(l)) , Ez., ==In (ﬂ) ve g, _, =
GZT1_ZT2 2 1—rxy(1) 2 1—Txy(2) 1 2

/n L . + ~ L 3 ile verilir. Burada Zr s j = 1,2 Fisher’in standart normal dagilim déniigiimii
1~ 2

olarak bilinir.
c) Karar: Eger arastirma hipotezi tek yonlii (i ve ii’de verildigi gibi) ise zp = z, ve eger
aragtirma hipotezi ¢ift yonli (iii’de verildigi gibi) ise zy = za kritik tablo degerini gostersin.
2

Eger |zy| < |zr| => H, hipotezi kabul edilir ve eger |z, | > |z;| => H, hipotezi ret edilir.

d) Yorum: Karara ve iddiaya gore yorum yapilir.

¢ Ornek: iki farkli is dalindan birincisinde iscilerin hizmet siiresi (X) ve gelirleri (V)
arasindaki korelasyonu diger is dalindaki ayn1 degiskenler arasindaki korelasyon katsayisindan
daha biiyiik oldugu iddia edilmektedir. Birinci ve ikinci is dallarindan sirasi ile n; = 15 ve
n, = 20 adet ig¢i tesadiifi olarak se¢ilmis ve 6rneklem korelasyonlari da sirasi ile 75,1y = 0.90
Ve Txyz) = 0.80 olarak tahmin edilmistir. %5 6nem seviyesinde iddianin gegerliligini
arastiriniz.

¢ (Coziim:

a) Hipotezler: Hy: pxy(1) = pxy(2) Ve Ha: pxy(1) > Pxy(2) seklinde kurulur.

Zp. -2 1.4722-1.0968
172 o~ 770 =~ 0.996 bulunur. Burada bazi

b) Test Istatistigi: zy =

Ozr1-2r,

hesaplamalar ise  z,, = ;in(1oo2) = 14722; 2z, = ;In(To2) = 1.0968 ve s, =

|2 + L =~ 0.3770 bulunur.
17 12

c) Karar: z; = zg o5 = 1.645 ( z tablosundan) bulunur. Oyle ise |zy| < |zr| oldugundan
H, hipotezi kabul edilir.

d) Yorum: % 95 giivenilirlikle iki kitle korelasyonlar1 arasinda fark olmadig: soylenebilir.
Yani, iddia gegersizdir.
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