PROF. DR. KAMIL ALAKUS

VI. BOLUM: LINEER DENKLEMLER

VI.1. Giris

Lineer denklemler teorisi, lineer cebir ( materisler kurami ) konusunda olduk¢a 6nemli bir
rol oynar. Aslinda lineer cebirde bir ¢ok problem bir lineer denklem sisteminin incelenmesine
esdegerdir.
VI1.2. Lineer denklem
Tammm-VI1.1: R reel vektor uzayinda bir lineer denklem,

axq+ +ax, =b 1)

esitligi ile verilir. Burada a; ve b € R ve x;’ler de belirsiz (bilinmeyen veya degiskenler)
degerlerdir. x;’lere karsilik gelen a; sabitlerine katsayilar ve b’ye de sabit terim veya kisaca
denklem sabiti denir. x; = kq,+:+,x, = k, bilinmeyenlerinin meydana getirdigi kiime, eger
x;’ler yerine k;’ler yazildiginda elde edilen aik; + -+ + a,k, = b esitligi saglaniyorsa bu
denklemin bir ¢éziimiidiir. Dolayisiyla bu degerler kiimesi denklemi sagliyor denilir. Eger
bilinmeyenler denklemde k;’lerle ayni sirada ise bu ¢éziime n-elemanli dizi ¢6ziim veya kisaca
n-elemanli ¢oztim denir ve u = (ky, -+, k,,) vektorii ile gosterilir.
Ornek-VI.1: x + 2y — 4z + s = 3 denklemi ele alinsin. Burada 4-elemanli u = (3,2,1,0)
verilen denklemin ¢6ziimidiir. Cinkii 3+2(2)—4(1)+0=3 => 3 =3 esitligi
saglanmaktadir. Ornegin; 4-elemanl, v = (1,2,4,5) ise denklemin ¢dziimii degildir. Zira 6 #
3 oldugundan denklem saglanmamaktadir.

Boylece denklem (1)’in ¢6ziimleri bulunabilir. Burada ti¢ durum s6zkonusudur. Bunlar:

a) Katsayilardan biri sifir olmasin (6rnegin; a; # 0 ). Bu durumda denklem (1) su sekilde
x, = ayl[b — (ayx, + - + ayx,)] yazilabilir. x,, -+, x,, bilinmeyenlerine degerler vererek x;
i¢in bir deger bulunur. Iste bu degerler bir ¢oziimiinii olusturur. Tek bilinmeyenli ax = b, a #
0 lineer denklemin tek bir ¢dziimii vardir. Yani; x = a~1b’dir.

Ornek-V1.2: 2x — 4y + z = 8 denklemi verilsin. Bu denklem, 2x = 8 + 4y — z veya x =
4+ 2y — %Z seklinde yazilabilir. y ve z i¢in herhangi iki deger x i¢in bir deger verir ve bu
deger de bu denklemin ¢oziimii olur. Ornegin; y = 2 ve z = 4 igin x = 4 + 2(2) — % 4) =>
x = 6 bulunur. Bu durumda 3-elemanli, u = (6,2,4) denklemin bir ¢oziimiidiir.

b) Denklem (1)’deki butiin kaysayilar sifir (yani; Va; = 0 ), ancak sabit sifir degildir (b #
0). Bu durumda Ox; + -+ 0x, = b,( b # 0) denklemi elde edilir ki bu bir ¢ekiski

olusturdugundan ¢oziim yoktur.
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c¢) Denklem (1)’deki butiin kaysayilar sifir ve sabit de sifirdir degildir (yani; Va; =0,b =
0). Bu durumda 0x; + --- + 0x,, = 0 denklemi elde edilir ki R uzayindaki her n-elemanl
sabitler denklemin bir ¢oziimiidiir.
V1.3. Lineer Denklem Sistemleri
Tamm-V.2: x4, -+, x,, N bilinmeyenli m adet lineer denklem sistemi,

a11x1 + -+ alnxn == b1
{ ’ )

Am1X1 + o +' AnXn = by
ile verilir. Burada Burada a;; ve b; € R’dir. Eger by, -, by, sabitlerinin hepsi sifir ise sistem
homojen denklem sistemi adini alir. Bir n- elemanli u = (kq, -+, k;,) reel sayilar1 sistemdeki
her denklemi saglarsa bu bir ¢oziimdiir. Iste boylesi bir ¢dziime dzel ¢dziim denir. Bu tip
coziimlerin tiimi genel ¢6ziim adini alir Boylece sistem (2) nin homojen sistemi,

(3)

{ a11x1 + -+ alnxn = 0

Am1 Xy + -+ + AmnXn = 0
ile verilir. Sistem (3)’lin her zaman n- elemanli bir 0 = (0, -++,0) sifir ¢6ziimu vardir ve sifir
¢oziim diye adlandirilir. Herhangi bir diger ¢oziim, eger varsa, sifir olamayan ¢oziim adini alir.

Sistem (2) ve (3) arasindaki abaginti takipteki teoremle agiklanabilir.
Teorem-VI1.1: u, sistem (2) homojen olmayan sistemin bir 6zel ¢oziimii ve V’de homojen
sistem (3)’tin genek ¢6ziimii ise 0 zamanu +V = {u+ V: v € V} “dir.
VI1.4. Lineer Denklem Sisteminin Co6ziimii
VI.4.1 Gauss Yok Etme Metodu ile Céziim

Sistem (2) gdz éniine alinsin. Tlgili sistem takipteki gibi daha basit bir forma indirgenebilir.

1. Adim: Denklemler 6yle degistirilsin ki birinci bilinmeyen (x;) ilk denklemde sifir

olamayan bir katsayiya sahip olsun (a;; # 0).

2. Adim: Heri > 1i¢in L; = —a;;L; + a4 L; islemi yapilir.

Bu islemlerden sonra sistem (2)’ye 6zdes olan ( yani; sistem (2) ile ayn1 ¢6ziim kiimesine
sahip olan) sistem elde edilir. SOyleki

11X, + A%y + -+ Xy = by
az1X%; + -+ aypxy, = by
ApaXo + - +. AnXn = by,

olur. Bu son sistem diger denklelemlerden bir bilinmeyeni yok eder ve Gauss yok etme metodu

olarak bilinir.
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Ornek-V1.3: Takipteki denklem sistemi goz oniine alinsin.

L2:3x1 +6x2 +x3 — Xy +4x5 = -7

{Ll: 2x1 +4x; — X3+ 2x4 +2x5 =1
L3: 4x1+8x2+x3+5x4—x5=3
x4 bilinmeyenini ikinci ve liclincii denklemlerden yok ediniz.

Coziim-VI1.3: L, - —3L; + 2L, ve L; - —2L, + L3 degerleri hesaplanirsa

Ly: S5x3 —8x4 + 2x5 = —17
L3: 3X3—x4—5x5=1

{Ll: 2x1 +4x; —x3 +2x4 +2x5 =1
elde edilir.

Boylece ilk sistem 0zdes sisteme indirgenir ve bu metotla birinci denklem hari¢ ilk
sistemden daha az bilinmeyenli bir alt sistem meydana gelmis olur. Burada ayrica dikkat
edilmelidir ki a) Eger bu yok etme (yada indirgeme) sonucunda Ox; + Ox, + ---+ Ox,, =
b,b # 0 gibi bir denklem ortaya ¢ikarsa bu denklem anlamsiz oldugundan sistemin ¢éztiimii
yoktur denilir, b) Eger Ox; + 0x, + --- + Ox,, = 0 gibi bir denklem ortaya ¢ikarsa ¢éziime bir
katkis1 ya da etkisi olmadigindan bu denklem sistemden c¢ikarilir.

Gauss yok etme islemine her yeni daha kiigiik ve alt sistemle devam edilirse indirgeme
islemi sonucu ilk sistem ya anlamsiz ya da 6zdes sisteme indirgenmis olur.

Teorem-VI1.2: Basamak formundaki ( en son indirgenmis ) sistemin ¢ézlimiinde iki durum
gecerlidir. a) Bilinmeyenler kadar denklem vardir (r = n ). Dolayisiyla sistemin tek ¢oziimii

vardir. b) Bilinmeyen sayisindan daha az denklem vardir (r < n ). Dolayisiyla sistemde (n —

1) serbest degiskenlere keyfi degerler verilip sistemin ¢ok ¢oziimii vardir.

Lineer Denklem Sistemi

!

Anlamsiz Anlaml
Coziim Yok Tek Coziim (r =n) Cok ¢oziim (r < n)

Sekil-VIL.1: Lineer denklem sistemlerinin genel goriintiisii.

Ornek-V1.4: Takipteki denklem sisteminin durumunu belirleyiniz.

Ly:3x1 + 2%y —x3+ 2x4, =4

{L1:2x1+x2—2x3+3x4 =1
L3:3x; +3x, +3x3—3x, =5

Coziim-V1.4: Gerekli yok etme iglemi uygulanirsa sistem,

55



PROF. DR. KAMIL ALAKUS

-3/ —=3/(Li:2x1+x, —2x3+3x, =1 Li:2xy +x, —2x3+3x4, =1
2/ {L2:3xl+2xZ_X3+ZX4:4 ~_3/ LZ: x2+4x3_5x4:5
2/ L3: 3X1 + 3x2 + SX3 - SX4, = 5 1/ L3: 3x2 + 12x3 - 15x4_ =7

Ll:le +x2 - ZX3 + 3X4 =1
~{L2: xZ+4‘X3_5X4:5

Lj: 0=-8
basit sisteme indirgenmis olur, ancak Ox; + Ox, + Ox3 + 0x, = —8 veya Ox; + Ox, + Ox3 +
0x, =8 olup bir ¢eliski olusmustur. Bu denklem anlamsiz oldugundan sistemin ¢6ziimii
bulunamaz.
Ornek-V1.5: Takipteki denklem sisteminin durumunu belirleyiniz.

Li: x+2y—-3z=4
Ly x+3y+z=11
L3:2x +5y—4z=13
Ly:2x + 6y + 2z = 22

Coziim-V|1.5: Gerekli yok etme iglemi uygulanirsa sistem,

-2/ =2/ —-1(L;: x+2y—3z=4 Li: x+2y—3z=4
1/ VL, x+3y+z=11 -2/ -1/|L,. y+4z=7
1/ )Ls:2x + 5y — 4z = 13 1/ ) La: y+2z=5
1/ \Ly:2x + 6y + 2z = 22 1/ \L,: 2y +8z =14
Ly x42y=32=4 ) x42y-32=4
L,: y+4z=7
~ ~{L,: y+4z=7
Ly: —2z=-2 " |* oy 2
Ly: 0=0 3 -

elde edilir. Sistemde hi¢ bir deklem anlamsiz olmadigindan sistemin anlamli oldugu goriliir.
Ayrica basamak formunda tii¢ bilinmeyenli ii¢ adet denklem oldugundan sistemin tek ¢oziimli
oldugu sdylenir. Ugiincii denklemden 2z = 2 => z = 1 bulunur. Bu sonug ikinci denklemde
degerlendirilirse y +4(1) =7 =>y =3 olur. Birinci denklemden ( veya ilk verilen
sistemdeki herhangi birinden) x + 2(3) — 3(1) = 4 => x = 1 bulunur. Boylece 3-elemanli
(1,3,1) sistemin tek ¢oziimudiir.

Ornek-V1.6: Takipteki denklem sisteminin durumunu belirleyiniz.

LZ: 2x1 + 4‘X2 - 3X3 + 4‘X4 = 5

{Ll: x1+2xZ_ZX3+3X4:2
L3: 5x1 + 1OX2 - 8X3 + 11X4 =12

Coziim-V1.6: Gerekli yok etme iglemi uygulanirsa sistem,

1/ 1Ly 2, +4x, — 3xs + 4x, =5 ~2/11,. X3 —2x, =1
1/ L3: le + 10x2 — 8x3 + 11.7('4_ =12 L3: ZX3 - 4‘X4_ =2

{Ll: X1 + ZXZ - ZX3 + 3X4 =2

-5/ =2/ (Ly: X1+ 2xy —2x3+3x4 =2 Litxq +2xy —2x3 +3x, =2
{ / {

LZ: X3_2.X'4_:1~

{L1: X1 + ZXZ - 2x3 + 3x4 =2
L3: 0=0

Lz: X3 — 2x4 =1
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elde edilir. Sistemde hi¢ bir deklem anlamsiz olmadigindan sistemin anlamli oldugu goriiliir.
Ayrica basamak formunda dort bilinmeyenli iki adet denklem oldugundan sistemin c¢ok
¢Ozlimlii oldugu sdylenir. Aslinda iki serbest degisken, x, ve x, vardir ve bdylece x, ve x,
bilinmeyenlerine ¢esitli degerler vererek bir 6zel ¢oziim elde edilebilir. Ornegin; x, = 2 ve
x, =1 olsun. x, =1 iken ikinci denklemden x; —2(1) =1 => x3 = 3 bulunur. Ilk
denklemde x, = 2 x3 = 3 ve x, = 1 yazilirsa x; = 1 bulunur. Boylece 4-elemanli (1,2,3,1)
sistemin 6zel bir ¢oziimiidiir.

Bu denklem sisteminin genel ¢oziimii ise sOyle bulunabilir. Simdi serbest degiskenlere
herhangi x, = a ve x, = b reel sayilar atansin. ikinci denklemde x, = b yazilirsa x; = 2b +
1 bulunur. Bu iki sonucu ve x, = a degerinin birinci denklemde yerine yazilmasi sonucu x; =
4 — 2a + b sonucu elde edilir. Boylece sistemin genel ¢6ziimii, (4 —2a + b, a,2b + 1,b)
yazilir.

Bir homojen denklem sistemi diisiiniildiigiinde (yani Sistem (3) ) sistemin agik bir sekilde
anlamli oldugu goriiliir. Dolayisiyla homojen sistem her zaman es deger basamak formundaki
bir homojen sisteme indirgenebilir. Bu nedenle sistemin ¢6ziimiinde iki durumdan soz
edilebilir. Bu durumlar: a) Denklem sayisi ile bilinmeyen sayisi birbirine esittir (r = n).
Dolayistyla sistemin yanliz bir sifir ¢oziimii vardir. b) Bilinmeyen sayisindan az denklem vardir
(r < n). Dolayistyla sistemin sifir olmayan (n — r) adet serbest degiskenli ¢ok ¢oziimii vardir.
Teorem-V1.3: Denklem sayisindan fazla bilinmeyenli bir homojen lineer denklem siseminin
sistemin sifir olmayan bir ¢6ziimii vardir.

Ornek-VI1.7: Takipteki homojen denklem sisteminin durumunu belirleyiniz ve ¢oziimiinii

bulunuz.

Ly:2x—3y+2z=0

{Ll: x+y—z=0
Ly:x—4y+2z=0

Coziim-V1.7: Gerekli yok etme iglemi uygulanirsa sistem,

-1/ -2/(Li: x+y—2z=0 Li: x+y—z=0 Li: x+y—z=0
1/ {LZ:ZX—3}1+Z=O ~ {LZ:—5y+3z=O ~{L,: =5y +3z=0
1/ \L3:x—4y+2z=0 Lz:=5y+3z=0 La: 0=0

Lq: —z=0
~{ 1 X+ty-—z elde edilir. Basamak formundaki bu sistemde {i¢ bilinmeyenli iki

L2 — Sy +3z=0
denklem oldugundan sistemin sifir olmayan ¢ok ¢oziimii vardir. Ornegin; z = 5 i¢in y = 3 ve

x = 2 bulunur. Yani; 3-elemanli (2,3,5) sistemin sifir olamayan 6zel bir ¢éztimiidiir.
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Odev-V1.1: Takipteki homojen denklem sisteminin durumunu belirleyiniz ve ¢oziimiinii

bulunuz.

Ly:2x+4y—2z=0

{Ll: x+y—z=0
L3:3x+2y+2z=0

(C: Sifir ¢ozlimii vardir.)

V1.5 Uygulama-I: Gauss Yok Etme Metodu Ile ilgili

x+2y—-3z=-1
U-VI1l: 3x—y+2z=7 } denklem sisteminin durumunu belirleyiniz ve eger varsa
S5x+3y—4z=2

¢Ozlimiinii bulunuz.

Coziim-V1.1: Denklem sisteminin durumu Gauss yok etme metodu ile tespit edilebilir. Boylece

-5/ =3/11 2 -3 -1 1 2 =3t —-11 [1 2 -3 -1
1/13 =1 2: 7|~ Yo =7 11: 10l~l0 =7 11: 10
/15 3 —a 2 0o —7 11: 71 lo o o0: =3

elde edilir ki iiciincli denklem ¢eligki igerisinde oldugundan denklem anlamsiz ve sistem de

anlamsizdir. Dolayistyla sistemin ¢6ziimii yoktur.

2x +y—2z=10
U-VI.2: 3x+2y+2z= 11 denklem sisteminin durumunu belirleyiniz ve eger varsa
S5x+4y+3z=4

¢Ozliimiinii bulunuz.

Coziim-V1.2: Denklem sisteminin durumu Gauss yok etme metodu ile tespit edilebilir. Boylece

-5/ =3/12 1 -2: 10 2 1 =2: 10 2 1 =2: 10
2/ 13 2 2: 1]~ —3/lo 1 10: —28|~l0 1 10: —28
2/ 15 4 3: 4 0 3 16: —421 o 0 —14: 42

elde edilir ki hi¢ bir denklem ¢eliski igerisinde olmadigindan sistem anlamlidir. Dolayisiyla
sistemde {i¢ bilinmeyenli ii¢ denklem bulundugundan tek ¢6ziim vardir. Ugiincii denklemden
—14z = 42 => z = —3 bulunur. ikinci denklemden y + 10(—3) = —28 => y = 2 ve birinci
denklemden de 2x + 1(2) — 2(—3) = 10 => 2x = 2 => x = 1 bulunur. Sonug olarak; 3-
elemanli tek ¢oziim, (1,2, —3) olarak yazilir.

x+2y—3z=6
U-VI.3: 2x—y+4z=2 ; denklem sisteminin durumunu belirleyiniz ve eger varsa
4x + 3y —2z=14

¢Ozliimiinii bulunuz.

Coziim-V1.3: Denklem sisteminin durumu Gauss yok etme metodu ile tespit edilebilir. Boylece
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-4/ =2/11 2 -3 6 1 2 -3 6 1 2 -3 6

1/ [2 -1 4: 2]~ -1/ [0 -5 10: —10]~[0 -5 10: —10]

1/ 3 -2 14 /lo -5 10: -10) lo o o: o
elde edilir ki hi¢ bir denklem ¢eliski igerisinde olmadigindan sistem anlamlidir. Ugiincii
denklemin ¢6ziime katkisi olmadigindan islemden ¢ikarilir dolayisiyla sistemde ii¢
bilinmeyenli iki denklem bulundugundan sistemin (3-2) = 1 serbest degiskenli ¢ok ¢oziimii
vardir. Sistemin serbest degiskeni z oldugundan genel ¢6ziimii elde edebilmek i¢in z = a € R
olsun. ikinci denklemden —5y + 10a = —10 => y = 2a + 2 ve birinci denklemden de x +
2(2a + 2) —3(a) = 6 => x = —a + 2 => bulunur. Sonug olarak; 3-elemanli genel ¢6ziim,
(2 — a,2a + 2,a) olarak yazilir. Ornegin sistemin bir 6zel ¢oziimii icin a = 1 olsun. x = 1,
y =4vez=1veya (1,4,1) elde edilir.

x+2y—-3z=a
U-VI14: 2x+ 6y —11z = b} denklem sisteminin ¢6ziimii olabilmesi i¢in a, b ve ¢ sabitleri
x—2y+7z=c

iizerine hangi kisitlama konulmalidir.

Coziim-V1.4: Once denklem sisteminin durumu Gauss yok etme metodu ile tespit edelim.

-1/ -2/11 2 -3:i a 1 2 -3 e 1 2 -3 a
1/ |2 6 -11: b|~ %/lo 2 -5 b-2a|~l0 2 -5 b-2a
1/ -2 7 i c 0 —4 10: c—a

0 0 0: 2b—5a+c
0zdes sistemi elde edilir. Eger iicilincii denklem 0 = k, k # 0 formunda olursa sistemin ¢oziimii

olmaz. Yani 2b — 5a + ¢ # 0 olursa bu sistemin ¢6ziimii yoktur. Eger 2b — 5a + ¢ = 0 olursa

sistemin denklem sayis1 bilinmeyen sayisindan az olacagindan ¢ok ¢oziimii bulunabilir.

X1 —2xy +3x3 —2x4, =0
U-VI.5: 3xy — 7x, — 2x3 + 4x, = 0} homojen denklem sisteminin sifirdan farkli ¢oziimii
4x1 + 3x2 + SX3 + 2X4 = 0

olup olmadigini inceleyiniz.

Coziim-V1.5: Denklem sisteminin durumu Gauss yok etme metodu ile tespit edilebilir. Boylece

-4/ =3/11 -2 3 -2 0 1 =2 —2 0
1/ |3 -7 -2 4 0|~ o -1 —11 10 —11 10 :0
1/ 3 5 2 10 0 11 -7 —128 120 :0

0zdes sistemi elde edilir. Sistemde bilinmeyen saylsmdan az denklem sayist oldugunda (yani;

3 < 4) (4-3) = 1 serbest degisken vardir ve bu serbest degisken de x,’tiir. Genel ¢6ziimii elde

etmek icin x, = a € R olsun. Uciincii denklemden —128x3; + 120a = 0 => x5 = 1—2(1 ve
ikinci denklemden —x, — 11 (1—2 a) +10a =0=>x, = —%ave nihayet birinci denklemden

de x; — 2 (_E ) +3 ( ) —2a=0=>x = —Ea olur ve bdylece sistemin 4-elemanl
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e 23 5 15 w .
genel ¢oziimii, (— T a) olarak yazilir. Ornegin bir 6zel ¢oziim igin a = 16 olsun.

Bu durumda sistemin 6zel ¢oziimii, (—23,—5,15, 16) olur.

kx+y+z=1
U-VI6: x+ky+z= 1} denklem sistemindeki k degerini dyle bulunuz ki sistem; a) tek
x+y+kz=1

¢ozimli, b) ¢ozlimsiiz ve €) ¢ok ¢ozlimlii olsun.

Coziim-V1.6: Denklem sisteminin durumu, Gauss yok etme metodu ile tespit edilebilir.

Boylece
-1/ -1k 1 1: 1 k 1 1 1
k/ [1 ko1 1]~ Yoo -1 k-1 (k-1)
ki1 ke 1l GED/o k-1 k2-1: (k-1)
k 1 1 : 1
~ [0 (k*-1) k-1 (k-1 ] ozdes sistemi elde edilir. a) Bu sistemin tek
0 0 (k3 + k% —2k): (k?—=k)

¢oziimli olabilmesi icin ligiincii denklemin anlamli olmasi ve sistemde kalmasi gereklidir.
Uciincii denklem, (k% + k —2)z = (k — 1) seklinde diizenlenebilir. Burada z’nin katsayisi

(-1+V1+8)
2

sifirdan farkli olmalidir. Buradan k;, = = {-=2;1} bulunur. Oyle ise k=

R|{—2; 0; 1} igin sistem tek ¢oziimliidiir. b) Sistemin ¢6ziimsiiz olabilmesi i¢in tigilincii
denklemin sag tarafi sifirdan farkli, sol tarafi sifir olmalidir (yani denklem anlamsiz olmalidir).
Sag tarafi sifir yapan k degerleri, k = {0; 1}, sol tarafi sifir yapan k degerleri, k = {—2; 0; 1}
olduguna gore k = —2 i¢in iic numarali denklemin sol yarisi sifir oldugu halade sag tarafi 6
olup denklem anlamsiz olmaktadir. Dolayisiyla sistemin ¢0ziimii olmaz. c¢) Sistemin ¢ok
¢Ozlimlii olabilmesi i¢in {i¢ numarali denklemin hem sag ve hem de sol tarafi sifir olamalidir.
Zira tglincti denklemin sistemden ayrilmasi gereklidir. Boylece her iki tarafi da sifir yapan k

degerleri ise her iki tarafin ortak ¢6ziim kiimesi olan k = {0; 1} degerleridir.

x—3z=-3
U-VI.7: 2x+ky —z = —2] denklem sistemindeki k degerini dyle bulunuz ki sistem; a) tek
x+2y+kz=1

¢ozimli, b) ¢ozlimsiiz ve ) ¢ok ¢oziimli olsun.

Coziim-V1.7: Denklem sisteminin durumu, Gauss yok etme metodu ile tespit edilebilir.

Boylece

-1/ -2/11 0 -3: -3 10 -3 : —-31 [1 0 -3 -3
1/ 12 k —1: =2|~ “2/|o k 5 : a|~lo k 5: 4 |6zdes
1/ 11 2 k: 1 0 2 (k+3): 4 0 0 A: B

sistemi elde edilir. Burada A = (k? + 3k — 10) ve B = (4k — 8) ile verilir. a) Bu sistemin tek

¢coziimli olabilmesi i¢in {i¢iincii denklemin anlamli olmasi ve sistemde kalmasi gereklidir.
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Uciincii denklem, (k? + 3k — 10)z = (4k — 8) seklinde diizenlenebilir. Burada z’nin

katsayisi sifirdan farkli olmalidir. Buradan k, , = w = {-5; 2} bulunur. Oyle ise k =

R|{—5; 2} i¢in sistem tek ¢Oziimliidiir. b) Sistemin ¢6ziimsiiz olabilmesi i¢in ti¢ilincii denklemin
sag tarafi sifirdan farkli, sol tarafi sifir olmalidir (yani denklem anlamsiz olmalidir). Sag tarafi
sifir yapan K degerleri, k = 2, sol tarafi sifir yapan k degerleri, k = {—5; 2} olduguna gore k =
—5 i¢in {i¢ numarali denklemin sol yarisi sifir oldugu halde sag tarafi -28 olup denklem
anlamsiz olmaktadir. Dolayisiyla sistemin ¢éziimii olmaz. ¢) Sistemin ¢ok ¢6zlimlii olabilmesi
icin li¢ numarali denklemin hem sag ve hem de sol tarafi sifir olamalidir. Zira li¢lincli denklemin
sistemden ayrilmasi gereklidir. Boylece her iki tarafi da sifir yapan k degeri ise her iki tarafin
ortak ¢ozlim kiimesi olan k = 2 degerleridir.

x+2y—3z=a
U-VI8: 3x —y+ 2z = b} denklem sisteminin ¢dziimii olabilmesi i¢in a, b ve ¢ sabitleri
x—5y+8z=c

iizerine hangi kisitlama konulmalidir.
Coziim-V1.8: Once denklem sisteminin durumu Gauss yok etme metodu ile tespit edelim.

-1/ =-3/11 2 -3 a 1 2 -3 a 1 2 -3 a
1/ 13 =1 2: b|l~ Yo =7 11: b-3a|~l0 =7 11: b-3a
1/ 11 -5 8: ¢ 1l -7 11: c—al lo 0 0: 2a-b+c

0zdes sistemi elde edilir. Eger iiclincli denklem 0 = b, b # 0 formunda olursa sistemin ¢oziimii
olmaz. Yani 2a — b + ¢ # 0 olursa bu sistemin ¢oziimii yoktur. Eger 2a — b + ¢ = 0 olursa

sistemin denklem sayis1 bilinmeyen sayisindan az olacagindan ¢ok ¢oziimii bulunabilir.

VI.6 Cahsma Sorulari-1: Gauss Yok Etme Metodu ile ilgili
x+3y—2z=0

CS-VI.l: x—8y+8z=0 ] homojen denklem sisteminin sifirdan farkli ¢6ziimii olup
3x—2y+4z=0

olmadigini inceleyiniz. (C: Sistemin ¢ok ¢6zlimii vardir)

ax+by=e

CSVI2

} denklem sisteminin; a) tek ¢ozlimlii, b) ¢6zlimsiiz ve ¢) ¢ok ¢ozlimii

oldugunu gosteriniz.

x+2y+kz=1

CS-V1.3: 2x +ky+8z=3

} denklem sistemindeki k degerini dyle bulunuz ki sistem; a) tek

¢Ozlimlii, b) ¢oziimsiiz ve ¢) ¢ok ¢ozlimlii olsun.

x+y+kz=>2
CS-V14:3x+4y+2z = k} denklem sistemindeki k degerini dyle bulunuz ki sistem; a) tek
2x+3y—z=1

¢Ozlimlii, b) ¢oziimsiiz ve ¢) ¢ok ¢ozlimlii olsun.
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x+3y—2z=0
CS-VI5: 2x—3y+z=0 } homojen denklem sisteminin sifirdan farkli ¢oziimii varsa
3x—2y+2z=0

bulunuz.

ax+by=1

CSVIS: L b~

} denklem sisteminin; a) tek ¢oziimlii, b) ¢ozlimsiiz ve c) ¢ok ¢coziimii
oldugunu gosteriniz.
V1.4.2 Determinantlar ile Coziim (Cramer Kural)

n bilinmeyenli n adet lineer denklemden olusan bir sistem,

(*)

{allxl + -+ alnxn = b1

Ap1Xq + -+ + AnnXn = by,
diisiiniilsiin. A = [ai j] sistemin katsayilar matrisi olmak iizere A bu matrisin determinantini
gostersin. Ayrica A;, A matrisinin i. siitinunun sabit terilmli siitunla yer degistirmesinden
olugsmus matrisin determinantini gostersin. Determinantlar ve (*) ile verilen sistemin ¢ézimii
arasindaki temel bagint1 takipteki iki teoremle verilir.

Teorem-V1.4: AX = B sisteminin ancak ve ancak A= |A| # 0 ise tek bir ¢oziimii vardir. Bu

. A A
tek ¢oziim se x; = Xl, X, = XZ,

.y Xy = %n esitlikleri ile verilir.

Bu teorem, lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in Cramer Kurali olarak bilinir. Bu
teoremin yalnizca esit sayida bilinmeyeni ve denklemi olan sistemler i¢in gegerli oldugu ve A=
|A| # 0 durumunda ¢oziim verecegi agiktir. Buna karsilik bir homojen sistem igin takipteki
teorem verilir.

Teorem-VI1.5: AX = 0 sisteminin ancak ve ancak A= |A| # 0 ise sifir olmayan bir ¢oziimii
vardir.

Lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiimiinde Cramer Kurali yaklasiminin Gauss yok etme
metodundan daha avantajli olmadigimi sdylemek miimkiindiir. Ancak teorik ve tarihsel

nedenlerle ilgi ¢ekici oldugu sdylenebilir. Bununla birlikte sistemin ¢ok ¢oziimleri de Gauss

indirgeme metodu uygulandiktan sonra Cramer kurali ile bulunabilir.

2x—=3y =7

Ornek-VI.8: 3x +5y =1

} denklem sisteminin Cramer kural1 ile ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim-V1.8: Katsayilar matrisi, A = [g _53] olup A= |A| = 19 # 0 oldugundan sistemin

bir tek ¢ozlimii vardir. Ayrica A, = |Z _53| =38ved,= |§ Z = —19 sonuglar1 elde edilir.
) _Bx _ 38 _ Ay 19
Boylece x = T 2vey = T 1 sistemin ¢oziimiidiir.
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Ornek-v1.9: . “*~ 2by = ¢

: _ } denklem sisteminin Cramer kurali ile ¢éziimiinii bulunuz.
3ax — 5by = 2c

Burada a, b ve ¢ sifirdan farkli sabitlerdir.

Coziim-V1.9: Katsayilar matrisi, A = [3aa IEZ] olup A= |A| = ab # 0 oldugundan sistemin
. . _l¢c =2by_ _ _la c|_ _
bir tek ¢6ziimii vardir. Ayrica A, = | 2e —spl = bcveA,= |3a Zc| = —ac sonuglari elde
edilir. Boylece x = B D6 Ly y = b _ _x_ ¢ sistemin ¢oziimidiir.
A ab a A ab b

2x+3y=2z+1
Ornek-VI1.10: 3x + 2z = 8 — Sy} denklem sisteminin Cramer kurali ile ¢oziimiinii bulunuz.
3z—1=x-2y

2 3 -1
Coziim-V1.10: Katsayilar matrisi, A=|3 5 2 ] olup A= |A| = —22 # 0 oldugundan
-1 2 3
1 3 -1 2 1 -1
sistemin bir tek ¢oziimii vardir. AyricaA,= 18 5 2 |=-66,A,=|3 8 2 |=22ve
1 2 3 -1 1 3
2 31 Ay _ —66 A 22
A,=|3 5 8|=—44sonuclan eldeedilir. Boylecex ==~ =—=3,y=2="—=-1
AT -22 AT -22
-1 2 1
Ve z = % = :;:: = 2 sistemin ¢6ziimiidiir. Béylece 3-elemanli dizi ¢6ziim (3, —1,2) ile verilir.

V1.4.3 Matris Tersi ile Coziim
n bilinmeyenli n adet linecer denklemden olusan bir sistem, AX = B matris gosterimi ile

X1
ifade edilebiliyordu. Burada eger |A| # 0 ise X = A™!B esitligi yardimi ile X = ]
xn

bilinmeyen vektori bulunabilir.

3x +5y =8

Ornek-VI1.11: 4x—2y =1

} denklem sisteminin matris tersi ile ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim-VI1.11: Katsayillar matrisi, A = [i _52] olup A= |A| = —26 # 0 oldugundan

' -2 - X
sistemin bir tek ¢oziimii vardir. Boylece A™! = A%A = - % [_i 35] olup X = [y] =A"'B
X -2 —
esitliginden X = [y] = —2—16 _i 35] [513] = % gé] sonuglari elde edilir. Boylece x = % ve

29 . S,
y = sistemin ¢cOziimiidiir.

2x+3y=2z+1
Ornek-V1.12: 3x + 2z = 8 — 5y denklem sisteminin matris tersi ile ¢oziimiinii bulunuz.
3z—1=x—-2y
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2 3 -1
Coziim-V1.12: Katsayilar matrisi, A= 3 5 2 ] olupA= |A| = —22 # 0 oldugundan

-1 2 3

adia 1 11 -11 11

sistemin bir tek ¢oziimii vardir. Boylece A™! = ﬁ ~ % 11 5 —7 olup X =
X 11 -11 11
[yl A1B esitliginden X = I l —-11 5 sonuglar1 elde
z 11 -7
edilir. Boylece x = 3, y = —1ve z = 2 sistemin c;t')zl'imudur. Boylece 3-elemanli dizi ¢6ziim

(3,—1,2) ile verilir.

x+2y—-3z=1
Ornek-V1.13: 2x + 5y —8z =4 I denklem sisteminin durumunu Gauss yok etme metodu ile
3x+8y—13z=7

belirleyiniz ve matris tersi ile ¢coziimiini bulunuz.
Coziim-VI1.12: Denklem sisteminin durumu belirlemek icin Gauss yok etme metodunu
uygulayalim. Boylece

-3/ =2/[1 2 -3: 1 1 2 -3 11 [1 2 -3 -1

1/ [2 5 -8: 4]~ 2/[0 1 -2 2]~[0 1 -2 2]

1/ 13 8 —-13: 7 0 2 —4: 4 0 0 0: O
elde edilir ki denklemlerde bir ¢eliski olmadigindan sistem anlamli olup sistemin bir serbest
degiskenli ¢cok ¢oziimii vardir. Bu serbest degisken ise z’dir. z = a € R olmak iizere sistemin
genel ¢oziimii bulunabilir. Sistemdeki herhangi iki denklem segilerek z = a icin iki

bilinmeyenli iki denklem sistemi olusturulur. Ornegin; 1 ve 2 denklemlerinden x + 2y = 3a +

1 ve 2x + 5 = 8a + 4 sistemi elde edilir. Katsayilar matrisi, A = [1 2] olup A= |A| =1+

_ AdjA _ 5

0 oldugundan sistemin bir tek ¢dziimii vardir. Boylece A™? 7

_12] olup X =

[;i] = A™1B esitliginden X = [;] = [_52 _12] [2332 ::__41; = [;2; 23 sonuclar elde edilir.

Boylece x = —a—3 , y =2a + 2 ve z = a sistemin ¢oziimiidiir. Boylece 3-elemanli dizi
¢oziim (—a — 3,2a + 2, a) ile verilir. Ornegin sistemin bir dzel ¢dziimii z = a = 1 igin x =
—4,y =4 ve z =1 olup 3-elemanli 6zel dizi ¢6ziim (—4,4,1) ile verilir.

VLS. Béliimle ilgili Genel Uygulama

1

Uygulama-VI.1: A = [4

_33] matrisi veriliyor. Au = 3u olacak sekilde bir u vektorii

bulunuz.
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x+3y=3x

Cozim-VI1: w =[] olsun. au=3u => [} %][[]=3[}]=> {50 y— 3y ¥

eya

—2x+3y =0

4x — 6y = 0 } denklem sistemi elde edilir. Burada birbirine esit iki denlem oldugundan

sistemin tek serbest degiskenli ¢ok ¢oziimii bulunabilir. Yani x = %y yazilir. Sistemin genel

¢Ozlimii, 6rnegin; y = a € R olmak iizere x = 5@ bulunur. Bir 6zel ¢6ziim i¢in a = 2 olsun

buradan x = 3 bulunur.

2x+3y—4z=7

X—2y—5z=3 } denklem sisteminin ¢oziimiinii; a) Gauss metodu, b)

Uygulama-V1.2:

Cramer kurali ve ¢) matris tersi ile bulunuz.

—1/[2 3 —4 7]~[2 3 —4
2/ 11 -2 -5 31 lo -7 -e:

sistemi elde edilir. Boylece boyA=3-2=1 serbest degisken olup z’dir. z = a € R i¢in ikinci

Coziim-V1.2: a) Gauss metodu ile: _71] Ozdes

denklemden —7y —6a =—-1=>y = %(1 — 6a) ve birinci denklemden 2x +%(1 —6a) —

_ (46a+46) _
==

4a=7=> 2x > x = 2—73(61 + 1) bulunur. 3-elemanh dizi ¢oziim, (? (a +

1),%(1 — 6a), a) yazilir. b) Cramer kurali ile ¢6zmek i¢in denklemlerde z = a € R yazarak

2x+3y=7+4a

Xx—2y=3+5a } olur. Bu ise iki bilinmeyenli

denklem sistemi yeniden diizenlenir. Soyle ki

iki denklemin ¢6ziimiine es degerdir. Boylece katsayilar matrisi, A = [i _32] olup A= |A| =

3 L oo |7+4a 3|_ .. B
—7 # 0 oldugundan sistemin ¢6ziimii bulunabilir. A,= |3 +5a _2| =—23—-23avel,=
2 7+4al_ —1+ 6a bulunur. Buradan x =ﬂ=§(a+ 1) ve y =A—y=l(1—6a)
1 3+5a ' A7 A7

bulunur. Sonug olarak; 3-elemanh dizi ¢6ziim, (? (a+ 1),%(1 - 6a),a) yazilir. C) matris

l[i _32] [7+4a] _1[23a+23

7 - 1—6a

3+5ql =7 ] olup 3-elemanli dizi

o . e e x _1
tersi ile ¢oziim X = [y] =A""B=

coziim, (? (a+1),(1-6a), a) elde edilir.

65



