ILERI BAYESCI YONTEMLER

.

Onsel dagihhm

Bir parametrenin 6nsel dagilimi, veriyi analiz etmeden 6nce parametre hakkinda kesin olmayan
bilgilerinizi igeren olasilik dagilimidir. Onsel dagilim ve olabilirlik fonksiyonunun ¢arpimi
parametrenin sonsal dagilimini verir. Sonsal dagilimi kullanarak tiim ¢ikarimlarinizi

yapabilirsiniz. Onsel dagilim kullanmaksizin modelleme veya Bayesci ¢ikarim yapamazsiniz.
ONSEL DAGILIMIN SECiMi

Onsel dagilim agik bir sekilde bilinmiyorsa bu durumda objektif veya subjektif olarak uygun

bir 6nsel segilebilir. Herhangi bir 6 parametresi i¢in en ug objektif nsel

c 0 ER
f(e):{ 0 6¢ R,

f(0/X) < L(6; X)f ()
f0/X) xL(6;X) (f(8)=1) (6nseli diizgiin dagilim sectik.)

1 0=6,

0 00 = P(6/X) = P(0)

P() = {

Verilen parametre verilerden tamamen bagimsizdir.

ORNEK: Herhangi bir tesadiifi degisken ; X / m~B(m)

=1

P(X/n)={ 1—7T7T jcC=0
T*(1—m)l™> x=0,1

P(X/”):{ 0 d.d

Boyle x tesadiifi degiskenlerinden 50 tane gézlemimiz olsun
»20 x; =31 (31 tane basarili varmis.)

Olabilirlik fonksiyonu;

50
L(m; X) = HP(xi/n) =3l (1-m?°
i=1
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Veya

50

= l_[nxi. (1 —m)t %

i=1
= T[in(l —_ T[)Z(l_xi)
— 7.[.31(1 _ 7'[)19
£(m: X) = 31logm + 19log(1 — 1)

d¢ 31 19

& 0= 7 =062
it 7 1-% m

(Onseli 1 kabul ettigimizdeki bayesle, klasik olasilik aynidir.)

%395 giiven araliklarint hesaplamak gerekirse;

R (l—1) 0.62 x 0.38
T+ Z X |——==10.624+1.960 |——— = (0.49;0.75)
025 n 50

a =2, B = 2 olacak sekilde 7 € (0,1) i¢in 6nsel dagilimi B olarak kabul edelim.
Beta dagilimi:

a>0, >0, 0<m<1 olmak lizere

I
fm = ‘r<(;.+r‘fﬁ)> - mE

=c.m“ (1 — )P

re+2 3
f(m) = mﬂz (1—m)?
r4) 3!

f(0/X) o« L(6; X)f (6)
Sabit oldugu igin orantiya kattik.
f(m/X) o L(m; X) f (1) 3

« m31(1 — m)%6m(1 — )
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o« w32 (1 —m)?°

Sonsal dagilim,  fonksiyonuna benziyor.

(33 +21)

c= m = orantidaki sabit (c)'yi verir.

NOT: Subjektif olasilik (BAYESCI YAKLASIM) agik ve dogrudan gikarimlar yapar ve
mevcut biitiin bilgiyi kullanir. Klasik olasilik ise ¢ikarimlar i¢in sinirlamalara sahiptir ve

mevcut biitlin bilgiyi (mesela 6nsel bilgiyi) kullanmaz.
Genel prensipler basligindan devam ediyoruz:

X = (X1,X,) seklinde iki parca halinde yazarsak ve X; L X, (birbirinden ayri) ise 6

parametresi igin;

fX1/6)f(6)
f(X1)

Bayes ifadesini X; i¢in yazdik.

f(8/X1) = o L(6; X1)f(6)

_fO/0FO/%)
FO/X0,X) = =0T < L XD/ Xa)

o« L(6; X5)L(6; X1) £(6)

L(HZXLXZ)

6 parametremizi 8 = (6,,6,) gibi iki parametreye ayirirsak. Ama sadece 6 parametresi
lizerinde ¢ikarim (islem) yapmak istiyorsak; 8, bos (sagma ) parametre olur. BU durumda 6,'in

marjinal (sonsal) dagilimi:
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F(6/%) = f £ (6:,6,/X) db,

Eger;
L(64,6,;X) X; 0, ‘ye bagh degilse X; 6, bilindiginde 6, hakkinda herhangi bir bilgi vermez

ve 6, veriden tanimlanamaz denir. (Veriden bagimsiz)

f(6,/X) o< L(61;X)f(61)
f(91) = f f(6,,0,) do,

OBJEKTIF ONSEL DAGILIMLAR

Objektif onseller deneye dolayisiyla deney yapan kisiye bagli olmayan 6n bilginin genel
ifadesidir. Birgok objektif dnsel alternatif vardir. Biz sadece en ¢ok kullanilan birkag tanesinin

izerinde duracagiz.

1) Diizgiin (Uniform) Onsel Dagilim: Doniisiim yaptigimizda onselimiz iiniform
olmuyor degisiyordu.
Parametreler hakkinda fazla bilginiz yoksa veya hi¢ bilginiz yoksa Bayes-Laplace

onermesi; f(0) x L, 8 € R, bi¢ciminde ifade edilen bir diizgiin 6nseli kullanmamizi

Onerir.

Rg ,ailebarasinda sinirlidir.

= — < <
a=0,b=1icin f(g):{é , 0<6<1
a=2,b=>5icin f(g)_{g , 2<6<5

Hepsi birer sabittir.(c’dir) Her sabit (¢) yani 1,3,... 1 ile orantilidir. Bu nedenle

£(6) x 1 “dir.
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Rg smirsiz ise; —o0 < B(Rg) < oo

bfzwf(e) do = Zﬁda >

a=—0oo

Yakinsak ¢ikmadigindan diizgiin degildir.

Bunun anlami; f(6)diizgiin dagiliml degildir. Biz bunu improper( diizgiin olmayan) olarak
ifade edecegiz. f(6) improperdir. Bu problemi agmak igin bolgesel diizgiin Onseller

kullanilir. Ry sinirlt olursa ;

1
(13933)_4(9):{?, 1<6<3
3 )
3
f 1 8 _3.1_,
3—1 _3—11 _2 2_
1
= yakinsaktir.
1 9 ,
f(9/a,b)={ bh—a ’ E(a,)
0 , 6¢&(ab)

ORNEK: Bir kavsakta 3’er dakika boyunca 300 kez saga donen araglarin sayis1

X1,X5, . ,X300 OlSUN.

X = % bulunmustur.

x;: Aracin 1 dakika stire i¢inde saga donmesi

bu tesadiifi degiskenlerin her biri pu ortalamali ve birbirinden bagimsiz Poisson dagilimina

sahip oldugu biliniyorsa uniform 6nseli kullanarak sonsal dagilimini hesaplaymiz.

x;/u~P,(u) i=1,..,300

e H u*

fa/w ==, xem

it

3 tane vardir.
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parametremiz Onsel dagilim
Sonsal dagilim

N FGi/X) o« LG X) £

Parametre hakkinda ne Parametre hakkinda ne
biliyoruz? Veri(bilgi) varken biliyoruz? Bilgimiz yokken
300
e_u'ﬂx 6_300M'M2xi 300 > 300 1168
. — — - Xi — p—
L(w; X) = | | Tk 300, ] o e PR piti = e y
i=1 ' =17

'

Bu sabiti hesaplamak yerine orana katariz.
. —-300u,,1168
L(u; X) o e72%0Kp 1108, f(u) 1 =

= f/X) < L X) (1)
1

= f(u/X) « e=300u ;1168
Eger orana kattigimiz sabiti de bulmamiz istenirse;
Gamma dagilimina uyup uymadigina bakariz.
u/a,B ~ Ga(a,B)

Bunun dagilim fonksiyonu;

a,a—1
Ffa,B)="re ™™, neR
Yada
fu/a,B) = e e #B | e RY

BT (o)

_ B .
C—F(a) (sabit)

diger kalan ifade; u* ‘e P* bizim ifademizde vardi. (e ~300#1168)
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a—1=1168 } 3001169
=c=
B =300 F(1169)

O halde sonsal ifademiz;

3001169 300 11
fW/X) = —gegre e
bulunur.

L XOfW
f/X) ==

v

Bunu kaldirdik orana ekledik.

fu/X) o L(u; X)f (u) olmustur.
p € R* dir. Ciinkii X ortalama negatif olamaz(oranlarin ortalamas1 negatif olamaz.)
f(u/X) bir dagilima benzedigi durumlarda isimiz kolaydir.

f(u) x1, peR? 6nseli diizgiin kabul ettik. Simdi bunda bir degisiklik yapalim: A

parametreli olan poisson dagilimi

A= % parametreli olsun. Boyle segersek acaba onsellerde bir farklilik olur mu?

P(X/2) = 7 e /1 xeXxt
kisi: FO0/w) = =25 = L koyduk
(eskisi: f(X/u) = por _,u:M_A oyduk.)

Bizim tizerinde durdugumuz (degisken degistirmede) parametrelerdir ve parametremiz olan p
siireklidir. (u € R*) o halde Jakobiyen koyacagiz.( poissonun kesikli dagilim olmasi bizi
ilgilendirmiyor.)

1

fO=fwll,  w=3

fQA) o< 1. ’Ell_l/{’
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1 1
fQA) o< 1. ’_ﬁ > f(l)x z " dizgin dagilimli degildir.

( eskisi; f(u) o« 1idi yani dizgn dagilimliyd:. )
Fakat sonradan buldugumuz dizgin dagilimli mi?

SONUC: Parametrelerin onsel dagilimi diizgiin(uniform) iken parametreler iizerinde
yaptigimiz bir takim doniigiimlerle baska bir dagilima doniigebilir. f(4) %2 ifadesinde

oldugu gibi. Bunu da kullanabiliriz

Ancak kullanacagimiz bu oOnsel artik diizgiin dagilimli degildir. Ancak bazi1 onseller,
parametrelerin doniisiimii altinda sabittir. Bu tiir 6nsellere sabit(degismeyen) onseller denir.

Simdi bu sabit(degismeyen) onsellere bakacagiz.

2. Jeffreys’in Sabit(Degismeyen) Onseli (parametreler icin)

Jeffreys’ in Onseli oldukga faydalidir (Jeffreys 1961). Lokal iiniformal 6zellige sahiptir:
aralik disinda biiyilik degerleri olmayan ve olabilirligin anlamli oldugu bolgede cok fazla

degismeyen bir onseldir. Fisher bilgi matrisi iizerine temeldir.
0 parametresi igin f(0) « \/I(8) : 6 € Ry
Burada ;

1) = _E{w}

do?

1(6)"ya Fisher’in beklenen bilgisi denir. Bu tej parametre i¢indir. Eger 6 parametre
vektoriiyse (yani birden fazla parametre varsa drnegin; normal dagilim: p , o parametreleri

vardir.)

1(8) yogunluk fonksiyonunun Hessian matrisinin beklenen degerinin (-) isaretlisidir.
f(6) o« [1(6)]'/?

f(X/61,62)
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[d*logf d*logf]
_|"a8,>  do.de,|
"~ |d?logf d?logf

|d6,d6, ~d6,? |

NOT: 08 parametreleri birbirinden bagimsiz ise 6nsel dagilim tek degiskenli sabit dnselin

carpimina esittir.

ORNEK: X tesadiifi degiskeni u ortalamali Poisson dagilimina sahip iseJeffreys’in sabit

Onselini bulalim:

X/~ Po()
par/ =" ez
0= - { logf(X/u)}

{dzlog(

{dz (xlogu u logx!}

- }

—-E

E{d
d

':
':IR

1 1
I(u)——=>f(u) \/; Nk u € R*
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ORNEK: X tesadiifi degiskeni A ortalamali iistel dagilima sahipse Jeffreys’in sabit 6nselini

hesaplayiniz.

X/A~Ex(A)
fX/A) =2 |, xeR*

dzlogf(X//l)}

1) = —E{ oE

_ d?log(le=*)
B dA2

_ g {dz(log?\ — ?\x}

dA?
-£{mG-o}= -5(-3)=-(-5)-z
1 1 1
D=5 = M« |5=7

ORNEK: X tesadiifi degiskeni p ortalamali g2 varyansl normal dagilima sahip olsun.
X~N@uo?)

a) u ve o?'nin bagiml oldugu kosulu altinda Jeffreys’in sabit 6nselini bulunuz.(ortak)
b) u ve o2 nin birbirinden bagimsiz oldugu kosulu altinda Jeffreys’in sbit onselini

bulunuz.
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CcOZUM:

SRR
a) f(X/u,a)=maez s/ , x€R

1 A A
_ . . — e _- _ 2
)L—az diyelim = f(X/u, 1) ’Znexz){ Z(X ) } ) x €R

1 1 1
tr =logf(X/u,A) = Elog)l —Elog2rt —El(x — w)?

[d*¢; d?*4]
| du d,udll
|d2e,  dze; |
ldAde a2z |

-1 x—Uu
1
TR Top

I(u,A) = —E

E(=4) E(x— #)]

1
EG—1) E(=53)

E(x) = uold.
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S

222 272

A 0
I(A,up) = [0 i‘ = Fisher'in bilgi matrisi
272
%o ¥ 212 21 V24 N2V
11 1 1 ,
f(ﬂ;ﬂ)“ﬁ-ﬁ“ﬁﬁf(lﬂ)“ﬁ A=0
fAw <z, peER, AER’
bagimli iken

flu,0) = f(w D). 1J1

o 1 2
NN
p)
2

X 0.—ow— X—
o3 o

b)
u L A (birbirinden bagimsiz)

fu ) = ff@)

fu) o< /1w
d*logf (X/w)
I(w) =-E {d—uzﬂ}
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1 1 A )
logf (X/w) = 7logd — 5 log2m — - (x — p)

d
= —F {@ A - w1}
= —E(—A1) = 1 - sabit

(W) =21 f(u) « V1« 1 (A sabit oldugundan)

F) o 1D
() = -E {—dzlo‘f&gx/@}

--efg-do-w)

-t} 5
B 2A2) 222

1 1
I =55 = f(l)oc%:

1 1
fw,A) =ffd) « Lo=7

S5 =
ROy
NN

1
flu, 1) « 7 M € R, 1€ R*(standart hata negatif olamaz.)
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r biliniyorsa

Dagilhim Referans onseli Sonsal referans
X/m~B(m) 11 f(n/X)zBe(%+Zx,%+n—
f(m) < Be(5,5)
2 x)
X/u~Po(u) fW o ™2, peRr* fu/X) = Ga(§+ Y x,n)
X/m~Nb(r,m) | f(m) xt*(1-m)""2m € (01) | f(n/X)= Be(nr,% + Y x —nr)

A biliniyorsa

fW ol ,ueR

X/A~U(0,2) fA oAt , 1eRt fA/X) = Pa(n, x(n))
X /A ~Ex(1) fD At | 1eRt fA/X) = Ga(n, ¥ x)
X/u~N(u A1)

_ 1
fu/X) =NEX,—)

X/A~N(u, A1 _
AN AT fA«At , 1eR? F/) = Gal 2E 1
U biliniyorsa 2 2
/%) = Stn—1, 8. 1
XX —X)?
X/ AN@a™ | fanent {8
fQ/X) = Ga(2 BT
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ORNEK: x/u~Po(u) ise referans onselimiz f(u) o< u~'/? hakkinda bir sonsal dagilim

bulalim.

f(8/X%) « L(6;X)f (6)

6_9. X
fX/0) =—,
"e—e.ex e 0 grxi
1o:0 = | [ ==
Y X i=1Xi-
e "0 grxi
f(0/X) <« ————.07Y/2
i=1 Xi!

1
o« e M0 9TFTEXI o Ga(% + Y x,n)

SONUC:
Eger parametre uzay1 sonlu ve kesikli ise uniform(diizgiin) 6nseli kullanilmalidir.

Parametre uzayi siirekli ise; Jeffreys’in sabit Onselini ve buna benzer olan referans onseli

kullanilmalidir.

Stirekli parametreler i¢in miimkiinse bagimsizlik kabuliinii yapmak tavsiye edilir.(6nsellikte

kesinlik yoktur.) Parametre uzayi kesikli ve sonsuzsa sanki siirekliymis gibi islem goriir.
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