ILERI BAYESCI YONTEMLER

SUBJEKTIF ONSEL DAGILIMLAR(Bilgi verici onseller)

Subjektif onsel dagilimlar 6 parametre hakkinda bilgi varken kullanilsan bilgi verici

(informative) onsellerdir. Genel olarak 4 sekilde hesaplanabilir.
a)Diizeltilmis Histogram:

R parametre uzay1 kesikli bolgelere ayrilir. Her bolgeye bir olasilik karsilik getirilir. Ve bu

olasiliklar f(0) 6nsel yogunluk fonksiyonunu olusturmak i¢in diizgiinlestirilir.
b)Diizeltilmis Birikimli Yogunluk Fonksiyonu:

0'nin farkli degerleri i¢in birikimli olasiliklar belirlenir. Bu olasiliklar f(8)'y1 elde etmek i¢in

diizeltme islemine tabi tutulur.
¢)Goreceli (Nisbi) Olabilirlik:

0'nin farkli degerleri igin géreceli yogunluk fonksiyonlari belirlenir ve bunlar kullanilarak f(6)

icin diizglin bir yiizey elde temek i¢in tahminler yapilir.

Bu metotlar tesadiifi ve hesaplamasi belirsizdir. Daha iyi bir yaklasim f(8) i¢in genel bir form
olusturmak ve 8'nin 6nsel momentleri ve nicelikleri (8'nin varyansi , standart sapmasi gibi )
hakkindaki bilgileri kullanarak hiper parametrelerini olusturmaktadir.(Dagilimlarin stel

dagilimlar oldugunu gostermek i¢in kullandigimiz parametrelere hiper parametreler denir.)
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d)Eslenik (conjugate) Onsel
Tamm:
0 parametresi igin f(0) onsel dagilimlarin ailesi F olsun. Eger Vf(0) i¢in elde edilecek

f(0/X) x L(8;X) f(B) sonsal dagilim F ailesinin bir elemaniysa bdyle bir kiimeye
f(6/X)'den yapilan 6rnekleme altinda kapalidir denir. Boyle aileler ya hesaplamasi kolay ya
da uygundur. Her ikisinin de ayn1 anda ger¢eklesme olasiligi zordur. Sadece iistel dagilimlar

ailesi i¢in her iki durumda gegerli olabilir.

6 icin;

f(X/6) = exp{a(x)b(0) + c(x) + d(0)} ustel ailesinin genel formu

f(0) < exp{k,b(0) + k,d(0)} ifadesine 6 i¢in dogal eslenik 6nsel denir. k; ve k, uygun
sabitlerdir.

e Hu*

ORNEK: x/u~Po(u) olsun. f(X/u) = £ iistel ailesi formunda yaziniz.

x!
COZUM:

x = loge* = e'°9% oldugundan

I
1}

= exp{logu® — logx! + loge ™"}

S /) = log {exp [

X

e Hu
|

exp {log [

X

= exp{xlogu — logx! — u}

f&X/w) = expla(x)b(u) + c(x) + d(w)}

a(x) = x

b(p) = logp
c(x) = —logx!
d(p) = —p

u parametreli Poisson dagilimini iistel ailesinden oldugunu gosterdik.
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f(0) x g(8)exp{k,b(0) + k,d (6} ifadesine eslenik(conjugate) onsel denir.

f(8/X) < L(6;X) f(8) x g(6)exp {kl + Z a(xi)}b(e) + (k; +n)d(6)

=1

ORNEK: X /u~Po(u) sahipse eslenik 6nselini elde ediniz.

e M. u*

fX/w) = x|ﬂ = exp{xlogu — logx! —u} x=0,12,..

a(x) = x

b(p) = logp
c(x) = —logx!
dw) = —u

f(u) o« explkilogu + ky(—p)} = efalogntkaCi) = ghalogi gk2(“) = ykrexp(—k,pu)

f) ocpfaeChen) | p >0 ~ Ga(ky + 1, k)

Gamma dagilim;

X/a,A

a.,a—1

')
Fu/ky, ky) o< pka—te=kau

ORNEK: X / A~Ex(2) ise eslenik onselini elde ediniz.

e—)tx < xa—le—/lx

fX/a, ) =

COZUM:
f(X/2) = 2e™ = exp{log(le=**)}

= exp{logh — Ax} ,x>0
Once iistel ailesi formuna benzetmek gerekir.
a(x) = x

b(A) = -2
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c(x) =0

d(1) = logh

f) « explls (=) + ka2 (logA)}
f(A) x Ak2e=k12, 3 >0

f(A) < Ga(ky +1,kq)

Dagilim Eslenik onsel

Eslenik sonsal

X/ A~NG AT f (u,2)

, A bilinmiyorsa = Ng(a,b,c,d)

fu/X)

= St< 2c

ab+ Y x (b+n)2c+n)

! _ — Y)2
bHm d+ ¥ - R ymla—A)

+ n,

_ v)2
FO/X) = Ga{c+g,d+¥

bn(a — X)?
’ W}
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Dagihim Eslenik onsel Sonsal eslenik

X/m ~B(m) f(m) =Be(a,b) |f(m/X)=Be(a+Xx,b+n—7x)

X/u~Po(u) f) = Ga(a,b) | f(u/X)=Ga(a+Xx,b+n)

X/m~Nb(r,m) | f(m) = Be(a,b) f(r/X)=Be(a+nr,b+Yx—nr)

r biliniyorsa

X/A~U(0,1) f(A) = Pa(a, b) f(A/X) = Pa(a + n,max{b, x(y})
X/A~Ex(Q) f(A) = Ga(a,b) f(A/X) = Ga(a+n,b+ Y x)
X/u~NQ@2™") ab+AYx 1
f(w) =N(a,b™") X)=N :
A biliniyorsa g : flurx) ( b+ni "b+ n’l)
X/A~N@A™) N2
f(A) = Ga(c,d) f(A/X) = Ga(c +g,d + —Z(XZ #) )

W biliniyorsa

Eslenik oOnselleri kullanarak f(6/X) < L(6;X)f(6) elde ediyoruz. Buradan da sonsal

eslenikler( referanslar gibi) elde edilebilir.

Eger 6 iki parametreden olusuyorsa bu durumda {istel dagilimlar ailesini;

f(X/0) = exp{a;(x)b,(6) + a,(x)b,(8) + c(x) + d(0)} seklinde ifade edebiliriz.
= dogal eslenik onselimiz

f(0) < exp{k b, (0) + kyb,(0) + k3d(6)} dir.

Burada k4, k,, ks uygun sabitlerdir.

f(6) x g(0)exp{k,b,(0) + k,b,(6) + k3d(0)} eslenik onsel

6, L 0, ise bu durumda kosullu eslenik 6nseli kullanabiliriz. Yani; 6, biliniyorsa

olacaktir.
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Eger 0, biliniyorsa;

olacaktir.

ORNEK: X/u,0~N(u,02) sahipse u ve o2 parametreleri igin eslenik onseli hesaplaymiz.
COZUM:

A= % alirsak

A A
f(X/li,/D = Eexp{_z(x_’u)z}

—2Ax2 2
o (2 -4y o)

f(X/0) = exp{ai(x)b1(0) + az(x)b,(0) + c(x) + d(6)}

a,(x) = x?
b(2) = -2
2
az(x) = x
b, (4, 1) = Au
c(x)=0
d(h 1) = —/;uz lozgl
f(uw ) < exp {kl(— %) + k() + k3(—/;u2 N log)l)}

ky, k,, ks sabit ; A, u esas parametre.

k
flu,A) = 173exp {—%(kl — 2k u + k3u2} ; LER,AERY

} '

Gamma Normal dagilim
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UYGULAMA

1) Ardigik Bernoulli denemelerinde 7 basari olasilig gortalamaya ve 3—12 varyansa sahip

olsun.20 denemede 8 basar1 gozlemlenirse 7 igin eslenik Onseli kullanarak 7'nin sonsal

beklenen degerini ve varyansini hesaplayimiz.

CcOzZUM:

vri~B(n) = f(w) = Be(a,b) E(m) =% , Var(n) = %
a

Em=ap

Var(m) = ab

(a+b)?(a+b+1)

E(m) =£ > (a+b)EM) =a
:(a+b)=L:b=L+a
E(m) E(m)

1

=>b= a(E(n)

—1)

aa(ﬁ -1

(a + a(ﬁ— 1))2 (a + a(ﬁ— 1D+ 1)

Var(m) =

_A{EmM¥*{1 - E(m)}
B a+ E(m)

Var(m)

_E@PO-Em@)
B Var(m)

E(m)

b= 1
=G0
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1\2 1
a:(§) 1-3 1_55

1 3 27
32

B 55( 1 1) 110

-~ 27\1/3 27

f(m) = Be(a,b) = Be(%,%) onselin parametrelerini bulduk.

Sonsal eslenigini bulmamiz i¢in sonsal dagilimi bulmak gerekir.

f(m/X) o« L(m; X) f (1)
< Be(a+ XX, b+n—-3YX)

o Be(>+8, =+ 20— 8)

271

x Be (? , %) sonsal dagilimi bulduk. Sonsalin a ve b degerlerini bulalim.

a
E -
(m) a+b

ab

Vartm = G @ b+ 1)

!

E(m/X) = a +b'

a'b’
(@ +b)%@+b" +1)

Var(n/X) =

(Hiper parametreler)

B(,_271 ,_434>
e\* =7 Ty
271
_ 27 ~
E(n/X) = oog™ gmz = 0.384
27 Y27
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271 434
Var(m/X) = 27 27 = 0.00873
271 +434 (271 +434+ 1)
27 27 27 27
Bu soruda 3 tane beklenen deger var.
2 =033 2 =040 0.384
3 20
n'nin 6nseli Gijvzlem. ikisinin
hichir de.gvelrle.rmden elde birlesiminden
hesaplama etgimiz, elde edilen
yapmadan orneklemden elde des
bize verilen ettigimiz deger eeer
bilgi

3 beklenen degerde birbirlerine yakin degerlerdir.

2) X~N(u, 0%) olsun.o hakkinda 6nsel bilgi yok iken u i¢in énsel medyan 5, 6, = 4.5
63 = 5.5 oldugu bilinsin. A = % icin sabit onsel ve u igin eslenik onsel alinarak ve dnsellerin
bagimsizligr altinda f(u, 1) =?
CcOZUM:

f ) = f(w. f(A) (bagimsiz old.)

1 1
f(l)“z , f(.u)=N(a,E)
6, , 05 Kartiller 0,:1.ceyrek 05:3.ceyrek
0, + 65

> = 0, (medyan)

0; — 6; = R (Range) = Genislik = Given araligt

< . . 1
. ~ - = ~ —
Normal dagilim igin; f(u)~N (a, b) 0, a 0,6745 J1/b
ortalama  tablo degeri standart sapma Temel istatistik
bilgilerinden
=0, a + 06745 J1/b GA.
“ —_— R .
ortalama  tablo degeri standart sapma

J

0, + 65

2a= 6,+03>a= >

= 6, = 5,0(Medyan)
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1

b=182 = f() = N(50, 55

)
f ) = f(w)-f)

x %exp{—O.‘)l(,u —5.0)%}

=NI(5.0 1 — 1 _% (1#/_158)22]
FW=N(50.755) = ) = == e

e e—0.91(;1—5)2
f(uwA)~Ng(a,b,c,d)

fwd) =fu/D.fA)

1
f(u,A)~Ng(a,b,c,d) = f(,u)~1v(a,w

2

1 _lp-a)
fG) = ———e W1
V21 /1/b2
_VBA B ae B gy
_\/?e 2 X e 2
Vs

Benzerligi kurarsak kq, k5, k3’ tia, b, c,d cinsinden yazabiliriz.

k, ks 1 [k — ky?
a—k—3 , b=k, ,c—7+1, d__<T

NOT: Subjektif onseller secilirken asagidakiler goz Oniine alinmalidir.Eger parametreler
kesikli ve sonlu ise diizeltilir.Histogram ydntemi, parametreler siirekli ise dogal eslenik onseli
kullanmak tavsiye edilir. Eger parametreler sonsuz kesikli ise siirekliymis gibi isleme tabi

tutulur.
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