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BOLUM 11
11. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMU
11.1. Giris

Bircok durumlarda diferansiyel denklemlenn analatik olarak kapal cozimlen bulunmamakta,
bunlar da pratik bakimdan yararl olmamaktadir. Béyle hallerde veya y'=f(x, y) diferansiyel
' denklemin tiirev degerlennin sdrekh dedil de aynk noktalardaki degerler olarak venlmes
halinde problemi nimenk metotlar kullanarak ¢cézmek daha yararl olacaktir.

Diferansiyel denklemin cozima, diferansiyel denklemi ve bu denklemin ilk sartlann
saglayan fonksiyonu bulmaktir.
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Diferansiyel denklemin cozimd, diferansiyel denklemi ve bu denklemin ilk sartlanm
saglayan fonksiyonu bulmaktir.

Genel olarak y=f(x) ile ifade edilen biry fonksiyonunun n mertebeli diferansiyel denklemi:

Y =y ¥ .y

veya

v 4 gy b g vl goy = R(X)

olarak tanimlanir. Burada y fonksiyonunun x dediskenine gore tarevlen y', y"...... y"™"ile
géstenlmistir. Denklemdeki tarevlenn katsayilan g. fonksiyonlan sadece x fonksiyonu ise
béyle bir denkleme lineer diferansiyel denklem, eder g. terimlen sadece x dedil y ve y'nin
tirevlerinin  fonksiyonlan ise denklem lineer olmayan diferansiyel denklem olarak

adlandinhr.

Lineer olsun olmasin mertebesi n olan bir diferansiyel denklemin ¢cézimd icin n tanesinir
sarti gereklidir. Simr sartlanmn hepsi, n tanesi sadece bir noktadavenlmis ise boyle bir
probleme baslangig deger problemi, eger n tane simir sartinin bir kismu bir noktada digerlen
baska noktada venlmisse boyle bir probleme de simir deger problemi denir. Mihendislik
hesaplamalannda simr deger problemlen genellikle iki nokta simir deger problemi
halindedir.




Ornek:

1. dereceden basit diferansiyel denklem y'=y ise bu denklemin genel cozimi; y(x)=c.e*,
c=sabit olacaktir.

O : 2. dereceden denklem y"=y, bu denklemin genel cozimi; y(x)=Ci.e*+C:e™ seklindedir
@
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11.2. Bir Baslangig Deder Problemi

Sinir sartl y(x:)=y; olarak bir i noktasinda verilen bir 1 noktasinda venlen bir y'=f(x, y)
denkleminin kapal ¢cézimi;

}f=ff{x,}f}dx+f=F[x,y}+E

seklinde yazilabilir. Sinir sarti olan x=x: igin y=y; kullanarak;
y; = Flxpy )+ €
C =y; — Flx;y;) bulunur. Bu ise;
y =y +Floy) - F(xuy:)
sonucunu verr. Ozellikle
¥Yiqr =¥ + F[x['+1*}?f+1:} —Fixy;)

yazihr ve bu denklem diger bir sekilde,

Kjzq

Yigr =¥ + fleyldx

X
seklini alr.

Interalin dederinin bulunmas! problemin ¢ézimini verir. Bu integralin bulunmasi igin yi: ve
fiss degerlerinin bilinmesi gereklidir. Halbuki yi.1 bilinmeyen ve bulunmasi istenen degerdir. Bu
nedenle, bu integralin degerni bulacak metotlar gelistinlmistir.




11.3. Euler Metodu

h, x dediskenine verlen bir pozitif artis olmak Ozere x=xs+h seklindedir. Buradan h=x;.+-x;
degernin yeten kadar kicik olmasi halinde fix, y) fonksiyonunun x, x.; araliginda sabit
olmas| varsayilarak;

Kiz1
 fley)dr=hfy)
yazilir ve boylece y..1deden
Yipa =¥ R flxey;)

olarak bulunur.

:':.l

h
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Euler yontemi



Ornek:

a
= = —2x3 +12x% —20x + 8.5
dx

h=0.5 alarak x=0'dan x=4'e kadarintegre edin.
Baslangic kosulu x=0icin y=1'dir.

y(0.5) = v(0) + f(0,1).0.5
Burada y(0)=1 ve x=0"daki egim tahmini

F(0,1) = —2(00% + 12(0)° — 20(0) +8.5 = 8.5

olur. Dolayisiyla,

y(0.5) = 1.0+ 8.5(0.5) = 5.25

ve x=0.51eki gercek ¢cozim,
y = —0.5(0.50* + 4.(0.5)°* — 10(0.5)* + 8.5(0.5) + 1 = 3.21875
olarak elde edilir. Boylece hata,

E, = gercek — vaklastk = 3.21875 —5.25 = —2.03125




Ornek:
y' =y diferansiyel denkleminin y(0)=1 baslangic degen ile h=0.01 alarak Euler metodu ile;
yv{0.01) =y, =1 +0.01 = 1.01
y(0.02) = v, = L.01 + 0.01(1.01) = 1.0201
v(0.03) = vy = 1.0201 + 0.01({1.0201) = 1.030301
y(0.04) = y, = 1.030301 + 0.01(1.030301) = 1.0406

cOzumi bulunur.

Gercek analatik cozim;

Nec

y=e*, x=0.04'deki gercek degery="1.0408"dir.




11.4. Taylor Serisi Yardimi ile Diferansiyel Coziimi

y'=f(x, y) denklemi y(xo)=yo baslangic sartiyla venliyor. Eger y(x) bu sistemin cozimiyse x=xa
civannda y(x) Taylor Sensine acilirsa;

(x — x)°

21

ylx) =y + (x — xg v (xg) +

y"g) + -

Bu acgiimdaki katsayilar bulunarak yernne konursa venlen diferansiyel denklem bir sen

seklinde ifade edilmis olur.
<

[




"(xq) ) (xg)
4 E-::u {I_Iu:}_"l'}? 31 :

y(x) = ylxg) + y'(xp)x — xg) + (x —xg)® + -

vixg) ilk sart x = 0icin y(0) =1
v'ixgd=y'0=0+1=1
y'ixl=1+y", (0 =1+1=2
y @ =y, y) =2
yTl)=y",  yPO) =2
vernlen diferansiyel denklemin ¢ézimi:

1 1

yix) =1 +x +x° +EIE +Ex"+ hata




Ornek:
xy =x—y
diferansiyel denklemini y(2)=2 icin x=2.1 civannda Taylor serisi yardimiyla ¢coziniz.

[k birkag tirevin x=2, y=2 icin dederleri;

=—+

—
¥ x x°

Yo =1/2

rer _};r 2}; E}? rer
y = =—+ -3 Yo =-—3/4

-

x ¥ o x@

y'r = . + ' Y + &

a
x x2 x3 x4

Yoo = 3/2
¥g=2 civannda Taylor serisi;
r 1 rF 2 1 = Y] 1 -
yix) =y + (x — 2y +530 Ex—E}‘+EEx—E} Yo +ﬁ(x—2} yo© +

Tlrevler yernne konursa;

1 | 1
y[x}=2+&—2}D+E&—E}‘—§[x—E}3+E{x—2}“'

olur. x=2.1 igin;

y(2.1) = 2.00238




11.5. Picards Metodu

Bu metotta bir y'=f(x, y) diferansiyel denkleminin terasyonla ¢cézimi;

x
Y1 =¥t J‘f{i’sj’n]df
A

i

Yz = Yo + f flx.y, )dx

seklinde elde edilir
W,

i



diferansiyel denklemindex=0.2 icin y degerini tahmin ediniz. y(0)=1 baslangic sarti olarak
kabul edilecektir.

fix, y)=x-y. x=0, yo=1 wenliyor.

Vi =¥ t+ ff{IJyu}dI=1+f{x—l}dx=ﬂ.5::—x+1
0

1
J":=Fu+ff&,y1}dx=1+I{I—D.S:r:+x—1:}dx=_a_rﬁ__rﬂ_x+1
X
1 1
y3=yu+ff(nyg}dx=1+I :r+ x? —x° +:r—1)d —ﬁx"“—gxz+x —x

0

x =02 igcin y,=1, v, =0.83867, 1y, =0.83740

y, =0.82, v, = 0.8374



Ornek:

dy .
e e 3 =
dx SR

diferansiyel denklemin x=0.1 civannda céziniz. y(0)=1 baslangic sarti kabul edilecektir.

E E
= ¥, +ff{x,}r5]dx: 1+f[3:+1]:ix=1.5::+x+1
0 0

Y1
a a
Y= = ¥g +ff'ix,}?1]dx= 1+ J.{Ex +}?[-:]rix
0 0
a a
Y2 =¥ +ff(x,y:]dx =1+ J. Gx“ +3x% 4+ 4x% + 5x + 1] dx
0 0

x=01, yo=1, y=1.115, y:=1.1264, y:=12172




‘ 11.6. Runge-Kutta Yontemleri

| Runge-Kutta yontemlen, yiksek dereceli tirevienn hesaplanmasina gerek olmaksizin Taylor
" serisi yaklasiminin dodrulugunu yakalamaktadir. Bu yantemlerin cok cesidi vardir, ancak

- timi genel formda asagidaki gibi yazilabilir.

Yigr = ¥ +0lx v, hlh

Burada @(x;v;.h} arim fonksiyonu diye adlandinlir ve aralk boyunca temsili tirev olarak
yorumlanabilir. Arim fonksiyonu;

Olx; v h) = a kg + anka + agkg + - +a, ky,
Burada a'lar sabittir, k'ler ise agagidaki gibidir.
ky = fxuy:)
ky =flx;+ph ¥ +q1.k00)

ky = flx;+ph ¥+ gaiknh+ gankoh)

kp = flxi+pp_gh ¥ + '?r:—:l,i':'::lh'l' '?n—:,:k:h + -+ Gp_1n-a kn_yh)

Burada p'ler ve q'lar sabittir. kK'lenin tekrarlamali baglantilar olduguna dikkat edin. Yani k2
esithginin icinde k1, ks esitliginin iginde k: seklinde devam etmektedir.




11.6.1. Ikinci Dereceden Runge-Kutta Yontemleri
Vipr =¥ + lak, +azk;)h

seklindedir. Burada

ey = flx;+y:)

kz = flxi+poh ¥y +quikih)

a1, a2, p1 ve g degerlen ikinci dereceden Taylor sensine acilirsa;
O

a.py =05 wve a;q,;, =05 —= p=g5;=05a;

Farkh a:z degerlen icin 3 farkh versiyon vardir.

O



olur. Burada;

Ky = filxny)

ky =flxi+h yi+kih)

\) Tek Diizeltme Katsayili Heun Yontemi
g, =05 - g, =05 ve p=g,,=1
O 11
Yiga =¥i T (Eki +Ek:)h
()

seklindedir.

E Ci Orta Nokta Yéntemi

o = 1 - a; =0 wve p =g,,=1/2
Yits =¥ + kzh
olur. Burada;

ky = f(xnyi)

seklindedir.



Ralston Yontemi

2 1 3
ﬂ-:zg - =7 Ve Pl:qll:E

3
1 2
Ve = v+ (Sha + 5k )

olur. Burada;

Ky = flxy;)

3 3
2= f(xet g yit ko)

seklindedir.

7~



Urnek:
Fle,y) = —2x% +12x° - 20x + 8.5

denklemini, adim biyakligund 0.5 alarak x=0'dan x=4'e kadar sayisal olarak integre etmek
icin orta nokta yontemini ve Ralston yontemini kullamin. Bu sonuglan, diger ikinci dereceden
Runge-Kutta algortmalan (bu ise dizeltmesiz Heun vyontemi) ile elde edilenlerle
karsilastinniz.

Orta nokta yonteminde ilk adim k+'i hesaplamaktir.
k, = —2(0) + 12(0)® — 20(0} + 8.5 = 8.5
k. = —2(0.25)% + 12(0.25)* — 20(0.25) + 8.5 = 4.21875
y(0.5) =1 + 4.21875 (0.5) = 3.109375
g = 003.4
Ralston yontemiyle ilk aralik icin ky=8.2'e esittir.
k, = —2(0.375)% +12(0.375)% — 20(0.375) + 8.5 = 2.58203125

Ortalama egim;

1 2
@ = 5[3.5} - = (2.58203125) = 4.5546875

Bu degerlerle ilk tahmin hesaplanirsa;
y(0.5) = 1 + 4.5546875(0.5) = 3.27734375

£, = 0h — 1.82

bulunur. Hesaplara devam edilmis ve sonuclar dzetlenmistir.



Heun Orta Nokta Ralston RK
X ¥ gerge y AL y AL y AL
0.0 1.00000 1.00000 0 1.00000 0 1.0000 0
0.5 3.21875 | 3.43750 6.8 3.109375 34 3.277344 1.8
1.0 3.00000 | 3.37300 12.5 281250 6.3 3.101563 34
1.5 221875 | 2.68730 211 1.984375 10.6 2. 347656 5.8
2.0 2.00000 1 2.50000 250 1.75 12.5 2140625 7.0
2.5 2.71875 | 318730 17.2 2484375 8.6 2855469 5.0
3.0 4. 00000 | 4.37500 94 3.81250 4.7 4 117188 29
3.5 4 71875 | 4.93750 4.6 4 609375 2.3 4. 800781 1.7
4.0 3.00000 | 3.00000 0 3 0 3.031250 1.0

%




11.6.2. Ugiincii Dereceden Runge-Kutta Y&ntemleri

ki, K2, kKave ks gibi katsayilar kullanilarak yi+1 ifadesi;
1

Burada,

Ky = flxuy;)

1 1
ke = fxi4 5he yit5kih)

ks = fQxi+ h y;—koh+ 2kzh)

seklindedir.

7~



11.6.3. Dordiincii Dereceden Runge-Kutta Yontemleri

En cok ragbet goren Runge-Kutta yontemler dordiinci derecedendir. Ikinci dereceden
yaklasimlarda oldugu gibi, sonsuz sayida versiyon vardir. Asagidaki form en yaygin

kullanilanidir ve bu nedenle de biz onu klasik dérdinci dereceden Hunge-Kutta yéntermi diye
adlandinyoruz.

Vir = Vi 2 (ks + 2k; + 2K5 + Ky b

Burada,

ky = flxpy;)

O 1 1
O ke = f(xi+5h yit5kih)

O
1 1
% ks = flxi+ SR yi+5kah)

kg = flxg+h i+ kzh)

olarak verlir.



Ornek:

dy
= _ 1/2
- (x +vy)

diferansiyel denklemini x=04, y=0.41 baslangic sartlannda x=0.8 icin Runge-Kutta metodu
lle ¢cézin.

(xg.v) = (0.4.041), h=04 k,=+0.81=009
k.= flxg+h vo +k;) =1253

ky = flxg+h vy +kz) = 1.308125

h

1
Y1 =¥ + E“':f‘ + kg + 4k, )h = 0.84811

veya
k, =+0.81=109  k,=f(x,+h/2, v + 0.5k,) = 1.000875
ky = flxg+ h/2, v + ko /2) = 1108225

k, = flxg+h vy +ks) =1.2858

1
Y1 =¥+ E“':f‘ + 2k. + 2k, + k,Jh = 0.84893



11.7. Diferansiyel Denklem Sistemleri

k |

ay o ' oz _ .
— — I 5 T T — — I mm a e

= flx,v.z) ve = glx,v.2)
ax - ax gLx .=,

seklinde venlen diferansiyel denklem sisteminde baslangic sartlan x0, y0, z0 olmak Gzere
FPicards, Euler, Runge-Kutta wveya Taylor metotlanyla cézime ulasilabilir. Bunlar 1.
mertebeden diferansiyel denklemlerdir.




-
Ornek:

d dz
d—i:f[x,}r,z}=x+z ve E=g(x,}hz]‘=x—}’:

diferansiyel denklem sisteminde x=0.1 icin y, z dederlerini tahmin ediniz. Baslangig sartlan
y=2, z=1 (x=0 icin)

Picards Metodu:

X X
Yi=%W + Jf&;}’u,zu:}iﬂ:: 2 +J[1 + x)dx =2 + x + 0.5x°
0

X
X X

2y =29+ fg{nyDJzu}dx =1+ f(—*&'*+:ﬂdx= 1 — 4x + 0.5x°
iy 0

lkinci yaklasimla;

X Xx
3 1
¥z =¥ T J flx, v,z 0dx =2 +J[1 — 3x + 0.5x% )dx = 2+I_EI: +EIE
n ]
a9 x 1
Iz = I+ f gy, 2 ddx =1+ f (—4-— 3x —3x"—x° +Ex““)dx
Ed | ]
1 1
=1—4x——x%—xF ——x*——x"




Y\’

Uciincii yaklasimla;

X

X
( 1 1
Vg =yu+fffx,yg,z:}dx=2+f 1—3::——:1: —xz—gx"'—ﬁxﬁ)d:r
( Xy 0

@ 3 1 1 1
E+I—EI: > 3 4___ .5

& &
7 31 1 1
zg=ED+J‘E(IJ_}?3,E::}&:=1+DJ‘(:—4 4x 4 5x° +3:r —Ex"'—zxﬁ—ﬁxﬁ)d:r
*g

3 3 7 31 1 1

Y T 3_ " . 4_"" 5, ~ &_ _—
X pETEGE e T1Y T

2 3 12

7

Z3

x = 0.1 igin

y, =2.105  z,= 0.605

y, = 2.08517 =z, = 0.58397

yy = 2.08447 =z = 0.58672

bulunur.



11.8. Yiiksek Mertebeli Diferansiyel Denklemler

Bunlar ortak cozilerek binnct mertebeden diferansiyel denklem sistemlenne déndstarilebilen
yiksek mertebeden diferansiyel denklemlerdir. n. dereceden bir diferansiyel denklem;

d My

dx™ }?I:ﬂ_ﬂ]

=flxyny.y ..

seklinde yazilabilir. Burada

., ay

¥ - dx’

seklindedir. Bu denklem 1. merebeden diferansiyel denklem sistemine donistirilebilir

ay ayy 6 Y-z 6 Y1

=y, —=m. — T =y = (Y0 e Yne)

Baslangic sartlan x = x5 vy =y, Y=l Y =02)ar ¥ =moide
seklinde ifade edilebilir.



Baslangi¢ sartlan;

\) «Drnek
ay
e + Exd——4}? 0
diferansiyel sisteminde Runge-Kutta metodunu kullanarak y degerini x=0.1 igin tahmin edin.

dz

dx—*'-li}r—lrz—g[x ¥y, 2, y= 0.2,

flx,y,2) =

Baslangic sartlan (%o, ya, 2o)=(0, 0.2, 0.3)
h=01 f,=05 g,=08
k, = hf, = 0.05
I, =hg, = 0.08
ka = hf(xg+ h/2, vy +ky /2. 2o+ 1,/2) = 0.1(0.54) = 0.054
ln=hglxg+h/2, yo +ki/2 zp+1,/2) =0.1(0.848) = 0.0848
ks = hf(xg+ h/2, vy +kof2, 2o+ 12/2) = 0.1(0.5423) = 0.05423
I3 = hglxg+h/2, yp +k2/2, 2o +1-/2) = 0.1(0.85371) = 0.085377

ky = hf(xg+ h yg + ks, zg+13)=0.1(0.58377) = 0.058377

1
¥y =¥+ E'[ki + 2k + 2k + k) = 0.2 + 0.0541863 = 0.254




