LINEER DENKLEM SiSTEMLERI

Genel olarak x,,X,,...,X,, bilinmeyenler a;Vve b; sayilartda 3 cisminden secilen herhangi
sayilar olmak iizere n bilinmeyenli m tane denklemden olusan bir lineer denklem sistemi

A X, +a, X, +..+3,X, =D

=M
;aZle Tay Xyt yX, =b, seklinde ifade edilir. Bu denklem sistemi

A X, +a,, X, +ota X, =b,

n
Zaijx ;=Db;, 1<i<m seklinde veya matrissel formda
j=1

a‘11 a12 a‘1n Xl bl
a a a X b

o I seklinde ifade edilir. Eger
a ml am2 arm X n bm

A:[aij]e 3", B=[b]e3" (1<i<m)we X:[xj]e 3", (L<j<n) dersek bu denklem
sistemi AX=B olarak da ifade edilebilir.

HOMOJEN LINEER DENKLEM SISTEMLERI

AX=B lineer denklem sisteminde B=0 ise denklem sistemine homojen lineer denklem sistemi
denir. AX=0 sisteminin daima bir ¢6zlimii vardir. Eger bu ¢oziim X=0 ise bu ¢6zlime asikar
¢cozim X =0 ise bu ¢6ziime asikar olmayan ¢oziim ad1 verilir.

Coziim Uzayi: AX=0 denklem sisteminin biitiin ¢éziimlerinin olusturdugu uzaya ¢dzlm

uzayr denir. Cozim uzaymin boyutu AX=0=>XeA™(0) oldugundan A nmn sifirhk

derecesine esittir. Diger taraftan boyV=rankA+sifirlikA oldugundan asagidaki teorem ve
sonuclar ifade edilebilir.

Teorem: n bilinmeyenli m denklemin olusturdugu bir AX=0 homojen lineer denklem
sisteminde rank A=p ise ¢dziim uzaymnimn boyutu n-p dir.

Sonug I: Eger p=n ise n-p=0 olacagindan ¢dziim uzayinm boyutu sifirdir. Yani ¢dziim
uzaymda sadece 0 vektorii vardir. Bu da denklem sisteminin sadece asikar ¢oziimiiniin
oldugunu gosterir.

Not: Eger detA=0 ise A™ vardir. O halde AX =0= (A*AJX=A"0=>X=0 olur. Yani

denklem sisteminin sadece asikar ¢oziimii vardir.

Sonug Il: Eger rankA=p<n ise n-p>0 olacagindan denklem sisteminin asikar olmayan
¢Oziimiiniin oldugu anlamina gelir.

Sonug I11: Eger m=n ise asikar olmayan ¢0zlimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart A nin
singiiler yani detA=0 olmasidur.



Homojen Olmayan Lineer Denklem Sistemleri

AX=B lineer denklem sisteminde B0 ise sisteme homojen olmayan lineer denklem sistemi
denir. Bu halde asagidaki durumlar s6z konusudur.

1) Cramer Sistemi: m=n ve detA 0 olmasi halinde denklem sistemine Cramer Sistemi
denir ve Cramer metodu ile ¢ozillr.

2) Cramer Olmayan Denklem Sistemleri:
a) m=n ve detA=0 olmas1 hali
b) m=#n olmasi hali

1) m=n ve det A =0 olmas: hali (Cramer Metodu)

Teorem: AX=B lineer denklem sisteminde detA =0 ise
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Ispat: AX=B (m=n) lineer denklem sisteminde detA=0 ise A" vardr.

A 1 ~ ~
AX=B=X=A"B ve A" ="~ oldugundan X=—"-AB yazilabilir. AB matrisi agik
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elde edilir. AB matrisinin i-yinci bileseni b,A; +b,A, +---+b A, = ijAji seklindedir.
=1
Bu ise A matrisinin i-yinci sutununun silinerek yerine B matrisi yazmak suretiyle elde edilen
matrisin determinatini verir. Boylece
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matrisin esitligi tanimi geregince X in i-yinci bileseni



g Ay Dy Ay A,
1@n Qi Dy Ay, a . ) )
X, =—| . G 72 T T <i<n geklindedir.
ap Anig b, Anisgy Ay

2) Cramer Olmayan Lineer Denklem Sistemleri:

AX=B lineer denklem sisteminde m=n ve detA=0 ise veya m=n ise sisteme Cramer
olmayan denklem sistemi denir. Boyle bir sistemin ya hi¢ ¢dzumi yoktur ya da varsa sonsuz
tanedir.

Not: Bu denklem sisteminin ¢éziimiiniin olmas1 (bagdasabilir olmasi) i¢cin gerek ve yeter sart
sistemin bitln ilaveli asli determinantlarmin sifir olmasidir.

Asli Determinant: rankA=p olsun. A dan segilen p mertebeli regiler (detSp ;tO) bir alt

matrisin determinantina A nin asli determinanti denir ve S, ile gosterilir.
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Burada A nin S, matrisinde yer almayan satirlarmin sayis1 (m-p) tanedir.

Ilaveli Asli Determinant: A nin asli determinatinda yer almayan m-p tane satirdan birisini
satir olarak, B yi de siitun olarak S, matrisine ilave ederek elde edilen (p+1)x(p+1) tipindeki

matrisin determinatina ilaveli asli determinant denir. Bu tiir determinantlarin sayist m-p

tanedir. Ornegin (ptr). satir icin ilaveli asli determinant1 yazarsak
ayy i) alp b1
ay ay, a2p bz

Sy = : : : : : |, 1<r<m-p seklinde olur.
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ORNEKLER
X, =X, = X3 =1

1. 2X, +3X, —5X; =0 lineer denklem sistemini ¢ozunlz.
X, =X, +X;=3



1 -1 -1
Cozim: A=]2 3 -5=3+5+2-(-3-2+5)=10 oldugundan Cramer sistemidir.

1 -1 1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
0 3 -5 2 0 -5 2 3
3 -1 1| 11 13 1] 1 1 -1 3
X,=————=", X, = ==, X3 = =1
10 5 10 5 10
X, +3X, =2
2. X, —2%,=-3 lineer denklem sistemini ¢6zln(z.
4x, +9x, =11
7 3
Cozim: A=|1 -2| marisinin asli determinanti 82:‘1 2‘2—17#0 dir. Sistemin
4 9
7 3 2
¢Oziimiiniin olabilmesi i¢in ilaveli asli determinant1 sifir olmalidir. S,,; =|1 -2 -3=0
4 9 11
. ety g ey X, +3X, =2 - :
dir. O halde sistem ¢oziilebilir (bagdasabilirdir). % Loy 2‘__3 denklem sisteminden elde
1 2
. - 5 23 . N . .
edilen ¢6zim | X, = T X, =17 bu sonug tgunct denklemi gercekler.

OX, =X, +2X;+X, =7
3. 2%, + X, + 4%, —2x, =1 lineer denklem sistemini ¢ozlinliz.
X, —3X, —6X, +5%, =0

5 -1 2 1
Cozim: A=2 1 4 —2| matrisinin 3x3 tipindeki biitiin alt matrislerinin determinant1
1 -3 -6 5
5 5 -1 7
sifirdir. S, = ‘ 5 l]‘ =7#0ve S,, =12 1 1 =-35#0 oldugundan ¢dziim yoktur.
1 -3 0

2X, —4X, +5X;+3x, =0
4. 3x, —6X, +4x,+2x, =0 lineer denklem sistemini ¢oziiniiz.
4x, -8x, +17x,-11x, =0



2 -4 5 3

Cozim: Sistemin katsayilar matrisi A=|3 -6 4 2 olup
4 -8 17 -11
2 -4 5 2 5 3
6,=13 -6 4/=0,6,=3 4 2 |=154#0 dir. x,=A bir parametre olmak (zere
4 -8 17 4 17 -1

2X, +5X, + 3%, =4\
verilen denklem sistemini 3x, +4x, +2x, =61 seklinde yazilabilir. Bu sistem bir Cramer
4x, +17x,-11x, =8\r

sistemidir ve ¢6ziimii (x, = 2A, X, =A, X, = X, = 0) seklindedir.
mX +ny+z=1

5. m ve n farkli degerleri i¢in X +mny +z =n denklem sisteminin ¢oziimlerini irdeleyiniz.
X+ny+mz =1

m n 1
Cozim: A=|1 mn 1|=n(m-1F(m+2) dir. A=0=>n=0 v m=1 v m=-2
1 n m
1 n
m=1 hali: A=[1 n 1=0 olur. Bu halde sistemin asli determinant1 J, =|Zq #0 dir. Ilaveli
1 n

1 1
asli determinantlar, 9., =‘1 n‘ =n-1 0,,= 1 il=0 dir. Sistemin ¢Oziimiiniin olabilmesi

icin §,,=n-1=0=>n=1 olmalidr. Buna gére m=1 ve n=1 olmas:t durumunda ¢oziim

vardir. (?)

m 0 1
m
n=0 hali;: A={1 0 1{=0, 82:‘1 j:m—l olur. Buradan m =1 olursa rankA =2
1 0 m

m

1 1
olur. Ilaveli asli determinant 9,,, = 1 0 :(m—1)2 olur. m=1 icin §,,=0
m 1

1
1
oldugundan ¢6ziim yoktur.

-2 n 1 5
— n
m=-2 hali: A=|1 -2n 1|=0w J,= =3n dir.
1 -2n
1 n -2



-2 n 1

n=0 ise rankA =2 olur. laveli asli determinant 8,,,=|1 -2n n|= 3n(n + 2) olur. Eger
1 n 1

n=-2 ise §,,, =0 olup sistemin ¢dzlimii vardir. (?) N # —2 olmas1 halinde ¢6ziim yoktur.

(M+1)x+y+z=2-m
6. x+(M+ly+z=-2 lineer denklem sisteminin ¢ozimlerini melR nin alacag:
X+y+(m+1)z=m

degerlere gore irdeleyiniz.

m+1 1 1
Cozim: A=| 1 m+1 1 |=m?*(m+3) bulunur. Eger m#0 ve m#-3 ise A#0 dur.

1 1 m+

Bu halde denklemin bir tek ¢6ziimii vardir ve Cramer metodu ile ¢dziiliir.

2-m 1 1 m+1 2-m 1 m+1 1 2-m
-2 m+1 1 1 -2 1 1 m+1l -2
m 1 m+ 1 m m+ 1 1 m
X= y Y= WAS
A A A
X+y+z=2 2 1 2
A=0 olmasi halinde m=0 ise: X+Yy+z=-2 81:|]1¢0, 0= #0, 0., =0
X+y+2=0 1 -2 10
oldugundan ¢6ziim yoktur.
-2X+y+z=5 -2 1
A=0  olmas1 halinde m=-3 ise: X-2y+z=-2, A=l1 -2 1|=0,
X+y—-2z=-3 1 1 -2
5 1 -2 1 5
62:‘ 1 2‘=3¢0...* olup rankA =2 dir. Ilaveli asli det 8,,=|1 -2 —-2/=0 olup
1 1 -3

¢oziim  vardr. * a gore denklem sistemini diizenlersek, ;E)(Z;Zfzs :;[ :
-2 1

=3%#0
1 -2



‘S—t 1‘ ‘—2 5-t
-2-t -2 1 -2-t . -
:x:—:t—§, y:—:t—1 bulunur. Bdylece denlem sisteminin
3 3 3 3
8
X=t—=
3
1

¢cozimi = y:t—g olur.




