BOLUM: 5

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR: BIRIiM CEMBER
YAKLASIMI

5.1 Birim Cember

5.2 Reel Sayilarin Trigonometrik Fonksiyonlart
5.3 Trigonometrik Grafikler-1

5.4 Trigonometrik Grafikler-I1

5.5 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar ve Grafikleri

Simdiye kadar bir donme dolaba bindiyseniz, o zaman periyodik hareketi yani
defalarca tekrarlayan hareketi bilirsiniz. Periyodik hareket dogada yaygin olarak
gorilmektedir. Giinesin giinlik dogusu ve batis1 (glindiz, gece, glindiz, gece, ...), gelgit
seviyelerindeki glnlik degisim (yiiksek, algak, yiiksek, algak ...) veya bir yapragin riizgardaki
titresimleri hakkinda diisiinlin (sol, sag, sol, sag, ...). Boyle bir hareketi modellemek i¢in,
degerleri artan, sonra diisen, sonra artan... ve boyle devam eden bir fonksiyona ihtiyacimiz
var. Boyle bir fonksiyonu nasil tanimlayacaginizi anlamak igin, donme dolapta Uzerindeki bir
kisiye bakalim. Grafik, t zamaninda kisinin tekerlek merkezinin tstiindeki yiiksekligini

gostersin. Grafigin tekrarli bir bigimde asag1 ve yukar1 yone hareket ettigine dikkat edin.

Trigonometrik sints fonksiyonu da birim ¢emberi kullanarak (donme dolabin yerine)
benzer bir sekilde tanimlanir. Trigonometrik fonksiyonlar iki farkli fakat esdeger yollarla
tanimlanabilir: reel (gercek) sayilarin fonksiyonlar1 (Boliim 5) veya agilarin fonksiyonlar
(BOlUim 6). Her iki yaklasimda birbirinden bagimsizdir, bu nedenle Boliim 5 veya Boliim 6 ilk
once incelenebilir. Her iki yaklasimi da inceleyecegiz ¢iinkii farkli uygulamalar igin farkli

yaklagimlar gerekiyor.
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İLHAMİ BİRKAN alıntıdır.


5.1 Birim Cember

Bu boéliimde orijin merkezli 1 br yaricapli ¢emberin baz1 6zelliklerini kesfedecegiz.

ozellikler gelecek kisimda trigonometrik fonksiyonlar1 tanimlamak i¢in kullanilmaktadir.
V¥ Birim Cember:

Orijinden 1 birim uzaklikta bulunan noktalar
kiimesine dlzlemde birim ¢ember ismi verilir
(bkz. Sekil-1). Daha o6nce bolim 1.8 ‘de bu

¥
cember denkleminin !’/I x
x4+

x2+y?=1

oldugunu 6grenmistik. Sekil-1 birim gember

Ornek 1: Birim Cember Uzerindeki Bir Nokta
P (g, g) Noktasinin birim ¢ember iizerinde oldugunu gosteriniz.

Co6zum: Birim ¢gember denklemini sagladigini gostermeliyiz.
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oldugundan P noktas1 birim ¢gember iizerinde yer alir.

Ornek 2: Birim Cember Uzerindeki Bir Noktanin Yeri

Bu

P (g,y) noktast birim ¢ember {lizerinde ve dordiincii bolgede yer aldigina gore y-

koordinatini bulun.

COzum: P noktas1 ¢gember lizerinde oldugundan ¢gember denklemini saglar;
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vy, IV. bélgede yer aldigindan negatif olmalidir. Dolayisiyla y = —1/2 olur.



V Birim Cember Uzerindeki Ug (terminal) Noktalar:

t bir gercel(reel) say1 olsun. Birim ¢ember tzerinde (1,0) noktasindan baslayip eger t pozitif
ise saat yonunun tersi yonde, t negatif ise saat yonunde hareket edip t kadarlik mesafeyi
isaretleyelim (bkz. Sekil-2). Bu yontem ile birim ¢ember (zerinde bir P(x,y) noktasina

geliriz. Bu yontemle elde edilen P(x,y) noktasina t reel sayisi ile belirlenmis ug (terminal)

nokta denir.
Yk ¥
Jdh\ R
] | " ] | -
0
Plx, ¥
(a) Terminal nokta P{x,v) =0 (b) Terminal nokta P(x,y) <0

Sekil-2
Birim c¢emberin cevresi C = 2mn(1) = 2m ‘dir. Eger (1,0) noktasindan baslayarak saat
yoniiniin aksi yonde hareket edip tekrar (1,0) noktasina vardigimizda 2m kadarlik bir mesafe

yol aliriz. Cember g¢evresinin yarisi kadar yol almak igin (2n)§ = 1, ¢eyregi kadar yol almak

icin (Zn)%zn/z kadar yol alimmalidir. Cember (zerindeki bu seyahatlerin sonlandig

noktalar neresidir? Ornegin Sekil-3 ‘de gériildiigii (1,0) dan baslayip m kadarlik yol
alindiginda (-1,0) noktasina geliriz.
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Sekil-3

Sekil 3.t = gn%" 2m ile Belirlenen Ug Noktalar

Ornek 3: U¢ Noktalarin Bulunmas:



Birim cember UGzerinde her birt reel sayisi ile belirlenmis u¢ noktalar1 bulunuz.

(a) t =37

(b) t=—7

ail
c) it = ——
2

Gozum: Sekil-4 ‘den asagidaki ug noktalari elde ederiz.

a) t = 3w ile belirlenen ug¢ nokta: (-1,0)

b) t = —m ile belirlenen u¢ nokta: (-1,0)

c)t = —m/2 ile belirlenen ug nokta: (0,-1)’dir.
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Sekil-4
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Farkli t degerlerinin ayn1 ug¢ noktayi belirleyebildigine dikkat edin.

t = m/4 ile belirlenmis P(x,y) u¢ noktasi, (1,0) ile (0,1) ‘e aym uzaklikta yer alir (bkz.

Sekil-5).
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Sekil-5

Birim cember y = x dogrusuna gore simetrik oldugundan P noktasi bu dogru iizerinde yer

alir. Yani P noktasi, x2 + y2 = 1 birim ¢ember ile y = x dogrusunun (1.bdlgede) kesistigi
yerdir. Cember denkleminde y yerine x konulursa;



2xt =1 terimleri bir araya getir

2 ile bol

1| —

1

X =*x——
V72

kare kok al

elde edilir. P noktas1 birinci bolgede oldugundan x = 1/v/2 olur ve y=x oldugundan y =
1/V/2 yazilir. Bdylece 1/4 ile belirlenen ug nokta,

olur. Benzer yontem, t =g ve t =§ ile belirlenen u¢ noktlart bulmak i¢in de kullanilabilir.

Asagidaki Tablo-1 ve Sekil-6 *da baz1 6zel t degerleri i¢in ug noktalar verilmistir.
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Ornek 4: U¢ Noktalarin Bulunmas:

Asagida verilen t degerleri i¢in u¢ noktalar1 bulunuz.

37 © S
)l = ———
4 6

(a}t=—g () t =

C0Ozim: a) —g ile belirlenen ug nokta P, % ile belirlene u¢ nokta Q olsun. Sekil 7 (a) 'dan P

noktasinin igaret haricinde Q ile ayni koordinatlara sahip oldugunu goriiyoruz. P noktasi IV.



Bolgede oldugundan x-koordinati pozitif, y-koordinati negatiftir. BOylece u¢ nokta

P (% —%) olur.

b) %" ile belirlenen ug nokta P, % ile belirlenen u¢ nokta Q olsun. Sekil 7 (b) 'den P noktasinin
isaret haricinde Q ile ayni koordinatlara sahip oldugunu goriiyoruz. P noktasi II. Bolgede

oldugundan x-koordinat1 negatif, y-koordinati pozitiftir. Boylece u¢ nokta P (— %, %) olur.

C) —5?" ile belirlenen u¢ nokta P, % ile belirlenen u¢ nokta Q olsun. Sekil 7 (c) 'den P

noktasinin isaret haricinde Q ile ayni koordinatlara sahip oldugunu goriiyoruz. P noktasi III.

Bolgede oldugundan x-koordinati negatif, y-koordinati negatiftir. Boylece u¢ nokta
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V Referans Say:

Ornekler 3 ve 4'ten, herhangi bir bolgede bir ug nokta bulmak icin sadece ilk bélgeye "karsilik
gelen" uc noktayi bilmemiz gerektigini goriiyoruz. U¢ noktalarin1 bulmamiza yardimci olmasi

icin referans sayi fikrini kullaniyoruz.

t bir reel say1 olsun. tile iliskili t referans sayisi, birim ¢ember boyunca tile

belirlenmis ug nokta ile x —ekseni arasindaki en kisa uzakliktir.

Sekil-8 bize referans numarasi £’1 bulmanin, t ile belirlenmis ug¢ noktanin ait oldugu bdlgenin
bilinmesinin yararli oldugunu gostermektedir. Eger uc¢ nokta I. ve IV. bolgelerde yer aliyorsa
X pozitiftir. £’y1 cember boyunca pozitif x eksenine dogru hareket ederek buluruz. Eger ug
nokta Il. ve I1l. bdlgede yer aliyorsa, . £’y1 cember boyunca negatif x eksenine dogru hareket

ederek buluruz.
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Ornek 5: Referans Sayilarin Bulunmas:
Asagida verilen her bir t degeri i¢in referans sayilarini bulunuz.
S5 T 29
a) = — b) t = — = —— d) r=35.80
(a) 6 (h) ; ich 3 (d)
C0OzUm: Sekil-9 “dan referans sayilar asagidaki gibi elde edilir.
S ow
a) T=m——=—
(a) 6 6
Tm
b) I=27 ——=—
i) P 3
27w
() T=m——=—
3 3
(d) T=27 — 580 = 048
I= % 1= _’TT t=35.80
N I OIN S O
0 Lox o YL . ! ”_/' * Q '.Zfﬂ 0.48
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(a) (b)

Sekil-9

(d)

Ug (Terminal) Noktalarin Bulunmasi icin Referans Numaralarim Kullanma

Herhangi bir t degeri ile belirlenmis P u¢ noktasini bulmak i¢in asagidaki adimlari kullaniriz:

1.
2.

t referans sayisini bul.

t ile belirlenmis Q(a, b) ug noktasini bul.



3. t ile belirlenmis ug¢ nokta, P(+a, +b) olup i¢inde bulundugu bolgeye gore isaretini

Sec.
Ornek 6: Terminal Noktalarin Bulunmas: Icin Referans Numaralarim Kullanma
Verilen her bir t reel sayisi igin ug¢ noktay1 bulunuz.

(a) o™ (b) ¢ 7 (c) 2™
La = — 1] = — ic -
6 4 3

COzum: t degerleri ile iliskili referans sayisinin nasil bulundugunu Ornek 5 ‘de gdrmiistiik.

a) Referans say1 t = m/6 olup Tablo 1’den u¢ nokta (g,1/2)’dir. t uc¢ noktasi II.

bolgede oldugundan x —koordinati negatif, y —koordinati pozitif degerlidir boylece
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b) Referans say1 t = w/4 olup Tablo 1’den u¢ nokta (7,7)’dir. t u¢ noktast IV.

istenen u¢ nokta;

bolgede oldugundan x —koordinati pozitif, y —koordinat1 negatif degerlidir boylece

istenen u¢ nokta;

V2 V2
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c) Referans say1 t = m/3 olup Tablo 1’den ug nokta (1/2,?)’dir. t uc noktas: IIL

bolgede oldugundan x —koordinati negatif, y —koordinati negatif degerlidir boylece

1 3
59

Birim ¢emberi gevresi 2 w oldugu icin t ile belirlenen u¢ nokta t + 2w veya t — 2m ile

istenen ug nokta;

belirlenenle aynidir. Genel olarak, t tarafindan belirlenen u¢ noktaya herhangi bir sayida 2r
ekleyebilir veya ¢ikartabiliriz. Bir sonraki 6rnekte, blyik t degerinde ug noktalarin bulunmast

icin bu goézlemi kullaniyoruz.

Ornek 7: Blyik t Degeri icin U¢ Noktanin Bulunmas:

t = 297” degeri i¢in u¢ noktay1 bulunuz.



Cozdm:

oldugundan istenilen ug¢ nokta 5:” ile belirlenen deger ile

aynidir. Dolayisiyla u¢ nokta (— \/2_5’ 1/ 2) bkz. Sekil-10

¥4
29 5
6 5 3) 7P W
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Sekil-10

5.2 Reel Sayilarin Trigonometrik Fonksiyonlari

Trigonometrik Fonksiyonlar P Trigonometrik Fonksiyonlarin Degerleri P Temel

Ozdeslikler

Bir fonksiyon, her bir reel sayiya baska bir reel say1 atayan bir kuraldir. Bu bdliimde,

trigonometrik fonksiyonlar1 tanimlamak i¢in bir Onceki bdliime ait birim ¢emberin

ozelliklerini kullaniyoruz.

V¥ Trigonometrik Fonksiyonlar

.“

4R

N

Sekil-1

1

X

Verilen bir t reel sayist i¢in P(x,y) u¢ noktasi bulunurken (1,0)
noktasindan baslayarak t pozitif oldugunda saat yonuntn tersine, t
negatifse saat yonunde t kadar mesafe aldigimizi hatirlaym (bkz.
Sekil-1). Simdi birka¢ fonksiyon tanimlamak i¢in P(x,y)
noktasinin x ve y koordinatlarii kullaniyoruz. Ornegin; siniis

fonksiyonu olarak isimlendirilen fonksiyonu, her bir t reel sayisi

icin t ile belirlenmis P(x,y) u¢ noktasinin y koordinatina atayarak tanimlariz. Kosinus,

tanjant, kotanjant, kosekant ve sekant gibi fonksiyonlarda P(x,y)’nin koordinatlari

kullanilarak tanimlanmaktadir.



TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN TANIMI

f reel say1 ve P(x,y) t ile belirlenmis birim ¢ember tizerinde bir u¢ nokta olsun. Bu
durumda trigonometrik fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlanir;

Y

sint =y Cost = x tanr:'; (x #0)
1 1 X

esel =77 (y#0) sect = — (x #0) cotr == (v #0)

Trigonometrik fonksiyonlar birim c¢embere goére tanimlanabildiginden bazen dairesel

fonksiyonlar olarak da isimlendirilir.

Ornek 1: Trigonometrik Fonksiyonlarin Degeri

Verilen her bir t reel sayisi i¢in yukarida tanimlanan alti adet trigonometrik fonksiyon

degerlerini bulun.
V3 s

V3

C06zUm: a) Sayfa 5 ‘deki Tablo-1 ‘dent = g icin uc nokta P (%7) dir (bkz. Sekil-2).

Bdylece x koordinati %, y koordinati \/2—5 olur.

.‘.

_ =
p(L, ) ™ V3 T | m V32 ﬁ

Py in — = —— 0§ — = — tan — = :
/\\r_: sin 3 5 cos 375 3 12

o R T 2V3 ™ ™ 12 3

' csC— = sec — =2 ot —=—-=—

K/ 3003 3 3 V32 3

Sekil-2

I
<

b) t = g icin uc nokta P(0,1) dir (bkz. Sekil-3).

y

Pl0, 1) m T T | ™

\

Sekil-3

1 X

fonksiyonlar1 tanimsizdir.

Her bir tanimin paydasinda x = 0 oldugundan, tan% ve secg

10



Sayfa 5’deki tablo kullanilarak asagida bazi t degerleri i¢in trigonometrik fonksiyonlarin

degerleri verilmistir.

TABLO-1

Trigonometrik Fonksiyonlarin Bazi Ozel Degerleri
f sin ¢ cos I tan ¢ csef sec f cot 7
0 0 1 0 — 1 —
T 1 V3 V3 2V3 -
— = — — 2 /3
6 2 2 3 3 v
T V2 V2 — _
= /2
1 5 5 1 V2 V2 1
T V3 1 — 2V3 V3
— — V3 2
3 2 2 3 3
z I 0 ! 0
5 _ _

Ornek 1, baz1 trigonometrik fonksiyonlarm bazi ger¢ek sayilar i¢in tanimlanamayacagini

gostermektedir. Dolayisiyla tanim kiimelerini belirlemeye ihtiyacimiz vardir. Siniis ve kosiniis

fonksiyonlart tim t degerleri igin tanimlanir. Kotanjant ve kosekant fonksiyonlarinin

tanimlarinin paydasinda y oldugundan, t tarafindan belirlenen P(x,y) u¢ noktasmin y-

koordinat1 0 oldugunda tanimlanmazlar. Bu, t = nm 'den herhangi bir tam say1 n igin bu

durum meydana gelir; bu nedenle, tanim kiimelerinde bu noktalar bulunmaz. Tanjant ve

sekant fonksiyonlarinin paydalarinda X degerine sahiptirler, dolayisiyla x = 0 noktasinda

tanimlanamazlar. Bu her n tamsay1 degeri i¢in t = (g) + nr oldugundan tanim kiimelerinde

bu noktalar bulunmaz.

Not: Temel acilarin kosinilis ve siniis fonksiyonlarini, bu fonksiyonlari v /2 formunda

yazarak kolayca hatirlayabiliriz.

t sin ¢ cos
0 \V0/2 \V4[2
/6 \V1/2 \V3/2
/4 \V2/2 \V2/2
/3 \V3/2 V1/2
/2 \4/2 V0,2

11



FkkkxxxAARI* ACILARIN TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARLA
IL ]S KIS [ %% H sk

P Daha Once dik tiggenlerin trigonometrisi lizerinde ¢alistiysaniz

(Bolim 6), muhtemelen bir ag¢inin siniis ve kosiniistinin bu

Hipoteniis Karst  bolumdeki ile ne ilgisi oldugunu merak ediyorsunuzdur. Bunu

gormek icin AOPQ tiggeni ile baglayalim:

Komsu AOPQ ucgenini 6 agisi ile beraber standart koordinat diizlemine

0
OPQ dik ticgeni

asagidaki sekilde gosterildigi gibi yerlestirilsin.

. P
"I-'
Sekilde gosterilen P’(x,y) noktasi t yayi ile 2 P'(x, y)

belirlenmis bir u¢ noktadir. Ayrica OPQ
(biiytik iicgen) Ttggeni ile dik kenarlarinin t

uzunluklar1 x ve y olan OP'Q’ (kuguk lcgen)

A\

iicgeninin benzer iicgenler olduguna dikkat

edin. Bu durumda; 6 agismin trigonometrik

fonksiyonlarin tanimiyla asagidaki sonuglara
P'(x,y), tile belirlenmis u¢ nokta

variriz;
g = Karst ~ PQ P'Q" 'y
Sme = Hipoteniis OP OP'" 1 Y
Komsu 0Q 00Q' «x
cosl=————=—=—=—=
Hipotenus OP OP' 1
t reel sayisiin trigonometrik fonksiyonlarin tanimlamasiyla
¥y sint =y, cost = x’dir.

Simdi 6 agis1 radyan cinsinden ise, 6 = t’dir.(yandaki sekle

bakiniz) Boylece, 6 radyan Ol¢iisii ile aginin trigonometrik

x fonksiyonlari, t reel sayisi tarafindan belirlenen ug noktayla

tamimlanmis  trigonometrik  fonksiyonlarla tam olarak

aynidir.

0 agtsuun radyan dlelist 7 dir. O halde neden trigonometri iki farkli yoldan arastirilir?

12



Ciinkii  farklt uygulamalar trigonometrik fonksiyonlar1 farkli sekilde gérmemizi

gerektirmektedir.

B R R R R R R S R R R R R S R R S R R R R R S R R S R R S R R R R R R R R R R R R R R R S R R R R R R R R S R R S R R S R R S R R P R R P S R T S Y

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN TANIM KUMELERI

Fonksiyon Tanim kiimesi
sin, cos Tiim reel sayilar
tan, sec TUm n tamsayilari i¢in (g) + nm disindaki noktalar
cot, csc TUm n tamsayilar i¢in nm disindaki noktalar

V Trigonometrik Fonksiyonlarin Degerleri

Trigonometrik fonksiyonlarin diger degerlerini hesaplamak i¢in, ilk once isaretlerini
belirleriz. Trigonometrik fonksiyonlarin isaretleri, t u¢ noktasinin bulundugu c¢eyrege baghdir.
Ornegin, t tarafindan belirlenen P(x,y) uc noktasi, 11l. bélgede yer aliyorsa, koordinatlarinin
her ikisi de negatiftir. Boylece, sin (t), cos (t), csc (t) ve sec (t) tumi negatif iken tan (t)

ve cot (t) pozitiftir. Asagidaki kutudaki diger durumlar1 kontrol edebilirsiniz.

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN iSARETLERI

BOLGE Pozitif Fonksiyonlar Negatif Fonksiyonlar
I all hicbiri
1 sin, csc cos, sec, tan, cot
I11 tan, cot sin, csc, COS, Sec
v COS, SeC sin, csc, tan, cot

Ornegin; cos (2?71') < 0’dir. Ciinkii ¢ :2?11 u¢ noktas1 II. Bolgededir. Bununla birlikte,

tan4 > 0 “dir, ¢clinkll t = 4 ug noktasi III. bolgede yer almaktadir.

Bolim 5.1 'de, bir t reel sayisi ile belirlenen u¢ noktayr bulmak i¢in referans numarasini
kullandik. Trigonometrik fonksiyonlar, u¢ noktalarin koordinatlari ile tanimlandigindan,
trigonometrik fonksiyonlarin degerlerini bulmak igin referans sayisini kullanabiliriz. t igin
referans saymin t oldugunu varsayalim. O zaman t ‘nin ug¢ noktasi, olasi isareti harig, t ‘nin
uc noktasiyla ayni koordinatlara sahiptir. Yani t ‘deki trigonometrik fonksiyonlarin degerleri,

olasi isareti harig, t 'deki degerleriyle aymdir. Bu islemi bir sonraki ornekte gosterecegiz.

Ornek 2: Trigonometrik Fonksiyonlarin Degerlerinin Bulunmasi

13



Asagidaki her bir degeri bulunuz.

&) 2 bt T . 197
(a) cos (b) tan{ —— (c) sin——
3 3 -

C0Ozim: a) 2?” icin referans say1 g dir (bkz. Sekil 4.a). 2?” degerinin ug¢ noktasi II. bolgede

21

oldugundan cos (?) negatiftir. Boylece,

L 27 _ T 1
cos = —cos T =5
isareti Referans degeri
sayl tablo-1 den

~|
I

wly

Sekil-4 (a) (b) (©)

b) —g icin referans say1 g dur (bkz. Sekil 4.b). —g degerinin ug¢ noktast IV. bolgede

oldugundan tan (— g) negatiftir. Bu yiizden;

isareti  referans degeri
sayl tablo 1'den

c) (19 /4) — 4m = (3m/4) oldugundan (197 /4) ile (3m/4)’lin ug noktast aymdir. (3m/4)
icin referans say1 %’ tir (bkz. Sekil 4.c). (3m/4) degerinin ug noktasi II. bolgede oldugundan

sin (%") pozitiftir. Bu ylzden;

. 197 . 3w sin T 2
sin—— =sin— = +sin— = ——
: 4 4 2
47 cikar isaret  referans  dederi
sayl tablo 1

Simdiye kadar, trigonometrik fonksiyonlarin degerlerini yalnizca belirli t degerleri igin
hesaplayabildik. Aslinda, t degeri m/6,m/4,m/3 ve m/2 ‘nin kat1 oldugunda trigonometrik
fonksiyonlarin degerlerini hesaplayabiliriz. Trigonometrik fonksiyonlari t “nin diger degerleri

icin nasil hesaplayabiliriz? Ornegin, sin1.5’i nasil bulabiliriz? Bunun bir yolu, dikkatli bir
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sekilde diyagram taslagi olusturmak ve degerini okumaktir (Ornek 39-46); Ancak, bu yontem
cok dogru degildir. Neyse ki, dogrudan bilimsel hesap makinelerine programlanmis
matematiksel fonksiyonlar siniis, kosiniis ve tanjant degerlerini ekrandaki basamak sayisina
gore hesaplar. Bu fonksiyonlar1 degerlendirmek igin hesap makinesi radyan moda
gecirilmelidir. Bir hesap makinesiyle kosekant, sekant ve kotanjant degerlerini bulmak i¢in

asagidaki ¢carpma islemine gore ters olan esitlikleri kullanmamiz gerekir:

1 ] 1
csct = —— sec f = =
sin t cos t tan t

Bu ozdeslikler, trigonometrik fonksiyonlarin tamimlarindan ¢ikar. Ornegin sint =y ve

csct=1/yvecsct = % = 1/sin t. diger 6zdesliklerde benzer bigimde elde edilir.

t’nin trigonometrik fonksiyonlari ile - t’nin trigonometrik fonksiyonlari arasindaki iliskiyi ele

alalim. Sekil 5'ten,
VA

sin(—t) = —y = —sint

cos(—t) = x = cost

—y Vv
tan(—1) = 1_‘ = —? = —tan t

Sekil 5

Bu denklemler, siniis ve tanjantin tek fonksiyon oldugunu, buna karsilik kosiniisiin ¢ift bir
fonksiyon oldugunu gostermektedir. Hatta cift bir fonksiyonun carpmaya gore tersinin gift
oldugunu ve tek bir fonksiyonun ¢arpmaya goére tersinin tek oldugunu gérmek kolaydir. Bu gergek,

carpmaya gore ters ile birlikte, tiim trigonometrik fonksiyonlarin tek-Gift Ozelliklerine dair
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TEK-CIFT OZELLIKLER

Siniis, kosekant, tanjant ve kotanjant tek fonksiyonlardir; Kosiniis ve sekant
fonksiyonlari ¢ift fonksiyonlardir.

sin(—t) = —sint cos(—t) = cos t tan(—t) = —tan t

csc(—t) = —csct sec(—t) = sec t cot(—t) = —cot t

Ornek 4: Tek ve Cift Trigonometrik Fonksiyonlar

(@) sin (_—:) , (b) cos (— %) Her bir degeri belirlemek igin trigonometrik fonksiyonlarin

tek-cift 6zelliklerini kullanin.

C0OzUm: Tek-cift 6zellikler ve Tablo 1'e gore

V¥ Temel Ozdeslikler

Trigonometrik fonksiyonlar trigonometrik 6zdeslik adi verilen denklemler vasitasiyla birbiriyle

iligkilidirler.

TEMEL OZDESLIKLER
Ters Ozdeslikler

1 1 1 sin cos i
cscf = —— sect= cott = —— tant = cott = —
in t cos t tan f cos t sin t
Pisagor Ozdeslikleri
sin’t + cos*t = 1 tan® t + 1 = sec’t 1 + cot*t = csc’t

Ispat: Pisagor 6zdesliklerini kanitliyoruz. x = cos t ve y = sin t olarak tamimlanirsa P(x, )

noktas1 birim ¢ember iizerinde oldugundan x2 + y? = 1 olur. Boylece,
sin?(t) + cos?(t) = 1

elde edilir. Esitligin her iki tarafi cos?(t) (cos?(t) # 0) ‘a bolunurse,
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sin“t  cos’t 1
+

cos’t cos’t  cos't

(sinr): ( | )
S
cos f cos t

tan’t + 1 = sec’t

bulunur. Benzer sekilde yine her iki taraf sin?(t) (sin?(t) # 0)’e bolunirse 1 + cot?(t) =

csc?(t)

Adindan da anlasilacagi tizere, temel 6zdeslikler trigonometride merkezi bir rol oynar ¢unki
herhangi bir trigonometrik fonksiyonu digerleriyle iliskilendirmek i¢in kullanabiliriz. Yani, t
noktasindaki trigonometrik fonksiyonlardan herhangi birinin degerini biliyorsak, yine bu

noktadaki tiim diger fonksiyonlarin degerlerini bulabiliriz.
Ornek 5: Tuim Trigonometrik Fonksiyonlar: Bir Degerden Bulma

cost=3/5 ve t, IV. Bolgede ise t noktasindaki tiim trigonometrik fonksiyonlarin

degerlerini bulun.

COzum: Pisagor 6zdesliklerinden

sin’t + cos’t

sin®f + (2 = 1
sint = 1 — == = 2
sint = =3

Bu nokta IV. bolgede oldugu i¢in, sin t negatiftir, sint = —4/5 artik hem sint hem de
cos t degerlerini biliyoruz, diger trigonometrik fonksiyonlarin degerlerini ters 6zdeslikleri

kullanarak bulabiliriz:

. - 3 sint —3 -
sinf = —— cost=— tant=——=——= ——
5 5 cos | = 3

) 3 ; 1 5 . 1 3

=— = —— secf =——=— cott = = ——

sin f 4 cos i 3 tan f 4

Ornek 6: Bir Trigonometrik Fonksiyonun Bir Baska Cinsten Yazilmas:
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t, I11. bolgede yer aldiginda tan(t)’yi cos (t) cinsinden yaziniz.

Cozim: tan(t) = sin (t)/cos (t) oldugundan ve Pisagor 6zdesligi kullanilirsa,

sin’t + cos’t = 1
sin’t = 1 — cos’t sin’f igin céz
sint = =+ \.-"':1 — cos’t Kareksk Al

I11. Bolgede sin t negatif oldugundan negatif isaret dikkate alindiginda

sint . — V1 — cos’t
cos t cos t

elde edilir.

5.3 Trigonometrik Grafikler-I

Sints ve Kosints Grafikleri P Sintis ve Kosinus Dontsiimlerinin
Grafikleri

Bir fonksiyonun grafigi onun davranist hakkinda daha iyi bilgi verir. Bu yiizden bu bolumde,

sinlis ve kosiniis fonksiyonlarinin ve bu fonksiyonlarin bazi doniisiimlerinin grafiklerini

cizecegiz. Diger trigonometrik fonksiyonlarin grafikleri gelecek boliimde gosterilecektir.
V Siniis ve Kosiniis Fonksiyonlarimin Grafikleri

Sinus ve kosinus fonksiyonlarinin grafiklerini ¢izmede bize yardimei olmasi igin ilk olarak
belirli bir diizendeki bu fonksiyonlarin tekrar eden degerlerine bakariz. Tam olarak nasil
oldugunu gérmek i¢in birim ¢emberinin 2m uzunlugunda oldugunu hatirlaym. Bir t reel sayisi
ile belirlenmis P(x, y) u¢ noktasi ile t + 2 ile belirlenmis u¢ nokta aynidir. Siniis ve kosiniis
fonksiyonlar1 P(x,y) noktalar ile tamimlandigindan 27’nin herhangi bir tamsay1 katinin

eklenmesi, o degerlerde herhangi bir degisiklik meydana getirmeyecektir. Diger bir degisle;
sin(t + 2nm) = sin(t) herhangi bir n igin.
cos(t + 2nm) = cos(t) herhangi bir nigin.

Boylece, siniis ve kosiniis fonksiyonlari asagidaki tanima gore periyodik fonksiyonlardir.
Tanum: p pozitif bir say1 olsun. Her t icin bir f fonksiyonu f(t +p) = f(t) ise bu f

fonksiyonuna periyodik fonksiyon ad1 verilir. En KugUk p sayisina f’nin periyodu(esas, tam
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periyodu) denir. Eger f fonksiyonu p periyoduna sahipse, p uzunlugundaki herhangi bir

aralik iizerinde f’nin grafigine bir tam periyotlu adi verilir.

Sintiis ve Kosintis Fonksiyonlarinin Periyodik Ozell;

271 periyotlu sints ve kosintis fonksiyonlar

sin(t + 27) = sint cos(t + 2m) = cos ¢
Tablo 1 Dolayisiyla siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin degerleri 2m
! sin f cost uzunlugundaki araliklarla tekrarlar. Onlarin grafiklerini
0_’% O=1 1 1=0 1 cizmek icin 6nce bir periyottaki grafigini cizeriz. 0 < t < 2m
%—> 7 | 1=0 | 0——1| araligindaki grafiklerini ¢izmek icin bir tablo olusturup bu
73T 0~ =150 noktalar1 kullanmay1 deneyebiliriz. Boyle tam bir tablo
‘: . 2; 150 | osi bulunamadigindan, bu fonksiyonlarin tanimlarina daha
yakindan goz atalim. sin t’nin bir t reel sayisi ile belirlenmis

birim cember Uzerindeki P(x,y) u¢ noktasinin y koordinati oldugunu hatirlayalim. Bu
noktanin y —koordinati1 t arttik¢a nasil degisir? P(x,y) noktasinin y- koordinatinin birim
cember Uzerinde 1’e dogru ¢ikarken ve -1’e dogru azalirken tekrarli tim hareketi boyunca
nasil degistigini gérmek kolaydir (bkz. Sekil-1). Aslinda t 0’dan m/ 2 artarken y = sint
0’dan 1’e artar. t m/2’den m’ye artarken y = sint 1°den 0’a dogru azalir. Tablo 1, ticin

0 ile 2w arasindaki siniis ve kosinus fonksiyonlarinin degisimini géstermektedir.

[

(COS 1, sin f;)

v
__________________ y=sint
i
| 27
. |

0 I x 0 P 1

Sekil 1
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TABLO

[ ]

¢ lo | Z | Z | Z |22 | 3% L, | Imo | dm |37 S g dm g,
6 3 2 3 6 : 6 3 2 3 6 "
1 V3 V3 1 1 V3 V3

sint | 0 — 1 - 0 —— — —1 — —— 0
2 2 2 2 2 2 2
V3 1 1 V3 3 | 1 V3

N N e N R e

Grafikleri daha dogru ¢izmek igin, Tablo 2'de birkag tane sin t ve cos t degerini buluruz. Bir

hesap makinesinin yardimiyla baska degerleri bulabiliriz.

Simdi, bu bilgileri, Sekil 2 ve 3'te 0 ile 2m arasindaki t i¢in sin t ve cos t fonksiyonlarnin
grafikler ¢izmek igin kullaniriz. Bunlar bir periyotlu grafiklerdir. Bu fonksiyonlarin 27 ile
periyodik oldugu gergegini kullanarak, 2m uzunlugundaki ardigik araliklarla ayni1 deseni sola
ve saga devam ederek tam grafikleri elde ederiz. Siniis fonksiyonunun grafigi, orijine gore
simetriktir. Bu beklendik bir seydir. CiinkU sinis tek bir fonksiyondur. Kosinis fonksiyonu

cift bir fonksiyon oldugundan, grafigi y eksene gore simetriktir.
Vi ¥

y=sinf

R Y
s u 7
2w T
[«— 27 Periyot
¥ = sin f nin bir

periyodu
O=r=2m Sekil 2 sint grafigi

1
o3
Al
ol
-
45

0l = é\\f/ﬁ_ﬂ' 2 ' —ar 0 W 2 3 dar t
146 T 2 3 14+
w
2

i JRiCs
o [«—— 27 Periyot
v = cos t 'nin bir

periyodu Sekil 3 cost grafigi

OD=r=2w

V Siniis ve Kosiniis Fonksiyonlarimin Doniistimlerinin Grafikleri

Artik, sinlis ve kosiniis fonksiyonlarinin doniistimleri olan fonksiyonlarin grafikleri ele
alinmaktadir. Boylelikle Boliim 2.5°de yer alan grafik teknikleri burada oldukc¢a kullanislidir.
Elde ettigimiz grafikler, uygulamalar1 harmonik hareket gibi fiziksel durumlara anlamak i¢in

onemlidir, ancak bazilar1 kendi basina ilging olan giizel grafiklerdir. Bir fonksiyonun tanim

20



kiimesindeki degiskeni belirtmek i¢in x harfini kullanmak geleneksel bir islemdir. Bu yiizden

y = sinx,y = cosx ,y = tanx bi¢iminde belirtebiliriz.

Ornek 1: Kosiniis Egrileri
Asagidaki her bir fonksiyonun grafigini ¢izin

(a) f(x) =2+ cosx (b) g(x) = —cosx
GOzim: y = 2 4 cosx fonksiyonunun grafigi y = cosx ile benzerdir. Sadece 2 birim yukari
otelenmistir. (bkz. Sekil 4(a))

y = —cosx fonksiyonunun grafigi y = cosx ile benzerdir. Sadece x —eksenine gore

yansimasi alinmustir. (bkz. Sekil 4(b))

filx) glx)y

flx}=2+cosx

I glx)= —cos x

—1 COS X

(a) Sekil 4 (b)

y = 2sinx fonksiyonunun grafigini ¢izelim. Bunun i¢in y = sinx grafigi ile baslariz ve y
koordinatindaki her degeri 2 ile carparak y = 2sinx fonksiyonunun grafigini elde ederiz. Bu,

grafigi dikey olarak 2 kati kadar gerdirme etkisine sahiptir. y = %sinx fonksiyonun grafigi

icin ise y koordinatindaki her deger ' ile ¢arpilir. Bu, grafigi dikey olarak "2 kati kadar
gerdirme etkisine sahiptir (bkz. Sekil 5).

Vi
34
. y = 2 sin
ol y=lsinx
) Lo,
—ar 0 TT\ :;?ETT X
_2' 1
¥=sinx
Sekil 5
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Genellikle y = asinx ve y = acosx fonksiyonlar1 i¢in |a| sayisina genlik(blyukIik) adi
verilir ve bu tipteki fonksiyonlarin ulagtigi en biiyiik degerdir. y = asinx fonksiyonunun

cesitli a degerleri i¢in grafikleri Sekil 6’da gosterilmistir.

Sekil 6

Ornek 2: Bir Kosiniis Egrisini Germe
y = —3cosx fonksiyonunun genligini bulup grafigini ¢iziniz.
C0Ozim: Genlik |[—3| = 3’tiir. Fonksiyon en yiiksek degeri 3, en diisiik degeri ise -3’tdr.

y = —3cosx fonksiyonunun grafigi y = cosx fonksiyonunun grafigi ile benzerdir. Buradaki

y degerleri 3 ile ¢arpilip x —eksenine gore yansimasi alinarak grafik cizilir (bkz. Sekil 7).

y=-—3cosx

Sekil 7

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin periyodu 2w oldugundan
y = asinkx ve y = acos kx k>0

PR

Fonksiyonlari i¢in kx degeri 0’dan 2m’ye degistiginde bir periyodu tamamlar, yani, 0 <

kx < 2m veya 0 < x < 2m/k’dir. Bu ylizden x igin, 0 < x < 2m/k arasinda bir periyot

22



tamamlamaktadir ve periyot 2m/k’dir. Bu fonksiyon egrilerine sirasiyla siniis egrileri ve

kosiniis egrileri denir.( Sinus ve Kosiniis egrilerine genellikle sinusoidal egriler denir.)

y = asinkx ve y = acos kx k>0

Yukaridaki siniis ve kosiniis egrilerinin genlikleri |a| ve periyotlar1 2w /k’dir. Bir tam
periyodun grafigini ¢izmek icin uygun bir aralik (0, 2m/k) 'dir.

k degerinin y = sin kx grafigini nasil etkiledigini gormek i¢in y = sin 2x grafigini ¢izelim.
Periyot 2?71 = 1 oldugu i¢in 0 < x < m araliginda fonksiyon tam bir periyodu tamamlar (bkz.
Sekil 8(a)). y = sin %x egrisinin periyodu ise 2w <+ 1/2 = 4w olur. Dolayisiyla bu egri
0 < x < 4m araliginda tam bir periyodu tamamlar (bkz. Sekil 8(b)). Etkinin k < 1 olmast

durumunda grafigi yatay olarak gerdigi(uzattigl) veya k > 1 durumunda ise grafigi yatay

olarak daralttigi(kiiculttiigii) goriilmiiktedir.

V= SIn 2x V= s51n5.x

1T ' 1T
NN N[ | .
/ %\/ﬂ- \/277 A —27 T 29T 3 4 X
—_ _]__

(a) (b)
Sekil 8

Karsilagtirma igin, Sekil 9'da, k'nin ¢esitli degerleri i¢in y = asin kx siniis egrisinin bir

periyodunun grafikleri gosterilmektedir.

V=asinx
a-—r

—a+

y =asin2x y=a Hil1%.'.' y=a sin%.\'

Sekil 9
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Ornek 3: Genlik ve Periyot
Asagidaki fonksiyonlarin her birinin genlik ve periyodunu bulup grafiklerini ¢iziniz
(a) v=4cos 3x (b) y = —2sin %x
C0zUm: a) Asagidaki bicimde genlik ve periyot elde edilir.Sekil 10°da ¢izim gosterilmistir.
genlik |a| =4
y = 4 cos 3x

27 _2ﬂ'

k3

Periyot =

b) y = —25in%x egrisi i¢in, genlik; |—2| = 2 ve periyot; 27 +%= 47 olup, ¢izim sekil 11°de

g0sterilmistir.
v
v =4cos 3x y
R P |
N v = 2.‘:[[151
) I /\ |
B E 0 m 2r 3w 4:&-1'
_2__
$ekil 10 Sekil 11

y =asink(x —b) ve y = acos k(x — b) bigiminde tanimlanan siniis ve kosiniis egrileri
yatay eksende |b| kadar 6telenmistir. Eger b > 0 ise saga, b < 0 ise sola 6teleme gerceklesir.

b sayisina faz kaymasi(ételeme) denir.
y =asink(x —b), y=acosk(x—b) k>0

Egrilerinin genlikleri |a|, periyotlar1 2m/k ve faz 6telemeleri b kadardir. Tam bir periyodun

grafigini ¢izmek i¢in uygun bir aralik [b, b + (2%)] 'dir.

y = sin (x — g) vey = sin (x + %) egrilerinin grafikleri sekil 12°de gdsterilmistir.
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L

VoA
. T . T
/_x- = sin(x — 73 /_\' = sin{x + ¢ )
1+ 4ar 1+ 17
3 27 T 6
] L | - |/ il J -
3 3 6 6
y = sinx y = sin x

Sekil 12

Ornek 4: Otelenmis bir Siniis Egrisi

y =3sin2 (x - g) egrisinin genligini, periyodunu ve faz 6telemesini bularak grafigini ¢izin.

C0zUm: Asagidaki bicimde istenenler elde edilir. Sekil 13°de grafik gosterilmistir.

=T

- =

y = 3sin2 _\'—E
v=ssn2(x-5)

faz dtelemesi= % (saga oteleme)

. i 2@ 2@
genlik = |a| =3 periyot = >

Faz dtelemesi /4 olup, periyot ’dir. Dolayisiyla tam bir periyot; E,% + ] = E ‘%”] olur.

¥4
<«— Periyot 7——>
34
Faz
pteleme
o
4 S
— 4
0 i EI 3w flr F;
1 3 1
Genlik 3
L4

y = 3sin 2(_1' — %}
Sekil 13

Ornek 5: Otelenmis bir Kosiniis Egrisi

y = zcos (2x +2?n) egrisinin genligini periyodunu ve faz oOtelemesini bularak tam bir
periyotlu grafigini ¢iziniz.
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Ozim: ilk olarak fonksiyon y = acos k(x —b) formunda yazilirsa 2x + 2= ifadesi 2
¢ yon y y .

parantezine alinarak yazildiginda;

y =ZCOSZ X — (—g)]

olur. Bu durumda;

genlik; |a| = 3/4, periyot; 27” =2?” =, faz Otelemesi; b = —g olup oteleme sola
dogrudur. Bu bilgiden hareketle bir periyotlu kosiniis egrisi —m/3’ten baslayip —g +m = %ﬂ

noktasinda sonlanir. Dolayisiyla grafik i¢in araligimiz; [— g, 2?”] olur. Grafik;

¥4 3 ( 2 )
] = = ol Py 4 =
y = qeos(2x + 5
EN _
I T
Genlik 7
Ll 5w
N | 55
} } } }
T T w 2 X
-7 3 T T
Perivot
Sekil 14

5.4 Trigonometrik Grafikler-11

Tanjant, Kotanjant, Sekant ve Kosekant Fonksiyonlarinin

Grafikleri P Tanjant ve Kotanjant Dontisiimlerinin Grafikleri
Sekant ve Kosekant Dontsumlerinin Grafikleri

Bu boliimde tanjant, kotanjant, sekant ve kosekant fonksiyonlarin grafikleri ile bu
fonksiyonlarin doniisiimlerinin grafikleri ¢izilecektir.

V Tanjant, Kotanjant, Sekant ve Kosekant Fonksiyonlarinin Grafikleri

Bu fonksiyonlarin periyodik ozellikleri ile basliyoruz. Sinlis ve Kkosiniis
fonksiyonlarinin periyotlart 2m’dir. Bu ylizden kosekant ve sekant fonksiyonlar1 sirasiyla
sinus ve kosinustn ¢carpmaya gore ters fonksiyonlari oldugundan onlarin periyotlart da 2 dir.

Ancak, tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin periyotlari rr’dir.
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Periyodik Ozellikler
Tanjant ve Kotanjant Fonksiyonlarinin Periyotlari 7'dir:

tan(x + 7) = tan x cot(x + 7) = cotx
Kosekant ve Sckant Fonksiyonlarinin Periyotlari 27'dir:

csc(x + 2m) = cscx sec(x + 2m) = secx

Oncelikle tanjant fonksiyonunun grafigini ¢izelim. Tanjantin periyodu m oldugundan, m
aralifina sahip herhangi bir aralikta grafigi cizeriz ve daha sonra sag ve sol tarafa grafigi
tasiriz.

T

Grafigi (—g, 5) araliginda cizecegiz. Clinkii tan(mw/2) ve tan(—mn/2) tanimh degildir. Bu

yuzden grafigi ¢izerken(mw/2) ve (—m/2) noktalarin yaninda

x tan x oldukc¢a dikkatli olmaliyiz. x (m/2) degerine yakin ve (m/2) den
0 0 kiiciik degerler aldifinda tanx biiyiik degerler alir. Bunu gormek
:ﬁ ?{5](8) icin x (r/2)’ye yeteri kadar yakin se¢ildiginde cosx 0 yaklasirken
;—f lgé sinx 1’e yaklasir, bu yiizden tanx = sinx/cosx oldugundan buyik
1.5 14.10 degerler alir. Asagidaki tabloda (7r/2)’ye yakin x degerleri ile tanx
122 1z§§3§ degerleri sunulmustur. Boylece x degerleri (mw/2)’ye yakin (m/
1.5707 10,381.33 2)’den daha kiigiik segildiginde tanx degerlerinin herhangi bir

pozitif bir sayidan daha biiyiik oldugu goriilmektedir. Bu durum
asagidaki bigimde ifade edilir;

T
x — > iken tanx — o

Yukaridaki ifade “x, m/2'ye soldan yaklagirken tanx sonsuza yakinsar” bi¢ciminde okunur.
Benzer bicimde x degerleri (—m/2)’ye yakin (—m/2)’den daha biiyiik se¢ildiginde tanx
degerlerinin herhangi bir negatif sayidan daha kiigiik oldugu goriilmektedir. Bu durum
asagidaki bigimde ifade edilir;
7.".+
x — Y iken tanx — —oo
Yukaridaki ifade “x, —m/2’ye sagdan yaklasirken tanx negatif sonsuza yakinsar” bigiminde

okunur. Boylece y = tanx fonksiyonunun grafigi x = —g ve x =§ degerlerinde diisey

asimptota sahip olmaktadir. Tiim bu bilgiler 1518inda y = tanx fonksiyonun grafigi sekil
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1’deki gibi —% <x <§ araliginda ¢izilir. y = tanx grafiginin tamami1 Sekil 5(a)’da
cizilmistir.
y = cotx fonksiyonunun grafigi benzer bir analizle (0, ) araliginda ¢izilebilir(bkz. Sekil2).

cotx fonksiyonu x = nm (n tamsay1) i¢in tanimsizdir, dolayisiyla bu noktalar diisey asimptot

degerleridir. Bu fonksiyonun tam grafigi Sekil 5(b)’de ¢izilmisir.

| Y4 |
Diisey | |
asimptot | |
| |
| |
| |
! ] ] 1 1__ ] ] ] 1 !
x 0 ﬁifi? 0ff 22z = 7 X
2 643 |2 T 643 2 |
| 4!
| 41 Dusey 014 |
I I asimptot I
| | |
Sekil 1 Sekil 2
Bir periyotlu y = tan x grafigi Bir perivotlu y = cot x grafigi

Kosekant ve sekant fonksiyonlarinin grafiklerini ¢izmek i¢in;

1 1

CSCX = — Ve SeCx =
Sinx coSx

Carpmaya gore ters 6zdesliklerini kullaniriz. Bu yiizden y = cscx fonksiyonunun grafigini
¢izmek icin y = sinx fonksiyonunun grafigindeki y noktalarinin ¢arpmaya gore tersleri alinir
(bkz. Sekil 3). Benzer bi¢imde y = secx fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in y = cosx

fonksiyonunun grafigindeki y noktalariin garpmaya gore tersleri alinir (bkz. Sekil 4).
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Vi

0 IE : 0 T flr 3 ﬂlﬂ' Tl
2 T 2
I I
I I
I I
I I
I I
Sekil 3 Sekil 4
Bir periyotlu y = csc x grafidi Bir perivotlu y = sec x grafigi

0 < x <m araliginda y = cscx fonksiyonunun grafigine daha yakindan bakalim. 0 ve ’ye
yakin fonksiyon degerlerini agiklamaya ihtiyacimiz vardir. sinx =0 oldugunda

csc x tanimsiz olur. Bunu gérmek i¢in
x — 0% iken cscx — o
x — 1w~ iken cscx — o

olup x = 0 ve x = m noktalar1 diisey asimptot olur. m < x < 2w araliginda grafik benzer
bicimde cizilir. Fonksiyonun tam grafigi Sekil 5(c)’de 2m periyotlu olarak ¢izilmistir. Dikkate
edilmesi gereken y = cscx fonksiyonu icin  sinx = 0 oldugu noktalar yani x = nm (n

tamsay1) noktalar1 diisey asimptotlaridir.
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(C)y=csCx (d) y=secx
Sekil 5

y = secx fonksiyonunun grafigi de benzer davranis gostermektedir. Bu fonksiyonun tanim
kiimesi x = (g) + nm (n tamsayi) haricindeki tiim reel sayilardir. Dolayisiyla bu noktalar

diisey asimptot degerleridirler. Fonksiyonunun tam grafigi Sekil 5(d)’de gosterilmistir.

y = tanx,y = cotx ve y = cscx fonksiyonlarmin grafiklerinden goriildiigii tizere bu
fonksiyonlar orijine gore simetrik ilen y = secx fonksiyonu y —eksenine gore simetriktir.
Bunun nedeni tanjant, kotanjant ve kosekant fonksiyonlar1 tek fonksiyon iken sekant

fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundandir.

V¥ Tanjant ve Kotanjant Fonksiyonlarinin Déniistimlerinin Grafikleri
Simdi, tanjant ve kotanjant fonksiyonlarin doniisiimlerinin grafikleri ele alinmaktadir.
Ornek 1: Tanjant Egrilerinin Cizimi

(@) y = 2tanx  (b) y = —tanx fonksiyonlarinin grafigini ¢iziniz.

Coziim: a) Once y = tanx fonksiyonu ¢izilir sonra onu gerektigi gibi déniistiiriiriiz.
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y = 2tanx fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in y = tanx fonksiyonundaki her bir y —

koordinat degerini 2 ile ¢arpariz. Sonuglar Sekil 6(a)’da gosterilmistir.

b) y = —tanx grafigi Sekil 6(b)’de gosterildigi gibi y = tanx fonksiyonun x —eksenine gore

yansimasi alinarak elde edilmistir.

v = lan x v = lan x

. .
| IR T | | | N\
I I I I I I I
S W | W 1
I I | I I
| 2 | | | | | |
I I I | I I I I
| — I I I I I I I
f —1t —1 f—= ! I I f—
3w T 07 = ore ir X _3_'3'7' = o kol T 3w X
—7 -7 i) 7 2 2 2 2
| | 1 41 | I | | I
I I e I I I I I
I I I I I I I |
I I I | I I I I
I I I | I I I I
(a) v=21tan x , (b) v = —tan x
) Sekil 6 :

Tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin periyodu 7 oldugundan
y = atankx ve y = acotkx k>0

Fonksiyonlari i¢in kx degeri 0’dan ’ye degistiginde bir periyodu tamamlar, yani, 0 < kx <
m veya 0<x<m/k’dir. Bu yiizden x i¢in 0 <x < m/k arasinda tam bir periyot

tamamlamaktadirlar ve her biri igin periyot r/k’dir.

Tanjant ve Kotanjant Egrileri

y = atan kx ve y = acot kx (k> 0)

Fonksiyonlarmm Periyotlar: 7/k 'dir.

Bu grafiklerden tam bir periyot ¢izmek icin diisey asimptotlar arasinda bir aralik segmek
uygundur:

Bir periyotlu y = atan kx’in grafigini ¢izmek uygun aralik (;—:, %)’dlr.
Bir periyotlu y = acot kx’in grafigini ¢izmek uygun aralik (O, %)’dlr.

Ornek 2: Tanjant Egrilerinin Grafigini Cizme
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COzim: a) Periyot (m/2) ve uygun aralik (—m/4,m/4)’tr. x = —m/4 ve x = w/4
noktalar1 diisey asimptotlardir. Fonksiyonun bir periyotlu grafigi (—m /4, w/4) araliginda olur.
Grafigin tanjant fonksiyonu ile ayni sekli vardir, ancak 0.5 oraninda yatay olarak

bliziilmiistiir. Ardindan, grafigin bu kismini sola ve saga yineliyoruz. (bkz. Sekil 7 (a)).

b) Grafik, boliim (a) 'daki ile aymidir, ancak Sekil 7 (b)' de gosterildigi gibi saga tarafa m/4

kadar 6telenmistir.

tanx fonksiyonunun periyodu (—m/2,1/2) oldugundan;

Periyot Baslangici  Periyot Bitisi

2 —7)=—37 2x—73)=

4

X — 5
x=0 X =

(SRS R ST

Dolayisiyla grafigin uygun periyodu (0, g) olur.
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(a) v =tan 2x (b) v = tan
Sekil 7

Ornek 3: Otelenmis Bir Kotanjant Egrisi
y = 2cot (3x — 5) fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Go6zum: Fonksiyon y = acotk(x — b) formunda yazilirsa;
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y = 2cot (3x - %) = 2cot3 (x - %)

olur. Bu nedenle grafik y = 2cot(3x) ile benzerdir fakat saga dogru (7/6) kadar dteleme soz
konusu olacaktir. y = 2cot(3x) fonksiyonunun periyodu (rr/3)’tiir. Arzu edilen grafigin

periyodu (7r/6) kadar 6telenmis aralik olacaktir. Bu yiizden istenilen aralik;

TT T T T
O+—=,=+=)=(=,=
( +6'3+6) (6'2)
elde edilir. Periyodu bulmanin baska bir yontemi de asagidaki gibidir. y = cot(x)

fonksiyonunun periyodu 7 oldugundan 3x — z degeri de 0 ile m arasinda degisir;
2

Perivot Baslangici:  Perivot Bitisi:
Ix—g=0 3x —5=7r

=

AX —

Son olarak bir periyotlu (7t/6,/2) araliginda 6telenmis kotanjant grafigi ayni oranda saga ve

sola dogru yinelenerek Sekil 8’de ¢izilmistir.

= |

Sekil 8
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V¥ Kosekant ve Sekant Déoniisiimlerinin Grafikleri

Kosekant ve sekant fonksiyonlarinin siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin ¢arpmaya gore tersleri
oldugunu gozlemlemistik. Boylece, asagidaki sonug siniis ve kosiniis egrileri i¢in bolim

5.3’deki sonug karsiligi olur.
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Kosekant ve Sekant Egrileri

Yy = acsc kx ve v = asec kx (k>0)

27 [k periyotludurlar.

Bu egrilere uygun tam bir periyot [0,2r/k] araligidir.

Ornek 4: Kosekant Egrilerinin Grafigini Cizme
1 1 T . ...
a) y= S csc 2x  b)y= S Csc (Zx + 5) fonksiyonlarini ¢iziniz.

C06zim: a) Periyot 2;” = 1 olup uygun aralik [0, 7] dir. sin2x = 0 oldugu noktalar diisey

asimptot noktalar1 olur. Dolayistyla asimptotlar x = 0 ve x = m/2’dir. Bu bilgiden hareketle
grafik [0, ] araliginda kosekant fonksiyonu ile ayni sekilde olur. Grafigin tam kismi Sekil

9(a) da bir periyotlu grafigin saga ve sola ayni oranda Gtelenmesi ile elde edilmistir.

Baslangig Periyodu: Bitis Periyodu: ~1 Iy_1 (=T

2.:\_“;1:\ : riyodu 3_\-1i " ':0;:‘1 b) y S csc (Zx + 2) S cscC 2 (x ( 4))
y=m¥ 2 =37 yazildiginda a segeneginde oldugu gibi grafik ayni1 bigimde
=T Y= cizilir fakat, grafik sola (w/4) kadar telenmistir. Grafik,

Sekil 9(b)’de gosterilmistir. Kosekant fonksiyonu 2m periyotlu oldugundan 2x +%

degeri 0 ile 2m arasinda degisir. Bunun i¢in baslangi¢c ve bitis periyotlar1 sirasiyla

(—m/4) ve (3m/4) olur.

¥ V
P | | I | | | | | TR \ | |
| \ | | | | | | | \ | |
| \ | | | | | | | \ | |
| \ | | | | | | | \ | |
| \ | | | | | | | \ | |
N/ L I L Al s Sl e
| I = | | | | | —4 | 4 | 3
: 1 : : : — : : : 1 : —s
-7 _T s 7 3 ~27 X 3m | Tz \ Sm | X
| T2 2 | 2 | T4 | 4 \ 4 |
| \ | | | | | | | \ | |
| \ | | | | | | | \ | |
| \ | | | | | | | \ | |
| \ | | | | | | [ \ | |
| \ | | | | | | | \ | |
(a) y = + csc 2x (b) y = yese(2x + 7))
- Sekil 9
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Ornek 5: Bir Sekant Egrisinin Grafigini Cizme

......

COzim: Periyot 2m <+ 1/2 = 4m olup uygun aralik [0,4n]’dir.cos%x = 0 oldugu noktalar

diisey asimptot noktalart olur. Boylece araliktaki asimptotlar x = & ve x = 3r’dir. Bu
bilgiyle grafik [0,47] araliginda bir periyotlu sekant egrisine benzerdir. Sekil 10’da grafigin

tam kismi sola ve saga dogru ayn1 oranda yinelenerek elde edilmistir.

v

K

v Y

Sekil 10
y =3 secix

5.5 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar ve Grafikleri

Ters Sinuis Fonksiyonu P Ters Kosiniis FonksiyonuP Ters
Tanjant Fonksiyonu P Ters Sekant, Kosekant ve Kotanjant
Fonksiyonlari

Boliim 2.7'den hatirlayacaginiz gibi bir fonksiyonun tersinin f'nin kuralini tersine ¢eviren bir
fonksiyon (f 1) olduguna dikkat edin. Bir fonksiyonun tersi olabilmesi i¢in mutlaka bire bir
olmas1 gerekir. Trigonometrik fonksiyonlar birebir olmadiklarindan tersleri yoktur. Bununla

birlikte, trigonometrik fonksiyonlarin tanim kiimesi, birebir olacak bir sekilde kisitlamak

mimkundar.
¥ Ters Sintis Fonksiyonu

Once siniis fonksiyonunu degerlendirelim. Yeni fonksiyonun bire bir olmasimi saglamak igin
siniis fonksiyonunun tanim kiimesini kisitlamanin bir¢ok yolu vardir. Bunu yapmanin dogal

yolu, tanim kiimesini [—m/2,7/2] araligina kisitlamaktir. Bu secimin nedeni, bu araliktaki
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fonksiyon degerlerinin tanim kiimesindeki her bir eleman ile eslesmesidir. Sekil 1 ‘den,

sinlisiin bu kisitlanmig aralik iizerinde birebir (Yatay Cizgi Testi ile) oldugunu ve bunun

tersinin var oldugunu goriiyoruz.

e Y

1+
Z
0

T T (} T TT'\I/?TT X

EZTT —r
+—1

ra|

=1L

y=s8mx — =X

¥ = sinx

Sekil 1 3Siniis Fonksivomu ve
kisitlanmis Siniis Fonksiyvonu

Simdi simirlandirilmig tanim kiimesinde ters siniis fonksiyonunu tanimlayalim. Sekil 2 ‘de
y =sin"tx (ters sinus fonksiyonu) grafigi gosterilmistir. Bu y = sinx grafiginin —m/2 <

x < /2 araliginda y = x dogrusuna gore yansimasi(simetrisi) alinarak elde edilir.
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Ters Siniis Fonksiyonunun Tanimi:

Ters sinis fonksiyonu sin™! tanim kiimesi [—1,1] ve gorunti kimesi [—m/2,7/2]

olup,
sin"lx =y = siny = x

bigiminde tamimlanan bir fonksiyondur. Ters siniis fonksiyonu arcsine (okunusu: arksiniis)

fonksiyonu olarak da bilinir ve arcsin ile gosterilir.

—1 0 1 X

Sekil 2 y=sin"'x Grafigi

Dolayistyla y = sin™! x, sintisti x olan [—m/2, /2] araligindaki bir sayidir. Baska bir degisle

sin (sin"'x) = x’dir. Aslinda, bolim 2.7'de incelenen ters fonksiyonlarn genel

ozelliklerinden, asagidaki sadelesme 6zelliklerine sahibiz;

-1<x<1 igin sin (sin™1x) = x
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—% <x< % icin sin"!(sinx) = x
Ornek 1: Ters Siniis Fonksiyonu Degerinin Bulunmas:

Asagida verilenlerin her birinin degerini bulunuz.

(a) sin~! (%) (b) sin~! (— %) (¢)sin™?! (;)

Cozim: a) [—m/2,m/2] araliginda siniisi %olan ac1 degeri 7/6’dir. Dolayisiyla sin™?! G) =

m/6’dir.

b) [-/2,m/2] araliginda siniisii —% olan a¢1 degeri -m/6’dir. Dolayisiyla sin™! (—%) =
—1/6’dir.

C) % > 1 oldugundan bu deger sin~! x in tanim kiimesinde yer almaz. Dolayisiyla sin™* G)

tanimli degildir.

Ornek 2: Hesap Makinesi Kullanarak Ters Siniis Degeri Bulma

Yaklasik olarak a) sin~1(0.82) b) sin™? (%) degerlerini bulunuz.

Co6ziim: Bu yaklasik degerler hesap makinelerinde veya veya
tuslar1 kullanilarak (radyan modda hesap makinesi ile) hesap edilir

(a) sin”'(0.82) = 0.96141 (b) sin™'3 = 0.33984
Ornek 3: Ters Siniislii Ifadelerin Degerlerini Bulma
(a) sin™?! (sin g) (b) sin~?! (sin 2?”) degerlerini bulunuz.

Gozum: a) sinm/3 degeri [—m/2,m/2] araliginda yer alir. Bu yiizden agagida sadelesme

ozelligini kullanabiliriz;

1 1 1 i —E Cndalacrmy o = '_'._. :f. i
s1n (5“] 2 ) = 3 Sadelesme L1;_-,_'|_L!__"_. —T = T = T

b) Once parantez igindeki ifade bulunur;
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™ i . T N3
— Cilinkii sin — =
3 ’ 3 2

@—g <x< % oldugunda sin~(sinx) = x olur @

V¥ Ters Kosinls Fonksiyonu

Kosiniis Fonksiyonunun tanim kiimesi [0, r] araligina kisitlanirsa, ortaya ¢ikan fonksiyon bire

bir olup tersi mevcut olur(bkz. Sekil 3).

Ters Kosiniis Fonksiyonunun Tanimu:
Ters kosinus fonksiyonu cos ™! tanim kiimesi [—1,1] ve gortnti kiimesi [0, 7] olup,

TTx=y = cosy =x

arkkosinis) fonksiyonu olarak da bilinir ve arccos ile gosterilir.

bigiminde tanmimlanan bir fonksiyondur. Ters kosinlis fonksiyonu arccosine (okunusu:

Vi 7

o \‘f/ _]__u:} \TL/ 2 X . Iu:}__ w x

¥ = cosX y=cosx,0=x=w

Sekil 3 Eosiniis Fonksiyonu ve
Kizitlanmis Kosiniis Fonksiyonu
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Dolayistyla y = cos™ ! x, kosinlsl x olan [0, 7] araligindaki bir sayidir. Ters fonksiyonlarin

sadelesme Ozelliklerinden;
-1<x<1 igin cos (cos 1x) =x
0<x<m igin cos!(cosx) = x

Sekil 4’te y = cos !1x (ters kosiniis fonksiyonu) grafigi gosterilmistir. Bu y = cosx
grafiginin 0 < x < m araliginda y = x dogrusuna gore yansimasi(simetrisi) alinarak elde

edilir.

y=cos 'x

—1 0 1 X

Sekil 4 y=cos 'x Grafigi

Ornek 4: Ters Kosiniis Fonksiyonu Degerinin Bulunmas:

Asagida verilenlerin her birinin degerini bulunuz.

V3

(a) cos™! <7> (b) cos™1(0) (c)cos™t (;)

Cozum: a) [0, m] araliginda kosiniisii golan deger 7/6°dir. Dolayisiyla cos™? (g) =/

6’dur.
b) [0, ] araliginda kosinusii 0 olan deger /2 dir. Dolayisiyla cos~1(0) = /2 dur.

C) m’nin higbir rasyonel katinin kosiniis 5/7 degeri olmadigindan hesap makinesi(radyan

moddaki) yardimiyla bu deger yaklasik olarak hesap edilebilir;
(3
cos <7> ~ 0,77519
Ornek 5: Ters Kosiniislii I[fadelerin Degerlerini Bulma
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(a) cos™?! (cos 2?”) (b) cos™? (cos 5?71) degerlerini bulunuz.

Cozim: a) cos(2m/3) degeri [0,7] araliginda oldugu icin asagidaki sadelesme Ozelligini

kullanabiliriz;

: 2 2 2
cos CDST = — Sadelesme Uzelligi: 0 =—=x

b) Once parantez igindeki ifade bulunur;

cos '(co&s—'_‘) =cos”'(3)  Esiti
: 53 s7!(3) t

= — (;'Lll]_.{".:. COs

3 3

Ifl

No<x<n oldugunda cos™*(cosx) = x olur @)
V¥ Ters Tanjant Fonksiyonu

Bire bir fonksiyon elde edebilmek icin tanjant fonksiyonunun tanim kiimesi (—m/2,7/2)

Ters Tanjant Fonksiyonunun Tanimi:

Ters tanjant fonksiyonu tan™! tanim kiimesi R (tiim reel sayilar) ve goriintii kiimesi
(=m/2,m/2) olup,

tanlx =y = tany = x

bigiminde tanimlanan bir fonksiyondur. Ters tanjant fonksiyonu arctangent (okunusu: ark

tanjant) fonksiyonu olarak da bilinir ve arctan ile gosterilir.

araligina kisitlamak yeterli olur.

Dolayisiyla y =tan"!x, tanjanti x olan (—m/2,7/2) araligindaki bir sayidir. Ters

fonksiyonlarin sadelesme 6zelliklerinden;
x €R icin tan (tan"1x) = x
—g <x< g icin tan"!(tanx) = x

Sekil 5’te y = tanx ve y = tan~! x (ters tanjant fonksiyonu) grafikleri gosterilmistir.
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y=tanx, —3 <x1r<3 ¥ =tan 'x
Sekil 5 EKisitlanmis tanjant

fonksiyonu ve terz  tamjant

fonksiyonu
Ornek 6: Ters Tanjant Fonksiyon Degerinin Bulunmasi

Asagida verilenlerin her birinin degerini bulunuz.
(a)tan"*(1) (b) tan"*(v3) (c)tan~1(20)

Cozlm: a) (—m/2,m/2) arali@inda tanjantt 1 olan deger /4 tiir. Dolayisiyla tan~1(1) =
7/ 4°tr.

b) (—m/2,m/2) arahiginda tanjant: V3 olan deger m/3’tiir. Dolay1siyla tan‘l(\/§) = m/3’tur.

) Hesap makinesi(radyan moddaki) yardimiyla bu deger yaklasik olarak hesap edilebilir;

tan~1(20) ~ —1.52084
V Ters Sekant, Kosekant ve Kotanjant Fonksiyonlari

Sekant, kosekant ve kotanjant fonksiyonlarinin ters fonksiyonlarini tanimlamak igin, her
fonksiyonun tanim kiimesini, bu fonksiyonlar izerinde birebir ve biitiin degerlerine erisen bir
kiimeye yeniden kisithiyoruz. Bu kriterleri karsilayan herhangi bir aralik uygun olmasina
ragmen, tanim kimelerini ters trigonometrik fonksiyonlari igeren isaret hesaplamalarin
secimini basitlestirecek sekilde kisitlamay: segiyoruz. Yaptigimiz segenekler analiz igin de
uygundur. Bu sekant ve kosekant fonksiyonlarmin tanim kiimelerindeki goriiniiste garip
kisitlamay1 agikliyor. Bu boliimii sekant, kosekant ve kotanjant fonksiyonlarinin kisith tanim
kiimelerine ait grafikleri ve ters fonksiyonlarinin grafikleriyle gostererek bitiriyoruz (bkz.
Sekil 6-8).
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y=csc 'x

A

CaC X,

-1":

Sekil 7 Ters Kosckant Fonksivonu

A=

Y
—

Iz [

y=cot 'x

O<x<mw

cot x,

-'||‘:

Sekil 8 Ter:s Eotanjant Fonksiyonu
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