CHAPTER 1

Diferansiyel denklemler ve onlarin ¢ozimleri

3. Diferansiyel denklemlerin simiflandirmasi
- 3.1. Bilinmeyen fonksiyon ile onun tirevleri arasindaki bagintiya diferansiyel denklem denir.

3.2. Bilinmeyen fonksiyon bir degiskenli ise denkleme adi diferansiyel (ADD) (ordinary differential
equation ODE) denklem denir, eger fonksiyon ¢ok degiskenli ise kismi diferansiyel (KDD) (partial differential
equation PDE) denklem denir.

- 3.3. n tane bilinmeyen fonksiyonu iceren m adet diferensiyel denkleme kisaca diferansiyel denklem
sistemi denir. Burada m ile n egit olmak zorunda degildir.

- 3.4. Denklemin mertebesi, denklemdeki en yiiksek mertebedeki tiurevdir. Benzer sekilde sitemin mer-
tebesi, sistemdeki en yiksek mertebeli tirevdir.

- 3.5. Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiksek mertebeli tirevin iissiine, bu diferansiyel denklemin
derecesi denir.

- 3.6. Bir diferansiyel denklemdeki bagimly degisken ve tim tiirevleri birinci dereceden ise,diferansiyel
denkleme lineer diferansiyel denklem denir.n. mertebeden adi lineer diferansiyel, bagimly degisken y ve bagimsiz
degisken x olmak tizere, asagidaki formda gésterilir.
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Dolayiswyla icerisinde y> ,(y1)2, yyt, yry!, siny, exp (y) gibi terimler bulunan denklemler lineer degildir. Bunun
yamnda denklem 2%, xy!, sinx, exp (— sin xg) ,Inz tirinden ifadeler igerebilir.

Ornek 3.7. yM + zy! — exp (y) = 0, 2. mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemdir.

Ornek 3.8. 3472 + xQ% + x3g—g =xexp(x), 4. mertebeden lineer adi defreansiyel denklemdir.

Ornek 3.9. u; = k (z) uge veya %—’; =k(x) % 2. mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemdir.
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Ornek 3.10. % —Jua e e
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=0, 3. mertebeden kismi diferansiyel denklemler sistemidir.

4. Temel Kavramlar

- 4.1. Birinci mertebeden ADD ile

F(x,y,y/)z()@F(x,y,Z—i) =0 (4.1)
veya
w=fay) e Y =iy (4.2)

dx

formlarny diigiinecegiz.

- 4.2. n. mertebden ADD ile
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- 4.3. Keyfi g (x) fonksiyonu ézdes olarak (4.5).denklemini saghyorsa g (x) fonksiyonuna (4.3) denklem-
inin integrali ya da ¢ézimi denir. (bkz Uyari 4.6)

Uyar:1 4.4. ADD genelde bir I araliginda tanymlanir. Béylece g (x) fonksiyonu n mertebeye kadar tirevi olan

bir fonksiyon ve (4.3) denkleminde y yerine g (x), y! yerine g/ (z),..., y™ yerine g™ () yazdigumizda (4.3)
denklemi saglanwyorsa, y = g (x) fonksiyonuna I araliginda (4.3) denleminin bir ¢ézimi denir.

Ornek 4.5. y =sinzx fonksiyonu yi +y = 0 denkleminin (—oo,00) araliginda bir genel ¢ézimidiir.

Uyar1 4.6. (4.3) denkleminin ¢ozimi y = g(x) agik formunda olmak zorunda degildir. Ayni zamanda
h(z,y) = 0 kapal formu ile de verilebilir. Buna gore tirevleri kapale fonksiyonlar icin tirev formili kullanilarak
bulunur. Boylece benzer sekilde (4.3).denklemi dzdes olarak h(xz,y) = 0 fonksiyonunun her noktasinda ézdes
olarak saglanwyorsa h(x,y) = 0 fonksiyonu (4.3) denkleminin integrali ya da ¢ozimidir.,y/,. ..,y (Bkz.
Ornek 4.34)

Ornek 4.7. 22 + y? = 4 fonksiyonu
x
ylr=—— 4.5
" (4.5)
denkleminin kapaly formda ¢ézimidir. x> +y?> — 4 = 0 ¢emberinde kapal fonksiyonlar icin tirev bagintisina
kullanarsak 2x 4+ 2yy! = 0 elde ederiz, boylece (4.5) denklemi saglanwr. (—2,0) ve (2,0) noktalarinda y = 0

oldugundan bu noktalary hari¢ tutmalwyz. (Bkz. Ornek Ornek 4.84).

Uyar1 4.8. (4.2) denkleminin geometrik yorumu: f(x,y), @ bélgesinde tanwml bir fonksiyon olsun. (4.2)
denklemine gore her (xz,y) € @ noktasinda bu noktadan gegen ve egimi y!/ olan bir dogru (dogrusal eleman)
vardwr. Boéylece bu dogrularin olusturmus oldugu alana kisaca dogrultu alany denir. Buna gore @ bélgesindeki
egriyt bulmak, dogrularin herbir noktasindaki tanjanty bulmaktr.
Buna gore 2. mertebeden

yn = f (z,y,y!)
denklemi i¢in y// yani ¢bziim egrisinin egriligi bulunmalidir. 3 ve daha yiiksek mertebeden ADD i¢in benzeri
geomtrik yorumlar yoktur.

[amim] 4.9.

fonksiyonlar

yl:gl(‘r>7y2:g2(x)7"'ayn:gn(‘r> (46)

?/1 = fi(@,y1,92, -, Yn)
y/2:f2($7y17y27---ayn) (47)

y;L = f’n (xvylay%' .- 7yn)
sistemini 0zdes olarak saghyorsa, (4.6) fonksiyonlarina sistemin ¢ézimi (integrali) denir.

Bu durumda da ¢oztimleri kapali fonkiyon gibi diigiinebiliriz. (Bkz Uyar 4.6).

Uyar:1 4.10. n = 2 durumu i¢in y1, y2 fonksiyonlar yerine bilinmeyen y, z fonksiyonlarin ele alalim. Buna
gore (4.6) fonksiyonlar

y=91(x), z2=g2(x)
geometriksel olarak bir egri tanimlar (8 boyutlu uzayda). Bu sebepten otiri (4.6) fonksiyonlary (4.7) sisteminin
integral egrisi diye adlanduriler.

Uyar: 4.11. Genel olarak (4.7) sisteminde bilinmeyen fonksiyon sayist ile denklem sayist egit olmak zorunda
degildir. Fakat ¢oziim tanima aynder. Yine de ¢ozimain varlge ve tekligi hakkinda bir genelleme yapmaliyiz.
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- 4.12. (4.7) sistemi ve

P (CL, bl, bg, e 7bn) (48)
noktasin ele alalvm. (4.7) sistemindeki f1, fa,..., fn n + 1 degiskenli ve degiskenleri x,y1,yz2,...,Yn olmak
tizere, P noktasinin bir O komsulugunda, stirekli ve yi,ya,...,yn degiskenlerine gore siirekli kismi tirevlere
sahip fonksiyonlar olsun. O komsulugunda (4.7) sistemini ve

g1 (a) =0b1, ga(a) =ba,...,gn(a) =by (4.9)

kosulunu (baslangie kosulu) saglayan g1 (x), g2 (), ..., gn (x) fonksiyonlars vardir ve bu fonksiyonlar tektir.

- 4.13. Bir problem diferansiyel denklemi ve belirli kosullary igerir. Problemdeki kosullar x in bir
degeriyle ilgili ise bu durumda probleme baslangic deger problemi, x in 2 degeri ile ilgili ise sinar deger problems
denir.

Ornek 4.14.

yn+y = 0,
y (1)
y (1) = —4
baslangic deger problemidir (BDP)- (initial value problem IVP).

Ornek 4.15.

yll +vy
y (0)

() -

suar deger problemidir (SDP)- (boundary value problem BVP).

Il
— O

Uyar1 4.16. Uyar 4.10°e gore fi, fa,..., fn fonksiyonlari O komsulugunda yukaridaki kosular: saglhyorsa
(4.7) sisteminin P noktasindan gegen bir tek integral egrisi vardur.

Ozel durumda
f(@,y) oy (z,9) (4.10)
T x .
Y), y Y
fonksiyonlar1 P noktasinin O komsulugunda siirekli ise

yl = f(ﬂf,y)

denkleminin bir tek integral egrisi mevcuttur ve bu egri P noktasindan geger.
Uyar1 4.17. Eger her x € [a,b],y1,y2 € [¢,d] igin

|f (1) = f (@, 92)] < K [y — 2 (4.11)

egitsizligini saglayacak sekilde pozitif bir K sayist bulunabilirse f (x,y).fonksiyonu y degiskenine gére R
(a <2 <b,c<y<d) bolgesinde Lipchitz kosulunu saglar denir. Ozel olarak f (x,y).fonksiyonu y degiskenine
gore R bolgesinde tirevi mevcut ve

of

y
kosulu saglanwyor ise (4.11) kosulu saglaner. Fakat tersi dogru degildir. Yaniy degiskenine gére tirevi mevcut
olmayabilir fakat (4.11) kosulunu saglayan fonksiyonlar da vardir. Asagidaki érnek bununla ilgilidir.

<K (4.12)

Ornek 4.18. I (x,y) = ly| fonksiyonu y degiskenine gore kismi tirevi yoktur ancak Lipschitz kosulunu saglar.
Gergekten

[yl = lgell < lyr — 92|, K =1
saglanar.
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- 4.19. f (z,y) fonksiyonu Q(a —h <z <a+h, b—k <y <b+k) bolgesinde siirekli olsun (Strekli
fonksiyon kapale aralikta sierlidur yani Q bolgesinde |f (x,y)| < M kosulunu saglayan pozitif M sabiti mevcut-
tur.) ve (4.11) kogulunu saglasin.
k
d=min ( h, —
m1n< , M>

yr = f(z,y)
denklemini saglayan y = g (x) bir tek ¢ozimi vardar.

olmak tizere [a — d,a + d] araliginda

Uyar1 4.20. Lipschitz kosulu ve Teorem 4.19%ye benzer teorem (4.7) sistemi i¢i de formiile edilebilir.
Uyar: 4.21. Cozimin varhgi icin f (z,y) fonksiyonun strekliligi yeterli bir kosulken teklik i¢in yeterli degildir.
Ornek 4.22.

y=0 vey:%(m—Z)S

fonkssyonlar yt = /y? denkleminin integral egrisidir.

FSORSH 4.23.

y"m = f (xyy/ yi, . -,y<"’1)) (4.13)
diferansiyel denklemini ve P (a,b1,ba, ..., by) noktasini ele alalim.
[0 01 o

Ay’ ayr oyt

fonksiyonlary sirekli olsun. Bu durumda P noktaswn bir komsulugunda (4.13) denklemini ve

g(a)="b1, g/(a)=by,...,g" " (x) = by (4.14)

kosulunu saglayan y = g (x) tek ¢ozimi mevcuttur.

Uyar: 4.24. Lipschitz kosulunu kullanarak (4.13) denklemi i¢in Teorem 4.19’ye benzer bir teorem formiile
etmek mumkindiir.

Teorem 4.23 lokal karakterlidir. Yani
Y 4 ey (@) 5D+ 4y (2) g+ a0 (2)y = b(2) (4.15)

denkleminin ¢oztimiiniin varhg: ve tekligi I araliginda mevcuttur.

Uyar: 4.25. (4.13) denklemi i¢in (4.14) kosullart saglansin. (n + 1) boyutlu P (a,by,bs,...,b,) noktas: ver-
ilsin. @ bolgesi P noktasin iceren bolge ve (4.13) denkleminin bu noktada Teorem 4.28°e¢ gére tek bir ¢ozimi
olsun. Buna gore asagida bu tarz denklemler icin genel ¢ozim kavramans tanwymlayacagez.

- 4.26. (4.13) denkleminin ¢ozimi n tane bagimsiz keyfi sabit iceriyorsa bu ¢ozime Q bolgesinde (4.13)
denkleminin genel ¢ozimi (integrali) denir.

Uyar1 4.27. Eger sabitlerden herhangi birisini, digerleriyle yer degistirmek mimkin degil ise bu durumda bu
sabitlere bagimsiz denir. Yani hic biri gereksiz degil ise.

Ornek 4.28.
y = c1exp2z + coexp (—x)
fonksiyonu
ylt —yl —2y =0
denkleminin genel ¢ozimaidir.
c1exp (z+ c2)
fonksiyonu
yn—y =0
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denkleminin genel ¢ozimii degildir. Ctlinki
crexp (r+c2) = crexp (z) exp (c2) = Kexpx

olarak yazabiliriz.
Uyar1 4.29. Genel durumda
F (m, Yyl yll, ..., y(”)) =0 (4.16)

denklemi igin genel integralden bahselmek ¢ok miimkin degildir. Clinki ¢ozimiin tekligi sorusunun oncelikle
cevaplanmast gerekmektedir. Ornegin
2

yr? —aty? =0 (4.17)

denklemi asagqudaki degerler i¢in saglanar:

yr =y, y = 2y
Eger belli bir bélgeden ve ya baslangig kosullarindan bahsediyorsak, (4.16) denkleminin genel ¢oziminden bah-
setmek mimkindiir.

- 4.30. Eger her noktada ¢ézimin tekligi kosulu saglanmaiyorsa bu durumda y! = f (z,y) denkleminin
¢oziimiine tekil ¢ozim (integral) denir.

Ornek 4.31. y = 0 integral ejrisi
yr=y?
ADD nin tekil ¢ozimidir ¢inki (2,0) noktast boyunca
1

_ - _ 3
y—27(9«“ 2)

fonksiyonu da diger bir integral egrisidir.

Uyar1 4.32. y/ = f(x,y) denklemi bir parametreli genel ¢oziime sahiptir. Eder ¢oziim mevcut ise verilen
denklemin tekil integraline egittir.

Uyar:1 4.33. f(x,y) # 0 i¢in

dy 1
— 4.18
dr  f(x,y) (4.18)
denklemsi ile 4
T
_ 4.1
7 f(z,y) (4.19)

denklemi denktir. f(x,y) = 0 durumunda (4.18) denklemi tamimsiz iken (4.19) denklemi tanwmlidir. Boylece
genelde (4.18) denklemine (4.19) denklemini ekleriz ve (4.18) denkleminin integral egrisi ile hem (4.19) den-
kleminin hem de (4.18) denkleminin integral egrilerinin digiinecegiz.

Ornek 4.34.
4y’ —4=0 (4.20)
cembert
T
yr=—=
Yy
(—2,0),(2,0) noktalarinda bile ADD nin integral egrisidir. Cinki bu noktalarda (4.20) fonksiyonu
de _
dy

ADD vyi saglar.



