TIMUR KARAGCAY, HAYDAR ES,

ORHAN OZER, SERKAN ALI DUZCE

KALKULUS

NOBEL






Contents

I OnBilgiler 13

1 on Bilgiler (Pre Kalkuliis) 3

1.1 OnKalKulus. . . . v v vt e 15

2 Analiz Ogretimi 3

2.1  IkiMilenyum Siiren Sorunlar . . . .............. 17
2.2 Mantikve Matematik . ............... .. .... 21
221 Timdengelim ......................... 22
222 Timevarim . .. ... ... .. 23
2.3  MatematikDili . .. ... .. ... .. L oL 26

3 Onermeler Cebiri 3

3.1 Iki-degerliMantik . ....................... 27
3.2  MatematikselMantik . .. ... .. ... ... . L. 27
33 BooleCebiri........... ... .. .. ... .. ..... 28
34 Onermeler . ............. ... ..., 28
3.41 YalmOnermeler . ....................... 29
3.42 BilesikOnermeler . . ... .................. 30
3.43 DenkOnermeler. . ...................... 30
3.5 OnermelerCebiri ........................ 31
36 Operatorler . ... ..... .. ... .. ... .. ... .. 31
3.6.1 AOperatdrii . ... ... ... ... 31
3.6.2 vOperatorii . . ........ ... 32
37 Degilleme . . ... .. ... ... 32
3.71 BirOnermeninDegili . . . .................. 32
372 IseBaBlact . ........... ... ... ... ..., 33
3.7.3 KosulluOnerme Sonuclar1 . . ... ............. 34
3.8 v Operatoriiniin Ozelikleri . . . ................ 35
3.8.1 vVvninEsglclalagi . . .. .......... ... ... .. 35
3.8.2 V’'ninYer Degisim Ozeligi . ................. 35
3.83 V'ninBirlesimi .. ....... ... . 0 0 0. 35
39 Dagilma . ... ... ... ... 36
3.10 Bilegik Onermelerin Degillenmesi . . . . .. ......... 36
3.10.1 DeMorganKurallart . .. .................. 36

3.11 <:AncakveAncakOperatérii . .. .............. 37



3.12 HepdogruveHepyanhs . . ... ................ 38

3.12.1 KarsitTers . ... . . ... .. 41
3122 Ahstirmalar . . . . .. ..o 41
3.123 Alstirmalar . . . . . ... 46

4 Kiimeler Cebiri 4

4.1 KumelerCebiri . . . ... .. ... ... ... ... 47
4.1.1 Kapsama . . ... ... ... 47
412 EvrenselKime . ... .. .. ... ... .. ... ... 48

42 VennCizenekleri . . . ... ... ... .. ... .. ... .. 48
42.1 TimleyenKiime ... ..................... 48
422 BosKime.......... ... ... .. .. . 48
423 Tekogelikime . ......... ... ......... ... 48
424 EsitKimeler . ... ...... ... ... .. ... ..., 49
425 HasAltKime. ... ... ... ... ... ... ..., 49
426 KuvvetKimesi......................... 49
4.2.7 SimetrikFark . . . ... .. Lo oo o 49

43 Bagintilar . ... ... ... 49
43.1 KartezyenCarpim . . . . . ... ... ... 50
432 Grafik ... ... 50
4.3.3 Kartezyen Carpimin Ozelikleri . ... ........... 51

44  AnalitkDiizlem . ............ .. ... .. ..... 51

45 Bagintdar . ... ... ... 51
4.5.1 Bagmtilarin Gosterimi . . . ... ... ... .. .. ..., 51
452 Grafik . .. .. 52

46 BagmuTirleri . .......... ... .. ... .. ... 52

4.7 DenklikBagmtilar1 . . . ... .................. 52
471 Esitlik ... ..o 52

4.8  Denklik BagintisiNedir? . ................... 53
481 DenkOgeler . ..............0iiii.... 53

49 DenklikSmiflart . .. ... .. ... L o L 53

410 TersBaginti . . ... ... ... ... .. e e 54

4.11 SimetrikBaginti . . ... ... . Lo o oo L 54

5 Sayilar 4

51 SaydarmKurulusu . .. .......... .. ... .... 57

5.2  Saylarin Siralanmast . .. ... ..o 58

53 DogalSaylar . ............ .. ... ... ... 59

54  Dogal Sayillarm Kurulusu . . ... ............... 59

55 PeanoBelitleri . ........... ... ... ... .. .. 59

5.6  SonluTiime Varmmilkesi .................... 59

5.7 NicelikSayillart . .. ... ... ... ... ... .. .. 59

5.8  EBsgclillilk . ... ...... .. ... 60

59 Saylabilirlik. . . . ... ... o o oo 61

5.10 Sayillamayan Sonsuz Kiimeler . ... ... .......... 61

511 GergelSaylarmTamhgr . . ... ................ 62

512 Alstirmalar . . . . ... ... ... 62



6 Rasyonel Uslii Ifadeler 4

6.1 TamsayiUsler. ... ....................... 63
6.1.1  Uslii Ifadelerin Ozelikleri: . . .. .............. 63
6.1.2 NegatifUsler . . .. ...................... 64
6.1.3 Benzer Usliiifadeler . .................... 64

6.2 RasyonelKuvvetler. ... .................... 64

6.3 UsliiDenklemler . . ... .................... 66

6.4 Alustirmalar . ... ... .. ... . o e 66

6.5 UsliiDenklemler . . . ...................... 67

6.6 Alustirmalar . ... ... .. ... ... .. L oL, 67

6.7 Kokliiifadeler. . ......................... 67

6.8 Alstirmalar . . ... ... .. ... o 70

6.9 eSayisi. ... ... e 70

6.10 AnalitikGeometri . ... .................... 72

6.11 n-swrahlar . ......... ... ... .. .. .. ... 72

6.12 KartezyenCarpim . . ... ... ... .. ... 73
6.12.1 ikilive Coklusirablar . . ................... 73
6.12.2 n-swalilar . . . ... ... L 74

6.13 AnalitikGeometri . ...... ... ... ... ... ..., 74

6.14 Kartezyen Carpimin Genellesmesi . ... .......... 75

6.15 ALISTIRMALAR . ... ... ... ... .. . . . ....... 75

7 Denklemler 5

7.1 Dogrudeklemleri . ....................... 79
7.1.1 ki noktasi bilinen dogru Denklemi: . .. ......... 79
7.1.2  Bir noktasi ve egimi bilinen dogru Denklemi: . . . . . . . 80

7.2  Dogrunun Genel Denklemi. . . ... ............. 80
7.2.1 Ikinci Dereceden Denklemler . . ... ........... 80
7.2.2  ax?=0Bicimindeki Denklemlerin Céziimii . . ... .. 81

7.3 ax?+ bx =0 Bicimindeki Denklemlerin Coziimii . . . . . . 81
7.3.1 ax?+ c =0 Bi¢imindeki Denklemlerin Céziimii . . . . . 81
7.3.2 ax?+ bx+ c =0 Bicimindeki Denklemlerin Céziimii . . 82

7.4  Degiskendegistirme . . . ... ... ... ... ..., 84

7.5 Koklidenklemler ........................ 84

7.6 MutlakDeger . . . ... ... ... ... 85

7.7 Ahstirmalar . . ... ... L 86

7.8  Koklerle Katsayilar Arasindaki Bagintillar . . . .. ... ... 86
7.8.1 KoklerinToplami: . . ... .................. 87
7.8.2 KoklerinCarpimi: . . . .. .. .. 87
7.8.3 Koklerin Farkinin Mutlak Degeri: . . . .. ... ... ... 87

7.9 Ahstirmalar . ... ... L e 87

7.10 Ikinci Dereceden Denklemlerin incelenmesi . . . ... .. 88

7.11 DenklemSistemleri . ...................... 89

7.12 Esitsizlikler . ... ... ... .. o 89

7.13 Esitsizlik Sistemleri . . ... ... ... ... 0 oL 92

7.14 Ahstirmalar . .. ... 92

7.15 Ikinci Dereceden Fonksiyonlar. . . ... ........... 93

7.16 ParabolCizimi .. ........................ 95



7.17 Ahstirmalar . ... ... 97

7.18 Esitsizlik Sistemlerinin Grafikle Coztimti . . . . . ... . .. 97
719 Ornekler: ... ... ... ... .. 97
7.20 Dogrusal denklem sistemleri . . . ... ... ......... 99

8 Parametrik denklemeler 6

8.1 Egrininydnli .......... .. ... . ... . ... 101
82 kapallEgri.......... ... .. .. ... ... 101
8.3  Cember’in Parametrik Denklemleri . . . . . ... ... ... 101
8.4  Elips'in Parametrik Denklemleri . . . . . ... ... ..... 102
85 Cycloid ........ ... .. . .. .. 103

9 Matrisler ve Determinantlar 6

9.1 Matrisler. . . . ... ... . 105
9.1.1 SatirveKolon ............. ... . ....... 105
9.2 MatrisinBilesenleri . ............. .. ... ..., 106
9.3 Matrislglemleri. . .. ...................... 106
9.3.1 MatrislerinToplam1 . . . ... ................ 106
9.3.2 Matrislerde Cikarma . .. .................. 107
9.3.3 Matrisin Sayiile Carpimu . . . ... ..o 107
9.3.4 MatrislerinCarpimi . . . . ... ... ... 108
9.3.5 Carpimin Sirasi Degisemez . . .. ... .......... 109
9.3.6 Ikiden ¢cok matrisinCarpim1 . . . ... ........... 109
9.3.7 Matrisin Devrigi (transpose) . . . . . . ... ... ..... 109
9.4  Matrislerin Carpiminin Devrigi . .. ... .......... 110
9.4.1 MatrislerdeB6lme. . . ... ... .............. 110
95 MatrisTarleri. . ......................... 111
9.5.1 KareMatris . . . .. ... ... . ... e 111
9.5.2 SifirMatris .. ... ... 111
9.5.3 Kare Matrisin Késegenleri . ... .............. 111
9.5.4 KareMatrisinKuvveti . . . ... ... ............ 111
95,5 BirimMatris . . ... ... ... o oo 111
9.5.6 SimetrikMatris . ....... ... ... .. . 0 ... 112
9.5.7 AntiSimetrikMatris. . . . ... ... ... oL, 112
958 TersMatris . ... ... ... ... .. 113
9.5.9 UcgenselMatris . . . ..................... 113
9.5.10 Matrisinizi(trace). . . .. ... .. .. ... . . ... ... 113
9.6 Omekler. .......... ... .. .. ... 114
9.7 Matrisin Uzunlugu (size) . ... ... ... ... ... .... 114
9.8 Determinantlar. . ... ............... ..., 115
9.9 DeterminantNedir? . ... ... ................ 115
9.9.1 1 x1 Matrislerin determinanti. . . ............. 115
9.9.2 2 x2 Matrislerinin determinantt . .. ........... 115
9.9.3 3 x3Matrislerinin determinantt . . ............ 116
9.9.4 SarrusYontemi . . ......... ... ..o, 116
9.10 BaskaYontemler . . ... ... ...... .. ......... 117
9.10.1 Yiiksek Boyutlu Matrislerin Determinantlar1 . . . . . . . 117

9.11 LaplaceYontemi .. ... .................... 117



9.11.1 MInOr . . ... .ot v it e 117

9.12 Escarpan (cofactor) . .. .................... 118
9.13 Determinant icin Laplace A¢ilim1 . . . . .. ... ...... 119
9.14 Determinantlarin Ozelikleri . . ................ 120
9.14.1 SarrusYontemiyleHesap: . ................. 122
9.14.2 Laplace Yontemiyle Hesap: . . ... ............ 122
9.14.3 GaussElemeYontemi. .. .................. 122
9.15 TersMatris . . ... ... ... .. e 123
9.16 Matrisler Uzerinde ilkel Satiriglemleri . ... ... ... .. 123
9.17 Gauss Eleme Yontemi ile Ters Matrisi Bulma . .. ... .. 124
9.18 EkliMatris. . . ... ... ... .. 125
9.19 Escarpan ile Matrisin tersiniBulma . . . . .......... 126
9.20 Dogrual Denklem Sistemleri . . . . ... ... ........ 129
9.21 Escarpan ve Determinant Kullanilarak Ters Matrisin Bulunusu130
9.22  Ters Matris Kullanilarak Denklem Sisteminin Céziimii . . 132
9.23 Dogrusal Denklem Sisteminin Cramer Yontemiyle Coziimii 133
9.24 Dogrual Denklem Sistemleri . . . ... ............ 134
9.25 Escarpan ve Determinant Kullanilarak Ters Matrisin Bulunusu 136
9.26 Ters Matris Kullanilarak Denklem Sisteminin Cé6ziimii . . 138
9.27 Dogrusal Denklem Sisteminin Cramer Yontemiyle Coztimii139

10 Polinomlar 7

10.1  Bir Belirsizli Polinomlar . ... ................ 141
10.2  CokBelirsizli Polinomlar . .. ................. 143
10.3 Terimleri Kuvvetlerine Gore Siralama . . . . . ... ... .. 144
10.4 ikiPolinomunEsitligi . ..................... 144
10.5 Uygulamalar . ..... .. ... ... . ............ 145
10.6  Polinomlar Kiimesi Uzerinde iglemler . . .......... 146
107 Toplama . . . . ... ... . 146
10.8 Uygulamalar . ... ............. .. ... ..... 148
109 Cikarma . . . . ... e 149
10.10 Uygulamalar . .. ...... .. ... .. .. ......... 150
10.11 Carpma . . . . . . .ttt 150
10.12 Sayil (skalerle) Carpma . . ... ... ............. 153
10.13 Uygulamalar . ... .. ... ... ... ... .. ...... 154
10.14 BaghcaOzdeslikler ... .................... 154

10.14.1 iki Terim Toplaminm Karesi . . . . .. ... ........ 154

10.14.2 1ki Terimin Farkimn Karesi . . . . . ... ... ....... 155

10.14.3 Iki Terimin Toplamu ile Farkinin Carpimi . . . . ... .. 155

10.14.4 Ug Terim Toplammin Karesi . . . . ... .......... 156

10.14.5 iki Terim Toplammnin Kiipti . . . . .. .. ... ...... 157

10.14.6Iki Terim Farkinin Kiipti . . . ... ... ... ....... 158

10.14.71kiKip Toplam1 . . . ... ..... ... .. .. ..... 158
10.15 Iki Terimlinin Kuvvetleri . .. ................. 160
10.16 Ahstirmalar . . . . . ... ... Lo 163
10.17 PolinomlardaBolme. . . .. ... ... ... ... ...... 164
10.18 Uygulamalar . ... .... ... ... ... ......... 169
10.19 BélmeAlgoritmast . . . . . ... ... ... ... 170



10.20 CarpanTeoremi . .. ... ... . ... ... ........ 171
10.21 Uygulamalar . .. ..... ... ... ... ....... 173
10.22 Uygulamalar . .. ...... .. ... .. ........... 174
10.23 Horner YontemiileBolme . .. ... .. ........... 175
10.24 Bir Polinomun (x—a)(x—b) ile Béliinmesinden Elde Edilen
Kalan. .. ... ... .. .. .. . . 176
10.25 Uygulamalar . .. ........ ... ... .......... 179
10.26 Alstirmalar . . . .. ... ... e 181
10.27 Polinomlarin Carpanlara Ayrilmasit . . . . ... ....... 183
10.28 Karmasiklar Basite indirgemek! . . . . ... ......... 183
10.29 ebob,ekok. . . . . ... L Lo 184
10.30 Cebirsel ifadeleri Carpanlara . . . . ... ........... 186
10.30.1 Ortak Carpan Parantezine Alma . . . .. .......... 187
10.31 Uygulamalar . .. ...... .. ... ... .......... 187
10.32 Uygulamalar . . ... ....... ... ... .. ... ... 189
1033 Ozdeslikler . .. ... ... ... ... ... ... . ... ... 189
10.34 Uygulamalar . .. ..... ... ... ... .......... 190
10.35 Uygulamalar . .. ...... .. ... .. ... ..... 192
10.36 OzdeslikleriKullanma . . . . .. ................ 192
10.37 Uygulamalar . . ............ .. ... .. ...... 193
10.38 Uygulamalar . ... .... .. ... ... ... ...... 195
10.39 Uygulamalar . ............. ... ... ..... 197
1040 Ahstirmalar . . . .. ... ... . . 200
10.41 BasghcaOzdeslikler . ... ................... 201

1 1 Fonksiyonlar 8

11.1 FoksiyonunGrafigi. . .. ... ....... ... ... ... 204
11.2 Tek Degerli Fonksiyonlar . . ... ... ............ 205
11.3 Alstrmalar . . ... ... ... . e 205
11.4 Fonksiyon Tiirleri . .. ... .. ... ... ... .. ..... 207
11.4.1 EsitFoksiyonalar . ...................... 207
11.4.2 IgineFonksiyon . ... ... ................. 207
11.4.3 OrtenFonksiyon . ...................... 207
11.4.4 BireBirFonksiyon ... ................ ... 208
11.4.5 BireBirIgine Fonksiyon . . ... .............. 208
11.4.6 Bire Bir Orten Fonksiyon . . . . .. ... .......... 208
11.4.7 SabitFonksiyon . ... ... ... ... ... .. ... ... 208
11.4.8 SifirFonksiyon . . . ... ... ... ... .. ........ 208
11.4.9 Ozdeslik Fonksiyonu . . .. ................. 208
11.5 KapahiFonksiyon. ... ..................... 209
11.6 - Ornekler . . . .. ... .. ... 209
11.7 Ahstirmalar . . . ... ... ... .. . L 210
11.8 Fonksiyonlarin Bileskesi . . .. ................ 211
11.9 Bileske Isleminin Ozelikleri. . . . ... ... ......... 213
11.9.1 Yer Degisim Ozeligi Yoktur . . . .. ... .......... 213
11.9.2 Birlesme Ozeligi . . . . ... ................. 214
11.10 TersFonksiyon . . ... ... ... ... .. .. ........ 214
11.11 Ters Foksiyonun Grafigi . . . . ... ... ........... 215



12 Rasyonel Ifadeler 8

121 Ahstirmalar . . . ... ... e 217
12.2 Rasyonel ifadelerin Toplam1 . . ... ............. 217
12.3 Rasyonel Ifadelerin Carpim1 . . ... ... .......... 218
12.4 Rasyonel ifadelerde Bélme . . . ... ............. 219
12.5 Polinom Denklemler . .. ... ................ 219
12.6  Birinci Dereceden Polinom Denklemlerin Cézimi . . . . 219
12.7 Kombinason Ve Permiitasyon . .. ... ........... 220
12.7.1 Kombinasyon (Combination) . ... ............ 220
12.7.2 Permiitasyon (permutation) . . . . .. ... ........ 220
12.7.3 PermiitasyonTiirleri . ... ................. 220
12.8 Kombinason Ve Permiitasyon . .. .............. 220
12.8.1 Kombinasyon (Combination) . ... ............ 221
12.8.2 Permiitasyon (permutation) . . . . ... .......... 221
12.8.3 Permiitasyon Tiirleri . . ... ................ 221
129 Istatistik . . . . oo v v 221

13 Transandant Fonksiyonlar 9

14 om Trigonometri 9

141 YonliAglar. .. .. .. ... .. .. ... .. ... .. ... 225
142 Yonliyaylar. .. ... ... ... ... ... .. . .. ... 225
143 BirimCember. . . . .. ... ... .. ... . L L. 226
144 AaOlgiiBirimleri . ... .................... 226
1441 Derece. . ... ... ... i e 226
1442 Grad . . .. ... e 227
1443 Radyan . ... ... ... ... .. .. 227
14.5 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar . ... ... ........ 227
14.5.1 Arcsinus Fonksiyonu . . ... ................ 227
14.5.2 ArcCosinus Fonksiyonu . . ... ... ........... 228
14.5.3 Arctanjant Fonksiyonu . . .. ... ... .......... 228
14.5.4 Arccotanjant Fonksiyonu. . . ... ... .......... 229
146 Ornekler . . .. ...... ..., 230
14.7 Trigonometrik Fonksiyonlar . . .. ... ... ... ..... 230
14.7.1 SimetrikAgllar . . . ... ... ... .. .. ... 233
14.7.2 Simetriler . . . ... ... L oL o 234
14.8 Trigonometrik Fonksiyonlarin Ozelikleri . . . . .. ... .. 234
149 OzelAclar. . ... ........ ... .. ... 235
14.10 Trigonometrik Fonksiyonlar Grafikleri . . . . ... ... .. 235
14.10.1Cosinus Grafigi . ... .................... 235
14.10.2Sinusgrafigi . .. ... ... ... ... .. ... 236
14.10.3Tanjant Grafigi . . . .. ... ... .. .. .......... 237
14.11 Periyodik Fonksiyonlar . .. ... ... ............ 238
14.12 Ahstirmalar . . .. . ... ... L oL L 238
14.13 Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti . . . . ... ... ... 239
14.14 Limitler . .. ... ... ... ... . .. 239

14.15 Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri . . .. ... .. .. 239



10

14.16
14.17
14.18
14.19
14.20
14.21
14.22
14.23
14.24
14.25

Alstirmalar . . .. ... ... L 244
Trigonometrik Integraller . . . . ... ............. 246
Trigonometrik Degisken Degistirimi . . ... ... ... .. 246
sin, cos carpimlariminintegrali . . . . ... ... L. 248
sin ve cos Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . . . ... ... ... 250

tan? x.sec? xdx Tiirlerinin integrali . . . .. ........ 251
cot x ve csc Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . ... ... .. .. 253
Alstirmalar . . .. ... ... L Lo 259
J R(sinx, cosx) bigimindeki integraller. . . . . .. ..... 261
Ters Trigonometrik Fonksiyonlan Tiirevleri . .. ... ... 268

1 5 Logaritma Fonksiyonu 10

15.1 Logaritma Fonksiyonu . ... ... ... ........... 272
15.2  Logaritma Fonksiyonunun Grafigi . ............. 273
15.3 Dogal Logaritma Fonksiyonu . .. .............. 273
15.4 Taban DegistirmeKurali . . . ... ... ... ..... ... 276
15.5 Logaritma Fonksiyonunun Degisimi . ............ 276
15.6 Logaritma Fonksiyonunun Grafigi .............. 277
15.7 Logaritma Fonksiyonunun Ttirevi . . . . . ... ... .. .. 278

1571 y=Inx .. ... 278
158 y=a* .. 279
159 y=log,x .. ... . . e 280
15.10 Ahstirmalar . . . ... ... ... L L 280
15.11 Logaritmikintegraller . . . . ... ... ... ......... 281
15.12 a>0 Tabanina Géreexpvelog . ................ 282
15.13 Ahstirmalar . . . ... ... ... 283

16 Rasyonel Uslii Ifadeler 10

161 TamsayiUsler. .. ... ... .................. 285
16.1.1 Uslii ifadelerin Ozelikleri: . . . ... ............ 285
16.1.2 NegatifUsler . . .. ....... ... .. .......... 286
16.1.3 Benzer Usliiifadeler . .................... 286

16.2 RasyonelKuvvetler. ... ... ... ... ........... 286

16.3 UsliiDenklemler . . . .. ... ......oovuuunn... 288

16.4 Alustirmalar . ... ... ... .. . e 288

165 eSayisi. .. ... . e 289

16.6 Ustel Fonksiyonun Tiirevi . . . ... ............. 290

1 7 Hyperbolik Fonksiyonlar 10

17.0.1 Oteki Hyperbolic Fonksiyonlar . . ............. 294
17.1 Karmasik Sayilar i¢in Hiperbolik Fonksiyonlar . . . . . .. 294
17.2 Hiperbolik Ozdeslikler . . ................... 295
17.3 AcilarinToplamiveFarki . ... ... ............. 296
17.4 Ters Hiperbolik Fonksiyonlar. . . . .. ... .. ... .... 297
17.5 Ters Hiperbolik Fonksyonlarin Logaritmik ifadesi . . . . . 299
17.6  Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri . ... .... ... .. 303
17.7 Ters Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri . ... ...... 304



17.8 Hiperboplik Integraller . . ... ................ 306

1 8 Tiirev Uygulamalar: 11

181 Tefet . . .. .o v i 309
18.2 Dogrudeklemleri . ....................... 310

18.2.1 Dogrunun Genel Denklemi . . ... ............ 311

18.2.2 TegetinDenklemi . .. ... ................. 311
183 Problemler . ...... ... ... .. ... .. . ... ... 312
184 Normal . ...... ... .. ... 313
18.5 Teget Boyunca YaklasimdakiHata . . . . ... ... ... .. 314
18.6 DogrusalYaklasim . . . ... .................. 315
18.7 Maksimum be Minimum degerler. . . . ... ... ... .. 316

18.7.1 Mutlak Minimum ve Mutlak maksimum. . . . ... ... 316

18.7.2 Yerel Ekstremum Degerleri. . . . ... ... ... ..... 317
18.8 Kritiknoktalar . .. ... .. ... ... . . .. .. ... 318
189 Ozet .. ..ot 320
18.10 Alstrmalar . .. ... ... ... . e 322

1 9 Rolle teoremi 11

19.1 Ortalama Deger Teoremi . . . ... .............. 325
19.1.1 GeometrikYorum . ... .......... ... ...... 327
19.2 Alstirmalar . .. ... ... .. e 329
19.3 Tiirev Testlerive Bikeylik . . . .. ... ............ 329
19.4 Bikeylik . . . ... .. L 332
195 Ahstirmalar . .. .. .. ... ... .o oo 334
19.6 EgriCizimleri . . . ... ... ... .. ... .. .. ... ... 335
19.7 Asimptotlar . . . . ... ... . 335
19.7.1 DikeyAsimptotlar . . . . ... ... .. ... ... ..... 336
19.7.2 YatayAsimptotlar . . . ... .. ... ... ... ..., . 337
19.7.3 EgikAsimptotlar . . . . .. ... ... ... ... 338
19.7.4 Egrisel Asimptotlar . . .................... 339
19.8 GrafikCizimleri . . . . ... ... ... .. L L L. 340
199 Ahstirmalar . .. .. .. ... ... . 344
19.10 Optimizasyon Problemleri . . ... ... ........... 344
19.11 Isve Ekonomide Marjinal Analiz . .............. 347
19.12 Ahstirmalar . . . ... ... L e 348
19.13 BaglantithOranlar . .. ... .. ... .. ........... 349
19.14 Minimum ve Maksimum . ... ... ............. 350
19.15 Alstirmalar . . . ... ... . 352
19.15.1 Goziillmiis Ornekler . . . ... ... ............. 352
19.16 Ahstirmalar . . . ... ... ... . e 355
19.17 L'HospitalKuralr . . . ... ... .. ... ... ....... 357
19.18 Limit Problemlerini Kolaylastirma . ............. 359
19.19 1%, 0%, (c0)° Belirsizlikleri . ............... 362
19.20 CoziilmiigOrnekler . . .. ... ................ 363

19.21 Ahstirmalar . . . . ... ... oL 364



20 Belirii Integral 11

20.1 BOlUntl . ... ... ... ... 365
20.2 Belirli Integral Kurallart . . . ... ............... 366
20.3 Calculus'un Temel Teoremleri . . . ... ........... 370
20.3.1 Calculus'un 1.Temel Teoremi . ... ............ 370
20.3.2 Calculus’un fkinci Temel Teoremi. . . . . . ........ 371
20.4 BelirliIntegral Kurallar1 . . . . ................. 375
20.5 Diizensizintegraller . . . . ... ... ............. 379
20.5.1 Arahgn sonsuz olmasidurumu: . ............. 380
20.5.2 Araligin icinde fonksiyonun sinirsiz olmasi durumu: . . 380
20.6 Belirsizintegral . . . . ... ................... 383
20.6.1 Belirsiz integral Formdilleri. . . . ... ........... 383
20.7 Degisken Degistirme . ... .................. 383
20.8 Trigonometrik Integraller . . . . . ... ............ 385
20.9 Ters Trigonometrik Konumlar . .. .............. 387
20.10 Coztimld Problemler . ... .................. 388
20.11 Rasyonel Fonksiyonlarin Integralleri . . . .......... 394
20.11.1 Payda'nin Tiirevi Pay’a Esitse . . . ... ... ....... 394
20.11.2BasitKesirlereayrma . . . . .. ... ... .. ... .... 395
20.11.3 Paydada Gergel Kokii Olmayan Carpan Varsa. . . . . . . 398
20.12 Ahstirmalar . . ... ... Lo 401

21 Belirsiz Integral 12

21.0.1 Belirsiz integral Formiilleri. . . . . ... .......... 407
21.1 Degisken Degistirme . ..................... 407
21.2 Trigonometrik Integraller . . . . ... ............. 409
21.3 Ters Trigonometrik Konumlar . .. .............. 411
21.4 Coztimld Problemler . ... .................. 412
21.5 Rasyonel Fonksiyonlarin Integralleri . . ........... 418

21.5.1 Payda'nin Tiirevi Pay’a Esitse . .. ... .......... 418

21.5.2 BasitKesitlereaymma . .. ... ... ... ...... ... 419

21.5.3 Paydada Gergel Kokii Olmayan Carpan Varsa. . . . . . . 422
21.6 Karmaproblemler . .. ... .. .... .. ... .. ... ... 425
21.7 Ahlstirmalar . . ... ... ... e 433
21.8 Riemannintegrali . ....................... 433

21.8.1 Belirlilntegral . .. ... ................... 433
21.9 Integral igin OrtalamaDeger . . . . ... ........... 435
21.10 Ahstirmalar . . . .. ... Lo 438
21.11 Trigonometrik Integraller . . . .. ... ............ 438
21.12 Trigonometrik Degisken Degistirimi . .. .......... 438
21.13 sin,cos carpimlarininintegrali . . . . . ... ... L. 440
21.14 sin ve cos Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . . ... ....... 442
21.15 tanPx.sec? xdx Tiirlerinin Integrali . . . .. ........ 443
21.16 cotxve csc Fonksiyonlarinin Kuvvetleri . . . ... ... .. 445
21.17 Ahstirmalar . . . . ... ... 451
21.18 [R(sinx,cosx) bigimindeki Integraller. . . ......... 453
21.19 Logaritmikintegraller . . . ... ... ... .......... 460

21.20 Alanhesaplart . ........ ... .. .. . .. .. 461



21.21
21.22
21.23
21.24
21.25
21.26

Diizlemsel Egrilerin Uzunlugu . . . . . ... ......... 462
Belirli integral Kurallart . . . . .. ............... 464
Donel Cisimleri Hacimleri . . ... .............. 468
Silindirik Kabuklar Yontemi . . .. ... ........... 469
Dilimleme Yontemiyle Hacim Bulma . . . . . .. ... ... 471
Ornek Hacim Hesaplart . . . . ... .............. 472

22 Dogal Logaritma Fonksiyonu 13

22.1
22.2
22.3
224
225
22.6
22.7
22.8
22.9
22.10
22.11
22.12
22.13
22.14
22.15

Index 13

Dogal Logaritma Fonksiyonunun Tanim1 . . .. ... ... 476
Tanmim bolgesini Genigletme . . . ... ... ... ...... 476
Dogal Logaritma Fonksiyonunun Ozelikleri . . . . . .. .. 477
Dogal Logaritma Fonksiyonunun Grafigi . . . . . ... ... 478
Logaritmik Tirev. . . . . . ... ... ... ... ...... 478
Logaritmik Tiirevin Intrgrali . . ... ............. 478
Ustel Fonksiyon . . . ... ......... ..., 479
atabanli Ustel Fonksiyon . . . . ... ............. 479
a Tabanh Ustel Fonksiyonun Davranmisgt . . . . . . ... ... 480
a Tabanh Ustel Fonksiyonun Tiirevi . . . . ... ....... 481
a Tabanh Ustel Fonksiyonun integrali . ........... 481
aTabanina Gore Logaritma . . . . ... ............ 481
log,x fonksiyonunun 6zelikleri . . . ... ... ....... 481
log,x fonksiyonunun Tdirevi. . . ... ............ 481
Coztmld Problemler . . .. ... ... ... . ... 482

13









BEE] [1tegral Alma Yontemleri

Belirsiz Integral

f(x) fonkiyonunun belirsiz integrali tiirevleri f(x) olan biitiin fonkiyon-
lardir. Belirsiz integral

ff(x) dx=F(x)+C (Csabit) (23.1)

simgesiyle gosterilir. Belirsiz denmesinin nedeni, F(x) fonksiyonunu
tiirev kabul eden fonksiyonlarin sonsuz ¢coklukta olusu ve hangisinden
stz edildiginin belli olmayisidr. Sonsuz ¢coklukta olan belirsiz integraller
birer sabit farkiyla birbirlerine esittitler. Bu demektir ki, F(x) ile G(x)
fonksiyonlar1 f(x) fonksiyonuun belirsiz integrali iseler

Fx)-G(x)=K (Ksabit) (23.2)

olur.

f(x) fonksiyonunun belirsiz integraline ilkel (primitive), ters tiirev
gibi adlar da verilir. Yalinlig1 nedeniyle ilkel terimini tercih ediyouz. Ama
oteki terimleri de, konuya aciklik getirmek gerektiginde, es anlaml olarak
kullanacagiz.

(2?) ifadesinde C sabiti say1sal her degeri alabilir. Dolayisiyla F(x)
fonksiyonunun sonsuz ¢oklukta belirsiz integrali vardir. Gergel fonksiyon-
larin (?2) belirsiz integralleri biitiin diizlemi doldurur. Yani diizlemin her
noktasindan gecen bir ve yalnizca bir tane belirsiz integral vardir. Ayni
fonksiyonun belirsiz integralleri kesismezler.

Ilkel Fonksiyon Biliniyorsa

Bir fonksiyonun integralini almak demek, o fonsiyonu tiirev kabul eden
fonksiyonlar1 bulmak demektir. Oyleyse, isin esasi (f, f') (fonksiyon-
tiirevi) eslesmesidir. Bir fonksiyonun sonsuz ¢okluktaki belirsiz integral-
leri (ilkelleri) birer sabit farkiyla birbirlerine esit olduguna gore, sabiti
ihmal ederek(f, f') eslesmesini bire bir imis gibi gorebiliriz. Bunun tam
matematiksel yontemi, tiirevi ayni olan fonksiyonlar: bir denklik sinifi
icine almaktir. Ancak, sozkonusu basit kavrami aciklmak icin o kadar
derine gitmeye gerek yoktur.

Kalkulus'ta tiirev alma kurallari integral alma kurallarindan daha
yeteneklidir. Tiirevi olan her fonksiyonun tiirevini bulmamaizi saglar. Ama
bu kesimde gorecegimiz gibi, integral alma kurallarimiz ¢ok yetenekli
degildir. Bir fonksiyonun integralinin varliginmi biliyor olsak bile, bazen
o integrali bulamayabiliriz. Bunun tipik 6rnegi [ e dx integralidir.
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Integrand (ntegrali alinacak fonksiyon) siirekli oldugu igin, integralin
varhiginm biliyoruz, ama e fonksiyonunu tiirev olarak kabul eden fonksiy-
onu bilmiyoruz.

Integral alma eyleminde genel sayilacak tek kural, integrand: tiirev
kabul eden fonksiyonun bulunmasi eylemidir. Bu eylem sonug olarak
(f, f)) eslesmesine indirgenir. Biitiin integral alma yéntemleri sonunda
(f, f)) eslesmesini kullanir. O nedenle ne kadar ¢ok fonksiyonun tiirevini
biliyorsak, ters islemi, yani tiirevden ilkel fonksiyonu bulma eylem-
ini de o kadar biliyor oluruz. Bunun i¢in tiirev alma kurallar1 bize ¢ok
bilgi veriyor. Sabitler, polinomlar, rasyonel fonksiyonlar, trigonometrik
fonksiyonlar, ters fonksiyonlar gibi bir siniflandirmayla pratikte ¢ok
kullanilan fonksiyonlarin tiirevlerini listeleyebiliyoruz. Oradan ters
doniisiim yaparak (f, f') eslesmesine donebiliriz.

Genel gecerligi olan yontem olmadig icin, fonksiyonlar alt sinflara
ayirip, her siif icin gecerli olan integral alma yontemlerini ortaya koy-
acagiz. Yukarida da s6yledigimiz gibi, alt siniflara b6lme sorunu tam
¢6zmiiyor. Ama oldukca iyi sonuglar veriyor. Bilmemiz gereken sey,
hangi alt sinifta hangi yéntemi kullaniyorsak kullanalim, sonugta (f, ')
eslesmesini kurabilirsek integrali ¢6zmiis oluyoruz.

Dogal olarak, alt siniflarda integral alirken bazi kurallar ortaya cikiyor.
Onlar1 birer alet (fomiil) olarak kullaniyoruz. Aletler ¢ok isimize yarar.

Alt siniflara bélme eylemi icin de genel gecerligi olan yontemden
soz edilemez. Ama tarih boyunca sinama-yanilma yontemiyle ortaya
cikarilan bazi siniflar oldukca standart sayilir. Bu kesimde onlari ele
alacagiz. Yine de ele aldigimiz alt siniflarin tam bir liste olusturmadigini
bilmeliyiz.

Siirekli Fonksiyonlarin Integrali
Siirekli fonksiyonlarin ilkelleri vardir. Bunu bir teoremle ifade edebiliriz:

Teorem 23.1. [ araliginda f(x) siirekli ve her a € I noktsinda, degisken x
degeri icin

X
F(x) =f fdte (23.3)
a

ise F(x) fonksiyonu I araliginda f (x) fonksiyonunun ilkelidir. Baska bir
deyisle, her x € I noktasinad F'(x) = f(x) olur.

Ispat:
x ile x + Ax noktalar1 I araliginda iseler;

x+Ax

F(x+Ax):f fndr

a

X X+Ax
=f f(t)dt+f
a X

olur. Buradan
xX+Ax

F(x+Ax)—F(x):f fde

X
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yazilabilir. Sag yandaki ifdeye integralin ortalama deger teoremini
uygularsak,

Fx+Ax)—F(x)=(x+Ax—x)f(c) = f(c)Ax

bagintisini saglayan ve Ax sayisinin pozitif ya da negatif olusuna bagh
olarak degismek tizere

(x=c=sx+Ax), (x + Ax < x < x) araliklarinin birinde olan olan
bir ¢ noktasinin varligini sdyleyebiliriz. ¢ noktas1 Ax degerine baghdir:
Ax — 0 = ¢ — xolur. f siirekli oldugundan Ax — 0 iken f(c) — f(x)
olacaktir. Buradan tiirev tanimina gegersek,
F(x+Ax)

Ax

— lim fc).Ax)
Ax—0 Ax

- fm 0

=fx)

F'(x) = lim
Ax—0

olur ki bu istenen sonugtur.

Degisken Degistirme

Belirsiz integral alirken, genellikle ilkel fonksiyonu hemen goremeyiz O
durumlarda, uygun bir degisken degistirme (yerine koyma) ile integrali
bilinen bir biceme sokariz. Bunu yaptiran kural sudur.

Teorem 23.2. f(u) siireki ve u(x) siirekli tiirevi var olan bir fonksiyon ise

(23.4)

ff(u(x) u'(x)) dx = /f(u) du

u=u(x)

Sag yandaki terimin anlamui agiktir. [ f(u)du integrali bulunduktan
sunra u = u(x) konularak asil x degiskenine doniiliir.

Kanat:

F(x) fonksionu f(x fonksiyonunun ilkeli olsun. F nin varlig1 f nin
siirekliligi ile garanti edilir. Zincir kural geregnce,

d ! ! !
—F (u(x)) =F (u(x))u'(x)
dx

yazabiliriz. Oyleyse,

ff(u(x))u’(x)dx:fF’(u(x))u’(x) dx
= f(u(x))+C (C sabit)

Son iki ifadeden, aranan (2?) esitligi ¢ikar.

Degisken degistirmede, integrand’daki asil degiskenin yerine hangi
degiskenin konulacagini séyleyen genel bir yontem yoktur. Bu eylem
integrali alanin deneyimine bagl bir tiir stnama-yanilma siirecidir.
Integral kavrami ortaya ¢iktigindan beri ¢cok sayida sinama-yanilma
yapilmis ve basarili olanlar 6ne ¢ikmistir. Aslinda biitiin integral alma
eylemleri 6yledir. Genel ydntem ortaya konamayinca, problem alt
siniflara boliiniir ve her bir alt sinifta gecerli olan ¢dziim yollar1 ortaya
konulur.
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Ornek 23.3. [sindx.cosxdx

integralini hesaplayiniz.
Coziim:
u=sinx — du = cosxdx konumuyla,

fsing’x.cosxdx:fugdu

bulunur.
Ornek23.4. [sin®xdx

integralini hsaplayiniz.

Coziim: Burada ilk 6rnekteki degisken degistirme, integrandin ilkelini
bulmaya yarayacak iyi bir sonu¢ vermez. Trigonometrik formiilleri
kullanarak biraz islem yaparsak, u = cosx — du = —sinx konumunun
daha iyi sonug verecegi gortilebilir:

fsin3xdx=f(sin2x)sinxdx
:f(l—coszx)sinxdx
=fsinxdx—fcoszxsinxdx
=—cosx+fu2du
1 3

=—Ccosx+ gcos x+C

1
= —(cos3x—9cosx)+C

12

bulunur.

Ornek 23.5. 1= [(1-2x)%dx

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Bu integrali hesaplamak i¢in akla ilk gelen yol, integrandi binom
formiiliine gore agmak, sonra ¢ikan polinomu terim terime integre
etmektir. O yontem dogru ama uzun bir yontemdir. Onun yerine u =
1-2x, du = —2dx konumu islemleri ¢ok kisaltacaktir:

f(l —2x)%xdx = —% f(l —2x)%(-2dx)

1
=——fu9du

2

1
=——u'’+C

20
1
=——@1-20"Y%+C
20

cikar.



23.4 Degisken Degistirme 491

Ornek 23.6.

integralini hesaplayiniz.

Coziim:
Integrali alinacak ifadeyi karekokten kurtarmak igin
3 sint 3 b4
X = ,dx=3 dtvesmlrlariginZ\/_z—3t:—;+3=
cost cos?t cost 6 cost

konumu yapilirsa,
3sin t

2
f COS t
V coszt -9

_f6 cost 3sint
~Jo 3sint cos?t

_ (5 dt
“Jo cost
m
=f sectdt
0
= In|sect+tant|{
=In ! + L In|1+0|
= \/75 Vi
=InV3
Ornek 23.7. 1= f dx

%f 1
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
Karekok ile kiip kokil yoketmek icin 2 ile 3 sayilarinin ek kiiciik ortak
katmi (ekok) alahm. x = 1%, /x = 13, {/x = t?, dx = 61° dt konumuyla

8
I:Gf —dt
-1

/8
—— =+t P 1+
-1 2-1
6, 4, 2 1
I=6 |+ +17+1+— 1 dt
[ S -1
=6|=—+—+— -|—||+C
7 5 3 21t+1
716 5/6 1/6
X X X 1{x°-1
= (—+—+£+x”6+— )+C
7 5 3 2| xt641

Ornek 23.8. 1= fxf—il dx

integralini hesaplayiniz.
Coziim: payin drecesi paydanin derecesnden kiiciik olmadigi i¢in,
once pay1 paydaya bolmeliyiz.

1
I:f(l—x2+ > )dx
x“+1

1
:fdx—fxzdx+f 5
1+x

3
=x—?+tan_1x+C

=>T=0
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Ornek 23.9. 1= [ -9 qx

x2+1

integralini hesaplayiniz.
Coziim: x = tant, dx = sec? tdt konumuyla,

sec2 t

“J (tan?t+1)
2
cos’t
[y,
cos? t
:fdt

=t+C

=tan 'x+C

tang Konumu

Bazi integrallerde degisken degistirimi isi kolaylastirir. Bu durumda,

0 =12arctanx

. . X
x=asinf & 0 = arcsin —
a

X

X =atanf < 0 = arctan —
a

X X
x=asecH < 0 =arcsec— = arccos —
a a
degisken degistirimleri kullanilabilir.

Ornek 23.10.

/2 do
I= ————dof
/0 1+ cosO +sinf

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

0 1-x? 2x 2dx
X =tan—,cosf = ——,sinf = ,do =
2 1+ x2 1+ x2 1+ x2
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konumuyla,

2x
I_f 1+x2
- 1-x2 2x
I+ e e
_f 2dx
") 2x+2
dx

x+1

=In|x+1]
/2

0
=Inftan—+1
2

0
=In2-Inl

=In2
bulunur.
Ornek 23.11.

1
I:f—dx
V1—4x?

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

1 1 1
x=-sint,dx= 5 costdt,1-4x> = 1_4Z sin? r = 1-sin® t = cos® t,2x = sin t, ¢ = arcsin(2x)

konumu yapilirsa,
1
I= f L ux
V1-4x2
1 1
== f ——costdt
2J cost
1
ar
2
1
=—t+C
2
1 .
=-sin—-12x)+C
2
bulunur.
Ornek 23.12.

I f X4
= | ——=dx
V1—4x?

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

1
2x=sint,dx = Ecos tdt
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konumuyla,

I f *
= | ——dx
V1-4x2

9sin? ¢
= 3costdt
3cost

1—-cos2t
g [ Lo,
2

9( sin2t
53[5 ve
2

9
=5(t—sintcost)+C

- 1_16 (sin_l(Zx) —2xV1 —4x2) +C

bulunur.

Ornek 23.13.

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

x=3sint,dx=3costdt,9— x> =9cos’ t

konumuyla,

2
I:f—dx
V9 —x2

9cos? t
= 3costdt
3cost

:9f 1_CZS(2t)dt

_ g (t— s1n(2t))+c
2 2

9
= E(t—sintcost)+C

:%(QSin_lg—xvg—x2)+C

bulunur.

Ornek 23.14.

1
I:f—dx
xV1-4x?

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

1 1
xX= Esint,dx: 5costdt,1—4x2=coszt
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konumuyla,

1
I:[—dx
xV1-4x2

1
2COSI

f % sint.cost
dt
sint

:/csctdt

=In|csct+cott|+C

1 . . 1 V1-4x2
x=-sint=>2x=sint=>csct=—, cott=——

2 2x 2x

konumuyla,
1 V1-4x2
I=In|—+—|+C
2x

bulunur.
Ornek 23.15.

i 05
sin® x
I= f dx
v/cosx
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
u=cosx, du=-sinxdx
konumuyla,
sin® x
v/cosx
sin? x.sin x

= | =====4
vV COS X .

232
:fudu
Vu

2 2
= E\/E(Su“— 18u% +45)+C = B\/cosx(Scos‘lx—180052x+45)+C

I=

X

Kot

Integrali alinacak fonksiyonun ilkeli hemen gériilemiyor, degisken
degistirimi icin uygun bir degisken bulunamiyor ise kismi integrasyon
denilen ydontem bazen ¢dziim i¢in uygun yol olabilir. Bu yontem aslinda
iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevine dayalidir:

f udv (23.5)
integralini artyor olalim. uv ¢arpiminin diferensiyeli olan
d(uv) =udv+vdu

esitiginin iki yaninin integralleri de esit olmalidir:

uvzfudv+fvdu
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Buradan

fudv:uv—fvdu (23.6)

bagintisi ¢ikar. Bu aradigimiz @@integralidir. Bundan béyle @@esitligini
bir formiil olarak kullanacagiz. Bu yontem oncelikle integrali alinacak
fonksiyonun u dv biciminde yazilabilmesini ve bir ya da ardisik kismi
integrasyon uygulamalarindan u ¢arpaninin yok olmasin gerektirir.
Asagidaki 6rnekler, kismi integrasyon yonteminin nasil ¢alistigini géstere-
cektir.

Ornek 23.16.
fxex dx (23.7)

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

Integrandi iki (KGR carprm @Bl gctirelim: v = x, dv =e*dx

konumuyla,
fxexdxzxex—fexdx

=xe*—e*+C

Uyari: Yukaridaki d§ildegistirme eyleminde u = e*, dv = xdx
alinmus olsaydi

1 1
fxexdx: Exzex—ifxzexdx

gibi ¢6zlimi aslindan daha zor olan bir integral ortaya c¢ikardi. O nedenle,
kismi integrasyon kullanilirken, islem sonunda ¢arpanlardan birisinin
yok olmasi 6nem kazanir.

Ornek 23.17.
fe_x cosxdx (23.8)

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Tiirev ve integral islemlerinde e™* yok olmayacagina gﬁre@
fonksiyonu yok olmasi gereken fonksiyon olarak karsimiza ¢ikar.Tabii,

bu fonksiyon da bir kez tiirev ya da integral olarak yok edilemez. Ama
iki defa tiirev alinca, kendisine esit olacagindan, bir aritmetik islemle
istenen integrali elde edebiliriz:

f e *cosxdx=e *sinx+ f e “sinxdx
Sondaki integrale tekrar kismi integral uygularsak,

f-e_x dx=-e *cosx— f e “cosxdx
cikar. Son iki ifadeyi bir araya getirisek,

X

fcos xe *dx=sinxe * —cosxe ¥ - f cosxe “dx (23.9)
Dikkat edersek, son ifadedeki iki integral aynidr. (SIS csitligi
1
fcosxe_x dx= Ee_x (sinx—cosx)+C (23.10)

bi¢ciminde yazabiliriz.
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Ornek 23.18.
f(3x+5)cos§dx (23.11)
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
Kismi integrasyon uygularken polinom bigimindeki (RO i k
adimda ya da ardisik ad da yok olacagini diisiinerek,

u=3x+5dv=cosy,du=3dx, v=4sing
konumlarini yapabiliriz. Buradan,

X .X . X
f(3x+5)cos—dx:4(3x+5)31n——12fsm—dx
4 4 4
X X
=4(3x+5)51nz+4SCosZ+C

olur.

Ornek 23.19.
f x%sin(10x) dx (23.12)

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

u=x? dv=sin(10x)dx, du=2xdx, v = —llo cos(10x)
konumu yapilirsa,kismi integrasyon formiiliinden

5 . x2 1
x“sin(10x)dx = 1 cos(10x) + 5 xcos(10x)dx

yazilabilir. Sagdaki integral icin bir kez daha kismi integrasyon uygulan-
abilir:

u=x,dv=cos(10x), du=dx, v =75 sin(10x)

konumuyla,

2
2 . __x l X . 3 1 f )
fx sin(10x) dx = g cos(10x) + - (—10 sin(10x) m @ 10x)dx

x2 1(x . 1
=——co0s(10x) + = | — sin(10x) + — cos(10x) |+ C
10 5110 100

2
b 1
=——cos(10x in(10x) + — cos(10x) + C
10 (10x) +@in (10x) 500 (10x)

bulunur.
Ornek 23.20. IEJ
I= f arctanxdx, (23.13)
0
@SR b ulunuz.

Céziim: Kismi integrasyon formiiliinden,

I:farctanxdx

1 ' ox
=xarctanx|0—f dx

0o x2+1
1
=arctanl — > In(x* + l)l(l)

T 1
=——--In2
4 2
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Ornek 23.21.
I:fe“xcosbxdx, @~ 0 (23.14)
@b ulunuz.
Coziim:
ax ax 1 :
u=e", du=aedx, dv=cosbxdx, v= Esmbx

konumuyla kismi integrasyon formiiliinden,

I:fe“xcosbxdx

1 a
= —e“xsinbx—gfe“xsinbxdx

b
1 a a? @

= Ee’”sinbx— ﬁe“xcosbx— ﬁl+ C
Buradan
o 6
O-F
bulunur.
Benzer olarak

e**(asinbx—bcosbx)+C

I=| e**sinbxdx,=
/ a? + b?

esitligi elde edilebilir.

Polinomlarin Carpanlara Ayrilmast

Polinomlarin kokleri uygulamada 6nemli rol oynar. O nedenle poli-
nomlar islenirken bu konuya agirlik verilir. Benzetmek gerekirse, bir
polinomun carpanlarina ayrilmasi bir sayinin asal ¢arpanlarina ayrilmasi
gibidir. Tabii, sayilarda var olan biitiin 6zelikler polinomlarda olmaz.

Polinomlari ¢arpanlarina ayirma konusu ilk kez{{ijiiyilinda Hermann
Schubert tarafindan ortaya konulmus 1882 yilinda Leopold Kronecker
buldugu bir algoritma ile konuyu genellestirmistir. (Sl polinomu
carpanlara ayirma eylemi bilgisayar cebirinin temel taglarindan birisidir.

Bu kitapta polinomu ¢arpanlarina ayirma eylemi rasyonel fonksiy-
onlarin integralini bulmak i¢in kullanilacaktir. O nedenle, bu kesimde
bir g(x) polinomunun ¢arpanlarina ayrilisini bize gerektigi kadariyla ele
alacagiz. Once iyi bilinen temel bilgileri animsayalim:

Gergel katsayili her Q(x) polinomu dogrusal ve (NS carpan-
larinin carpim (i yazilabilir.

Tamim 23.22. Katsayilari gercel olan bir
p(X) = ag+ a1 X+ apx*4asx® + ...+ an_1 X"+ a,x" (23.15)

polinomu igin
(x—0)FS(x) (23.16)

esiligini saglayan bir S(x) polinomu varsa c sayist q(x) polinomunun
k-katl bir kokiidiir.
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23.7 Polinomlarin Carpanlara Ayrilmasi 499

k = 1ise c sayisi tek kath kok olur. n-inci dereceden bir polinomum n
tane kokii vardir. Burada c sayisi g(x) polinomunun k-kath kékii ise geri
kalan koklerin sayis1 n — k tanedir ve onlar S(x) polinomunun kékleri olur.
Kokler gercel ya da karmasik say1 olabilirler.

Teorem 23.23. Ozdes iki polinomun ayni dereceli terimlerinin katsayilart
birbirlerine egittir.

Kanat:

pxX)=ap+a x+azx* +asx> +...+ an_1x" + a,x"

q(x)=by+ b x+byx* +b3x> + ...+ by X" 4 by x™

polinomlar1 6zdes olsunlar. O zaman farklar1 0’a 6zdes olmalidir:
n>mise

0=px)—qgx)

O=(ap—bo)+(@a-1-b)x+...(am—bp)x" +am1x+...+apx"
olmalidir. Bunun olabilmesi i¢in
ag = b(),(,ll = bl,...,am = bm,am+1 :O,...an =0

olmalidir. n < m ise benzer diisiince gecerlidir.

Teorem 23.24. ¢(x) = by + by x + ng'ngs ot l“xm’l + by x™
polinomunun (x — ¢)q, (x) bigiminde ¢arpanlara ayrilmasi icin gerekli ve
yeterli kogul c nin bir kék olmasi; yani q(c) = 0 olmasidur.

Kanut:
q(x) polinomu x — c ile tam boliinebiliyorsa g(c) = 0 olacagindan,

qx) q(x)—q(c)
= byt+bix+ ng;.ﬂgx3+...+bn_1xm_l+bmxm—(
bo+ bic+ sz'?gCg +..+ bn_lcm_l + mem)

= =0 +b (P -+ b= +.. .+ by (X" = 2817

yazilabilir. Ote yandan

dir. (19.1) ve (20.53) bagintilarindan istenen ¢ikar.
Polinomun bazi kokleri tamsay1 olabilir.

Ornek 23.25.
gy =x>-2x>—x+2 (23.19)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

@:s katsayisi 1 olan bir polinomun tam say1 kokii varsa ;a;it teriminin
bir carpanidir. Burada sabit terim 2’dir. 2'nin ¢arpanlar +1, +2 olmak
tizere dort tanedir. Bunlar arasinda c; = 2 sayis1 g(c;) = 0 esitligini saglar.
O halde,

q(x) =@ (x) = (x-2)(x* - 1) (23.20)
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yazilabilir. Tekrar g; (x) polinomunun koklerini bulmamiz gerekiyor. Bu
polinom ikinci dereceden oldugu icin kéklerini formiilden bulabiliriz:
¢ = —1 ¢3 = +1 olur. g(x) polinomunun ii¢ kdkiinii de buldugumuza gore
onu

qx) =(x-2)(x+1)(x-1) (23.21)

bi¢iminde ¢arpanlarina ayirabiliriz.
G b 221 kokleri irrasyonel say1 olabilir.

Ornek 23.26.
qx) = x> —3x°—2x+6 (23.22)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bilindigi gibi baskatsayis1 1 olan polinomun tamsay1 kokleri sabit
teriminin ¢arpanidir. @sayisini ¢arpanlar +1,+2, +3, +6 sayilaridir.
Bunlar arasinda p(c) = 0 yapan tek say1 ¢; = 3 sayisidir. O halde

gx)=x>-3x*-2x+6=(x-3)q1 (x);x ~3)(x?-2) (23.23)

olur. Geriye kalan q; (x) = (x2-2) polinomu ikinci dereceden bir polinom-
dur. Kokleri +v/2 dir. O halde,

qgx) =x>-3x*—2x+6=(x-3)(x+ V2) (x - V2) (23.24)
biciminde carpanlarina ayrilabilir.

Ornek 23.27.
q(x) = x* —4x> +8x (23.25)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bu polinomunda x (RS cr terimde oldugu apacik goriiniiyor.

Oyleyse,

q(x) = x(x® —4x* + 8) = xq1 (%)
yazabiliriz. f_sarantez icindeki polinomun tansay! {§il@varsa 8 sabitinin
@ ol acagindan, +1, +2, +4, + 8 (NN <Ok olup ehmadidarnt
dernemeliz, ¢ =2 sayist i¢in q;(2) = 0 oldugu; yani ¢z = 2 sayisinin bir kdk
oldugu goriiliir. Buradan

g =x'—4x3 +8x=x(x-2) o (x) = x(x - 2)(x* —2x—4)  (23.26)

yazilabilir. Burada geriye kalan g (x) = x? — 2x — 4 ikinci dereceden bir
polinomdur. Bildigimiz yéntemle bunun kéklerini bulabiliriz. (SIS
g(x) polinomu

q(x) = x(x—2) (x@@V5)(x — 1 - V5) (23.27)

biciminde carpanlarina ayrilabilir.
Polinomum bazi kdkleri karmasik say olabilir.

Ornek 23.28.
qg(x) = x>+ x* +4x° +4x° +4x +4 (23.28)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.
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23.8 Basit Kesirlere Ayirma 501

Coziim: Besinci dereceden oldugu icin bu polinomum bes tane kokii
oldugu biliniyor. Ancak {i¢iincii dereceden biiyiikler icin kokii bulmamizi
saglayan bir formiil yoktur. Sabit terimin (i1, +2, +4 sdflarindan +1
sayisinin kok oldugu denenerek goriilebilir. g(x) =@l (x) yazarsak
q1(x) = (x? +2)? oldugu ve q; (x)polinomunun gercel kékiiniin olmadig
goriiliir. Geri kalan dort kokiin dordii de karmasik sayidir.

q(x) = (x+1)(x* +2)2. (23.29)

Ornek 23.29.
q(x) =8x* —4x® +10x* (23.30)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Coziim: Dordiincii dereceden olan bu polinomun 4 tane kokii vardir.
2x? garpani ortak oldugu icin polinomu,

q(x) ===l (23.31)

biciminde carpanlara Gl (4 x> — 2x + 5) carpamimin ikinci dereceden
ve gercel kokii olmadig goriiliir. Oyleyse,

qx) = ixzﬂ-*w (23.32)

olur.

Basit Kesirlere Ayirma

iki polinomun orani bigiminde yazilan fonksiyonlara rasyone! (ISR

denilir. % ifadesinde P(x) polinomunun derecesi Q(x) polinomunun

derecesinden daha kiiciikse, (i NCHNESNERE b sit, degilse bilesik
kesir denilir.

Q(x) paydasinin (x — a;)™ bir carpan ve (x? + px + )" bir( D
@8 sc rasyonel fonksiyon

P(x) oA R bmx+Cy
X B+ +
Qx) ) k; (x—ap)k r; X2+ px+q)"

bigiminde basit kesirlerine ayrilir. Sonra her basit kesir i¢in kendi (Il
ait integral yontemi (D
Rasyonel Fonksiyonlarin Integrallenmesi

Simdi en basit halden baslayarak rasyonel fonksiyonlarin integrallen-
mesini inceleyecegiz.

=

integralini bulunuz.

1
I:f - dx (23.33)
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Coziim:
1 1
1-x2 (1-00+x
A B
T1-x 1+x
1 A B
= +
1-x2 1-x 14x
1 AQ+x)+B(1-x)

=

1-—x2 1—x2
_ 1 _(A+Bix+(A-B)x
1-x2 "~ 1-x2

1
DH-(A—B)=0:>4,B:5

1 1 1 1
3‘1—x2"5((1+x)_(1—x))@

Artik sag taraftaki basit kesirlerin integralleri alinabilir:

1
I_fl—xz dx
1 1 1
_Ef((nx)_(l—x))dxEJ

Saov-@0-»a
1 1+x)
_51n|c(1_x)|@
= I—fx5+2dx (23.34)
) x2-1 )

integralini bulunuz.

Coziim:
Integrali alinacak fonksiyonun payinin derecesi paydanin derecesin-
den biiyiik oldugu i¢in 6nce pay1 paydaya bolelim:

“ 3 x+2

=x+x+
x2-1 x2-1

(23.35)

xX+2 xX+2
= =
x2-1 (x-Dx+D
xX+2 A B

-G x-1 xv1 . (&)

Alx+1) +B(JC+1) N
x-1

B (A+B)x+(A-B)

- x2-1

1
=>A=3/2,B=——
2

Buldugumuz bu (SR <sitliginde kullanirsak,

P+2 11 31
=X +tx-—— - —— (23.36)
x2-1 2x+1 2x-1

olur. Sag yandaki terimler integrallenebilir oldugundan
5
= f x2 +2 dx
x-1
:fxgdx+fxalx—1 de+?—)dex
2J x+1 2J x-1
1, 1,

1 3
2
=-x'+=x"— {x+1+@x-11+C
4 2 2 | 2 |

S
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Ornek 23.30.
~ f 3x2+x+4

x(x2+2)2
integralini hesaplayiniz.

Cozim: Kismi (S EEESER

/ dx f xdx N dx dx
x2 + 2 (x2+2)2 (x2+2)2

1 dx® 1 d(x?)
x2+2) 2 (x2+2)2+f(x2+2)2)2
—lnlxl——ln(x +2)— 1 1 1 s ! arctani+C
2 (x2+2) 4x2+2 4\/_ V2 @

Ornek 23.31.

=In|x| -

/6x3+5x2+21x+12
x(x+1D(x2+4)
integralini hesaplayniz.
Coziim:
6x° +5x*+21x+12 _A B  Cx+D
x(x+DE2+4) x x+1 x2+4
613 +5x°+21x+12= A(x+ 1)(x* +4) + Bx(x* +4) + (Cx+ D)x(x + 1)
=(A+B+0O)x*+(A+D+C)x*+ (4A+4B+ D)x +4A
=>A+B+C=6

A+C+D=5
4A+4B+D=21
4A=12

=>A=3,B=2,C=1,D=1

Bunlar yerlerine koyarsak, integral,

x+1
f dx+f % -
x+1 X +4
x
:‘x|+2.x+1|+§.x2+4|+—-5+c
=@ (x+ 1)V a2+ 4]+

Ornek 23.32.

DN | —

+C

—
N

x> —x*-3x+5
I= dx
x4 =2x34+2x2-2x+1

integralini hesaplayiniz.

Coziim:
xX®-x*-3x+5 1)+ —2x+4
—2x3+2x2-2x+1 x4—2x3+2x2-2x+1
(x4 D)+ -2x+4
=(X _—
X2+ 1) (x-1)2
2x+1 2 1
=(x+1+

- +
x2+1 x-1 (x-1)2

2x+1 2 1
I:f((x+1)+ - + )dx
X241 x-1 (x-1)2

1 1
= 5x2+x+-x2+1)+n—2'x—1|—ﬁ+c
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Ornek 23.33.

I—f—(x+1) dx
V2x2—6x+4

integralini hesaplayniz.
Coziim:
2x* —6x+4=2(x*-3x) +4
) 9 9
=2|x —3x+Z+4——

3
=2(u* - a%) >u=x--, a=

-, du=dx
5
x+l=u+-
2
konumu yapilirsa,
1= ’H-g.
V2(u? - a2
= — _— —_—
\/szuZ—a2 ZﬁfVuz—az

1 dz @

7 uz—az 2\/_ \/_

=ﬁ\/z+cl

W2 —a?

O halde,
ut—-a*> 5
hL+DL= +—ln)u+\/u2—a2)+c
2 22
3x+2 5 3
= —x n|(x—=)+VvVx2-3x+2{+C
\/_ 2
cikar.
Ornek 23.34.

1
I:f—dx
4x%2 +4x+2

integralini hesaplayniz.


MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Sticky Note
u^2-a^2=z dersek

MacBook Pro
Highlight
Hem yanlış hem gereksiz

MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Highlight
\ln


23.10 Rasyonel Fonksiyonlarin Kesirlere Ayrilmasi 505

Coziim:

dx
I:f—
4(x2+x)+2
_f dx
“Jawsx+hre-9

_fL w=x+ iy
“J a2+’ U=x+y

_l/ du
4w (2

1/ 1 u
=—|—zarctan—|+C
4\1/2 1

1
=—arctan(2x+1)+C

RBILY Rasyonel Fonksiyonlarin Kesirlere Ayrilmasi

Rasyonel fonksiyon iki polinomun béliumii bigiminde olan (SlKNSED

_p) _ ag+arx+axx*4azxd +...+ apx"
q(x)  bo+bix+Dbyx?4bsx3+...+ byx™

r(x) (23.37)
bu ifadede n = m ise rasyonel fonksiyona bilesik kesir, m < n ise basit
kesir denilir. Bagka bir deyisle, paydanin derecesi payin derecesinden
kiiciikse rasyonel fonksiyona bilesik kesir, degilse basit kesir denilir. Bu
siniflandirma sayilardaki bilesik ve basit kesir tanim gibidir.

Bilesik kesir halinde olan rasyonel fonksiyonlar basit kesirlerine ayrila-
bilir. Bunun icin paydaki polinomun paydadaki polinoma béliinmesi
yeterlidir. Bu b6lme islemi sonunda,

r(x) =p1(x)+ri(x) (23.38)

gibi bir ifade gikar. Burada, (NSO

p1(x) bir polinomdur ve derecesi n — m dir. ry (x);yani

ri(x) = P2 (der{pz} <deriq}) (23.39)
q(x)
biciminde rasyonel bir fonsiyondur ve payin derecesi paydanin dere-
cesinden kesinlikle kiictikttir.

Bu tiirlerin integrali icin parcali kesirlere ayirma (partial fraction)
yontemi (Sl integrallenen rasyonel fonksiyon pargali kesirlerine
ayrilinca her terim bilinen yontemlerle integrallenebilir hale gelir.

@viciminde bir fonksiyonun integrali isteniyorsa, sirasiyla su
eylemler yapilir:

1. p(x) polinomumun derecesi g(x) polinomunun derecesinden daha
biiyiikse, 6nce

px)
r(x)=——=p1(x) +ri(x) (23.40)
q(x)

boélme islemi yapilir.


MacBook Pro
Highlight
fonksiyonlardır

MacBook Pro
Cross-Out
oranı?

MacBook Pro
Highlight
ayrı yazılsa?

MacBook Pro
Highlight
kullanılır.

MacBook Pro
Highlight


506 Integral Alma Yontemleri

2. Bolme isleminin verdigi p; (x) polinomu terim terime integral-
lenebilir.

3. Rasyonel r(x) fonksiyonunun g(x) paydasi carpanlarina ayrilir.
4. Her carpana karsilik gelen basit kesirler bulunur.
5. Bulunan kesirlerin tek tek integralleri alinir.

Rasyonel fonksiyonun parcgali kesirlere ayrilmasi eylemi polinom-
larin bir konusudur. Ama rasyonel fonksiyonlarin integralinde sik sik
karsilasacagimiz basit kesirlere ayirma eyleminin esaslarini anlatmaliyiz.

n-inci dereceden bir polinomun n tane kokii oldugunu biliyoruz.
Onceki kesimde her koke karsilik polinomun bir ¢arpani oldugunu
soylemistik.

Teorem 23.35. q(x) = by + b1x+ box?> + bsx3 + ...+ by 1 x™ 1 + b, x™
polinomunun (x — ¢) q, (x) bigiminde ¢arpanlara ayrilmast icin gerekli ve
yeterli kosul c nin bir kék olmasi; yani q(c) = 0 olmasidir.

Rasyonel fonksiyonlarin (@iilkesirlere ayrilisini gosteren asagidaki
teoremin (b u kitapta olmayan bazi teknik bilgilere dayanir. O
nedenle teoremi (Sl olarak ifade edecegiz:

Teorem 23.36. Basit kesir bicimindeki rasyonel q(x) fonksiyonun paydast
g =altx—c)' ... (x—cp)k ((x2 Fhyx+d)S o (2 4 bpx dm)S'") (23.41)

biciminde ve bu gosterimdeki iki dogrusal ya da quadratik ¢arpan ayni
degil ve indirgenemez ise q(x) rasyonel fonksiyonu,

q(x) = Blin + Bguad (23.42)

biciminde iki{0 roplamina esittir. Bu bloklar icin asagidaki kurallar
gecerlidir: Her farkli (x — ¢;) dogrusal ¢arpani igin, c; k katli kok ise,

Bun= L2 A (23.43)
lin (x=¢)) (x—cp)? T (x—c)i :
bicimindeki k terimli bir blok olusur.
(x% + b;x + d;) quadratik carpani m-katl bir carpan ise
B B Bs. x+Cs;
Bguad = W€ Bt PaTTos (23.44)
(x2+bjx+d;) (2 +bix+d;)? (x2+Dbyx+d;)Si

bicimindeki m dgeli bir blok olusur.
Bloklardaki Ay, B, C; sabit katsayilari q(x) polinomuna bagli olarak
tek olarak belirlenebilirler.

@) @ itadelerinde terim sayilan ilgili kékiin kaginci dereceden
katl kék olduguna baghdir. Ornegin, ri = 1ise c; tek kath kék olur.

Dolayistyla, B;; , (SISEEEE ck 6gesi var olur. (x’f—lcl) terimi (22) (GIEEED
biricik terimi olur. Benzer sekilde, s,, = 1 ise (22) (SR biricik terimi
B1x+C;
(x2+b1x+d1)

Kanat:
g(x) polinomu x — c ile tam boliinebiliyorsa g(c) = 0 olacagindan,

olur.

qx) = qx)—q(co)
= bo+bix+bpx?4bsxd + .+ by 1 x™ by ™ - (
bo+bic+byc?abscd + ..+ by 1¢™ 4 by ™)
= bix-0+b® -2+ -+ + by - ™) (23.45)
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yazilabilir. Ote yandan

o = - " M"Y, m=12,..m) (23.46)
dir. (19.1) ve (20.53) bagintilarindan istenen ¢ikar.

Ornek 23.37.
qgx)=x>-3x*-2x+6 (23.47)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bilindigi gibi baskatsayisi 1 olan polinomun tamsay1 kokleri sabit
teriminin ¢arpanmidir. @sayisini ¢arpanlari +1, +2, +3, +6 sayilaridur.
Bunlar arasindaff(c) = 0 yapan tek say1 ¢; = 3 SaﬁISIdlr. O halde

q(x) = x> =3x* —2x+6 = (x—3)q, (X){x = 3)(x* - 2) (23.48)

olur. Geriye kalan q; (x) = (x%2-2) polinomu ikinci dereceden bir polinom-
dur. Kokleri +v/2 dir. O halde,

Ggx) = x> -3x*—2x+6=(x-3)(x+V2) (x— V2) (23.49)

biciminde carpanlarina ayrilabilir.

Ornek 23.38.
q(x) = x* —4x> +8x (23.50)

polinomunu ¢arpanlarina ayiriniz.

Bu polinomunda (S cr terimde oldugu apagik goriiniiyor.
Oyleyse,

qx) = x(x3 —4x* + 8)=xq1(x)

yazabiliriz.Parantez i¢indeki polinomun (il kokleri varsa 8 sabitinin
carpanlari olacagindan, +1,+2, +4, + 8B <Ok olup olmadiklarini

@EREEE - 2 sayisi icin ¢; (2) = 0 oldugu; yani ¢, = 2 sayisiin bir kok
oldugu goriiliir. Buradan

gx)=x*—4x® +8x=x(x-2) g2 (x) = x(x - 2)(x* —2x—-4)  (23.51)

yazilabilir. Burada geriye kalan g (x) = x*> — 2x — 4 ikinci dereceden bir
polinomdur. Bildigimiz yéntemle bunun koklerini bulabiliriz. (S
q(x) polinomu

qgx) =x(x-2)(x+1+V5)(x—1-V5) (23.52)

biciminde carpanlarina ayrilabilir.

RO Rasyonellestirme

Integrali alinacak fonksiyon koklii ifadeler iceriyor, ya da integrali bilinen
bir tipten degilse, uygun bir degisken degistirimi ile rasyonel fonksiyon
haline getirilir ve ona rasyonel fonksiyon i¢in bilinen integral alma
yontemleri uygulanir.

Ornek 23.39.

f VX (23.53)

1+

&

integralini hesaplayiniz.
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508 Integral Alma Yontemleri

Coziim: Integrali alinacak fonsiyon bir kare kok, bir de kiip kok
igeriyor. her iki koklii ifadeden kurtulmak icin u = ¥/x, x = u®, 6u°du =
dx konumuyla,

ud 5
6u’du
f1+\/‘ 1+u2

8
u
=6f du
1+ u?

1
=f(6u6—6u4+6u2—6+
1+ u?

6 6
=20 -2’ +2u° - 6u +@Ou+ C

@(payl paydaya bol)

7 5
6 z 6 5 1 1 1
=—X6——Xx6+2x2—-6x6+tan" x6 +C
7 5
bulunur.
Ornek 23.40.
1
[ dx (23.54)
1+e*
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
u=1l+e* In(u-1) =x, o 1 du = dx konumuyla,

1
f dx:f(l L )du
1+e* uu-—1
1 1
I
u-1 u
=Inlu—-1|- Inlul +{lB

-1
+C

=ln

X

1+e*

ex
=ln( )+C
1+e*

+C

=ln

REBP Koklii Ifadelerin Integrali

Koklii ifadelerin integrali i¢in kullanilan gegerli yontem, (i SEREED<Okten
kurtaracak uygun bir (i§8ldegistirimi yapmaktir. Dolayisiyla bu kes-
imi@kesimi iginde gormek daha dogrudur. (Sl rnek soyledigimiz
kanitlayacaktir.

Ornek 23.41.

1
dx (23.55))
f VT +2x
integralini hesaplayiniz.
Coziim:
Burada zorlugu yaratan terim karekoklii terimdir. (SRS kur-
tulmak i¢in uygun bir degisken degistirimi bulmaliy1z. Deneyerek
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@- 7 +2x, 2udu =2dx = dx = udu konumunun ige yaradigim gorebiliriz:

udu

1
dx=| —
Vi +2x vVu?

udu

u
=fdu

=u+C

=VvVrn+2x+C

Ornek 23.42.
f * dx (23.56);

3x-1

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Karekokten kurtulmak icin, u> =3x -1, x=3w?+1), 2udu=
3dx, dx= % udu konumuyla,

X 2 [ (W+1) @
—dx:—f—udu
f\/Sx—l 9
2 d
= fudu+ “
9 9
1 2
:—u2+—ln|u|+C
9 9
1 2
:§(3x—1)+§ln|\/3x—1|+C
Ornek 23.43. .
f (x* —4x+4)" 3 dx (23.57)

integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Uygun b1r_deg1§t1r1m1 ile kiip kokten kurtulmaliyiz. Bunun
in x% — 4x +4 = (x — 2)? oldugunu biliyoruz.

Sonra
wd=(x-2),3u%du=dx, (x> —4x+4)_§ = (x—2)_1370
konumuyla,
_5 1
f(x2—4x+4) 3 dx=f3—dx
(Vx2—-4x+4)°
3u?
Zf;wd”
=3fu_8du
3
——§u_7+C
3 1
73 (x—2)7
Ornek 23.44. ) @

integralini hesaplayiniz.
Coziim:
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510 Integral Alma Yontemleri

u? = x, 2udu = dx konumuyla,

2u

1
—dxzf—du
f\/x(l—x) uv1-u?

1
=zf—du
V1-—u?
- 2dresinu ©
R——

olur.
Ornek 23.45.
I= f D dx
V2x?-6x+4 @
integralini hesaplayiniz.
Coziim:

9 9
2x* —6x+4=2(x*-3x) +4 = 4 —3x+ ;}.+4—5

:Z(uz—az)

3

U=x——

2

B
a=—
2
du=dx

5

x+l=u+-

2

%J(LH 2du

V2(u? - a?)
_if udu +if du
V2l Viwz—a) 2v2J) \Juz—a%

1 dz 1 11
L— —+—fz_1/2dz:——z”2+C1
2V2J) Vzo 2V2 2v22
u2_a2
= +C1
2

Ornek 23.46.

1
[ —
Vx—a)(b-x)

integralini hesaplayiniz.
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Coziim:
x= a-+bsin2u
dx=(-2acosu.sinu+2bsinucosu)du
sinucosu(b—a)du
=(b—a)sin2udu, (x—a)=alcos’u—1)+bsin’u=(b-a)sin’u
(b—x) = b@ —sin® u) — acos® u = (b— a) cos® u

Vix—a)(b-x)=(b—a)sinucosu

konumuyla,

1
S —
(x—a)(b-x)

_ (b—a)sin2u "
“J w-asinucosu

=2 f du
=2u+C
olur. Ote yandan

X—a - X—a
tanzu:> U = arctan

b-x =@ b-x
degeri kullanilarakj)

xX—a
[ =2arctan b—+C

bulunur.

Ornek 23.47. %j
1
I= f
0 Vx2+4

integralini hesaplayiniz.
Coziim:
x=2tant,dx = 2(sec2 Ndt

konumuyla,

(m/2) 1

0 VA4 +tan? 1)
71 2
o
0 o [_1_cos*t
cos? t

7
=f sectrdt
0

2 sec t @@t + tan t)
= ——dt
0

(sect+tant)

I= (1+tan®)2drt

s
2

secttanf+sec? t

o @@ +tan)

= In @@ + tant|} +C
=In(vV2+1)

Ornek 23.48.

1
1=f—dx
x2Vx2+3
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512 Integral Alma Yontemleri

integralini hesaplayiniz.
Coziim:
x=+3tan t,dx= V3sec® tdt

konumuyla,

1
I:f——————dx
x2v x2

dt
f?f[an2 t\/_sect

:_j‘ costdt
sin? ¢
f( 2, d(smt)

~ 3sint
x2+3
3x

Ornek 23.49.
1
I:f————dx
xVxt-4

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

konumuyla,

1
[ A ax
xVxt-4
2sint
cos? t
_2 2sint
cost”® cost

1
-5 [ar
2

1
=—-t+C
3

1 2
= —arccos(—)+C
3 X

1
x B
VIT+2x
udu

vu?
d
= u_uu W? =m+2x,2udu=2dx,dx = udu)

=u+C

=vrn+2x+C

9 __1[ 199 = — L (1110
@f(l 2x)°dx = > 1-2x)"(-2dx) = 20(1 2x)+C
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=, .

sz dx

vV3x—-1
2 |

:§f(uu42r )du w?=3x-1)
2

:—fudu+g du
3 9 u

1
= 5(3x—1)+1n\/3x—1+C

Ornek 23.50.

; I:f(x2—4x+4)_%dx

integralini hesaplayiniz.
Coziim:

513

2 M2 3 _ o 523 2 -2 R
(x*—4x+4)=x-2)“,u°=x-2,3u“du=dx, (x*—4x+4)"3 =(x—2)3

konumuyla,

I=/(xz—4)c+4)_g dx

3u?
:/Wdu

Ornek 23.51.

S

1
1= [ ==

integralini hesaplayiniz.
Coziim: u? = x konumuyla,

1
I:f—dx
VXV1l-x
du

Vit
=farcsinu+C

=2arcsiny/x+C
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EBRl Alistirmalar

Asagidaki integral esitliklerini saglayiniz.

f dx _ 1 ‘C
x(Inx)2 Inx

j‘\/1+lnx 3
. —dx: 2
X

2 3
u =§(1+lnx)2 +C

3x
e 1
3. f dx:§ln|e3x—1|+C

e 3 -1
e3* du etidu .
4, f—dxzzf =2f =In(et+1)+C
\/}(1+e—\/§) l1+e 1+ e
f 2% dx:fif u du:sinh_l(zx)zln(2x+ 4x+1+c
4*+1 In2J Vuz+1 In2 In2
6. f sinh V% cosh v/x dx=sinh? Vx+C
Vx

WEBEA [ndirgenme Yontemleri

@By cmindeki@EEEIE (or miilleri yinelge (recurrence) formiil-
lerinin 6zel halidir. Yinelge, bir eylemin art arda tekrarlanarak en yalin

(¢oziilebilir) bicimine dontistiiriilmesidir. Bunu integral icin bir 6rnekle
agiklayabiliriz. Ornegin,

Ornek 23.52.
fcos"x dx (23.59)

integralini diisiinelim. Bu integrali dogrudan hesaplayamiyoruz. O du-
rumda kuvveti diisiirmek icin art arda kismi integrasyonu uyguluyoruz.

Inzf(cosx)"dx
:f(cosx)”_l.cosxdx

= f(cos )" 1.d(sinx)

Kismi integrasyon islemleriyle,

f.‘xdxz (cosx)”_l.sinx—fsinx.d((cosx)”_].)
= (cosx)”_l.sinx—(n—l)fsinx.(cosx)"_‘sinxdx
= (cosx)" l.sinx— (n— l)f(cosx)"*‘(sinx)2 dx
= (cosx)" L.sinx— (n— 1)f(cosx)"_‘(1 —(cosx)?dx

=(cosx)"‘l.sinx—(n—1)f(cosx)"_‘dx—(n—l)f(cosx)"dx

= (cosx)"!

sinx—(n-1)I,—o—(n—-1)1,
cikar. Buradan I, ¢oziiliirse
In+ (=11, = (cosx)" L.sinx+ (n— 1) s
nl, = (cosx)" L.sinx+ (n— 1) (=@

1 n-1
I, = —(cosx)" Lsinx+ )
n n


MacBook Pro
Highlight
İntegral

MacBook Pro
Highlight
indirgeme

MacBook Pro
Highlight
\cos

MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Highlight

MacBook Pro
Highlight
I_{n-2}

MacBook Pro
Highlight
paranteze gerek yok

MacBook Pro
Highlight


23.14 Indirgenme Yéntemleri 515

bulunur. Buradan
n 1 n-1 _: n-1 n-2
(cosx)"dx=—(cosx)" ".sinx+ - (cosx) dx (23.60)
n
indirgeme b ulunur. Benzer sekilde,

1 -1
f(sinx)”dxz —;(sinx)"_l.cosx+ an(sinx)”_2 dx @23.61)

Ornek 23.53.
f cos®xdx

integralini bulmak isteyelim. n = 5 oldugundan
5 1 4
n=5=1Is= | (cosx)’dx= 5.*xsmx+ 513
1 , .2
n=3=I3=—(cosx)“.sinx+—-1;
3 3
n=1=1 :f-dxzsinx+C1
Simdi yiiriiniilen yola geri doniiliirse,
I :f-xdxz sinx+ C
L . &
Igzg(cosx) .sinx+ §-x+C2 (C2=§C1)

1 4 . 4(1 2 . 2 .
Is = =(cosx)*.sinx+ —[=(cosx)“.sinx+ —sinx|+C
5 513 3

Ornek 23.54.
I, = fx”e“x dx (23.62)

integralini diistinelim. Bu integrali dogrudan hesaplayamiyoruz. x"
carpaninin kuvvetini diislirmek icin art arda kismi integrasyonu uyguluy-
oruz.

I, =fx”e“xdx

1
=—— [ e¥¥d ™, (x”dx
n+1

B d(xn+1)

n+1

feaxd(xn+1):xn+leax_fxn+ld(eax)

— xn+leax _ afxrwleax dx

(n+ 1)1, =x""e* —al,_;

1
In=—(x"e" - nl,)
a

cikar. Buradan
1
fx”e“x dx=— (x”e“x - nfx”‘le‘”) (23.63)
a

indirgeme formiilii bulunur.
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PEBE] Bazi indirgeme Formiilleri

I, = i dx
" vax+b
2x"Vax+b 2nb
= In = — In—l
ai2n+1) ai2n+1)
1
I = f L
" x"v(ax+b)
Vin-1)bx"! a@n-3)
— In = - I
(n—Dbx"1  2bn-1)
I f dx
nm = R
xm(a2 _ xZ)n
:>a21n,m = aZIm,n+Im—2,n
I, = fx"sin(ax) dx
=>d’l, = -ax"cos(ax)+nx"'sin(ax)—nn-1)I,_»

IJn = /x”cos(ax)dx

>a’J, = ax" sin(ax) +nx"eos(ax)—nn—-1)J,_»
In = f (x2 + a2)n+1
I 2n lf
= =
" Zna2 (x2 + az)” 2na? J (x2+ az)”

Ornek 23.55. a # —1 ven >0 oldugunda
1
I, = fx“(lnx)” dx=——x*"(nx)" - fo“(lnx)"_1 dx (23.64)
a+1 a+1

indirgemr formiiliinii ispatlayiniz.

1 1
u=0Unx)", du=nlnx)"'=dx,dv=x%dx,v= x4
X a+1

konumuyla,
n
I=——x™—— [ x*lnx)" 'dx O
a+1 a+1

Ornek 23.56. a # —1 ven > 0 oldugunda

In:fx_l(lnx)”dx:f(lnx)"d(lnx): #(lnx)”*HC (23.65)

dir.
. sin™*1 (ax)
I, = fsm (ax)cos(ax)dx=———+C (23.66)
(n+1)a
dir.
I, = /cot(ax) dx =1In|sin(ax)|+C (23.67)

dir.
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I= ftan" xdx = ftan”_2 x(sec® x — 1)dx
= ftan2 x.sec? xd—‘[tan"*2 xdx

1
= 1tan”flx—ftan"fzxalx

n_
dir.
I:ftan(x) dx:f sin(x) dx
COS X

_ _f d(cos x)

- Cos X

=—In|cosx|+C
dir.

I:fsec(x) dx =In|sec(x) +tanx|+C
dir.
1 1 .
I:fcos(ax) dx= Efcos(ax)d(ax) = Es1n(ax)+C

dir.

WLl Baglantili Oranlar @

1. Bir pargacik 2 = x + 2y dogrusu boyunca pozitif yonde gidiyor.
(a) x koordinatinin degisimi saniyede 4 birim ise y koordinatini
degisimi nedir?
(b) y koordinatinin degisimi saniyede -2 birim ise x koordinatini
degisimi nedir?

Cozim:
(@):
x+2y=2=>x'+2y'=0=>4+2y'=0=y' =-2br/sn
olur. (b):
x+2y=2=>x"+2(-2)=0=>x'-4=0=x'=4br/sn
olur.

2. Bir parcacik x? + y? = 25 egrisi boyunca hareket ediyor. (3,4) noktasin-
dan gecerken y koordinati saniyede 2 birim azaliyor. x koordinatinin
degisimi nedir?

Cozim: x = 3 iken y =4 diir.

8
2xx' +2yy' =0=>3x"+4(-2)=0=>x"= 3

olur. Demek ki x koordinatinin degisimi g br/sn dir.
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3. Bir kamera bir eskener tiggenin oranlarini koruyarak kiiciiltiiyor.
Belirli bir anda bir kenarin kiiciilmesi k cm/sn dir. U¢genin alaninin
degisim orani nedir?

Coziim:
Alan formiiliinti yazalim. Eskenar ticgenin bir kenarinin uzunlugu x
ise yiiksekligi h =1/ x2 — %2 = @ olacaktir. Oyleyse alan

1 3
A= —hx=—x*
2 4
3 3
A= %Zxx’ = %xk cm?/dk

olur.

4. Ozel Gorelilik kuramina dingin haldeyken kiitlesi m olan bir cismin
hiz1 v ise, 151k hiz1 ¢ olmak giizere, cismin uzaydaki hiz1

-5
m —_——
c2

dir. Cismin hiz1 151k hizinin yarisina esit oldugunda, hizinin degisimi
saniyede 0.01c ise kiitlesinin degisimi nedir? [Gorelilik kuramina gore
cismin kiitlesi hizina baglh olarak degisir.]

Céziim: Cismin hareket halindeki kiitlesine M diyelim.

M v’
-n1-)

, vy’ v2\ 72
M=m CZ (1 ?)

olur.

5. Kenar uzunluklari x ve y olan dikdértgenin kenarlari, sirasiyla, u ve v
oraninda degisiyor. Dikdortgenin alaninin degisim oranini bulunuz.

Coziim:

Dikdértgenin alan1 A = xy dir. ¢t anindaki degisim
dA ey N

— =X'y+xy =uy+vx
di y+txy =uy

olur.

6. ki bisiklet yarig¢isindan birisi (G) giineyden kuzeye dogru bitim
noktasina (finish F), 6tekisi (D) dogudan batiya dogru ayni bitim
noktasina (F) dogru yol aliyorlar. G yarig¢isinin hizi 13 km/saat'dir. iki
yariscinin bitim noktasina uzakliklari esit oldugu anda, aralarindaki
uzaklik 16 km.dir. Aralarindaki uzaklik 17km/saat hizla azaliyor. Yarist
hangisi kazanacaktir?

Coziim: G yariscisinin bitim noktasina uzakligi x, D yaris¢isinin y
olsun. Aralarindaki uzaklik bir dik {icgenin hipoteniisiidiir ve d? =

x? + y? dir. Uzakhign tiirevini alirsak, dd’ = xx' + yy' diir. x = y
oldugunda d = 16 veriliyor. O anda uzaklik formiiliinden x = y = \1/—62 ve
tiirev formiiliinden y’ = 13 -17v/2 = —~11km/saat bulunur. y’ < x’ olur.
O halde G yariscist daha hizlidir ve yarisi kazanacaktir.
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