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. Use the definition of the z-transform to find X (2) = 3[z.] = 3[z[n]].

(a) For the sequence z, = z[n| = ( }

(b) For the sequence =, = z[n] =

(c) For the sequence z,, = z[n] =

. Use 3[e'*"] = and 3[e”"""] = -—Z= to prove that 3[sin(an)] = %.
. Show that the z-transform of the delayed unit-step sequence

o em

1 forn>m
0forn<m

$ﬂ=u(n—m):{

z‘l—m

is X(z) =

. Find and simplify over a common denominator the following z-transforms.

z=1 °

(a) X(z)=3[2" +47]
(b) X(z) = 3[3" + 3]
(¢) X(2) = 3[2" + 2n]

14n _
. Show that 3~ [((z 5 ﬁ;—))} =\ a_ll ® and supply all the details.

. Show that the convolution sequences x, = 1 and yp, = n is Wy, = Tp *Yn = M,

and that 3[w,] = 3[zn]3[yn].



8. Find z[n] = 37 '[X(2)] using two methods: (i) partial fractions and Table 9.1, and
(ii) using residues.

22 =2 1

(a) X(z) = Z—dz+3  (-L(z—-3) (1_3-1){1-&—1}'

z2 2 1

{b) X(Z) = 22 —dz+4 = (ziE}z = (1—22—1}2‘

2-2 z
(c) X(2) = 22+1 = EooE+) %:‘;z—_a + %z_q-;

9. Find z[n] = 37'[X (2)] using two methods: (i) partial fractions and Table 9.1, and
(ii) using residues.

(EI,) X(Z) = 5fi2 = zg = 21 -1

— 25 - 2 - 2 — —
0) X() = s = 7w g ~ CPED C TR
1
a0

_ 502% __  2:% 2 _ 2
':C) X(Z} = 2522_29 = ,.,2_%92 T 1-ge? “2(1_§z—1)(1+%,—1)'
4z z z
d) X = - =
) X(2) 4224+1  22+3%  (2-
1

(1 - %ei}z'l) (l - % =" z‘l) '

NEr3) 1+

N“In—-




Periyodik Fonksiyonlar ve Fourier Serileri

1.1 Giris

Dogada. ba§it periyodik olaylar matematiksel olarak siniis ve cosintis fonksi-
yonlar ile ifade edilirler. Ornegin bir sarkacin kiigiik genliklerle salimimi, bir
diyapozonun titregimleri ve buna benzer fiziksel olaylarin herbiri birer basit

periyodik olaydir. Eger olay saniyede n defa tekrarlaniyorsa, basit titregimleri
gosteren fonksiyon '

Asin2mnt yada Acos2mnt

den biridir. Burada, t saniye ile dl¢ilen zamani, A genlik, w = 2mnt de
titresim hareketinin agzsal hiz veya plilsasyonu olarak bilinirler. Basit siniis
ve cosiniis fonksiyonlar1 ile belirtilen olaylara basit harmonik hareket ad1
verilir. Periyodik olaylar ifade etmekte kullamilan periyodik fonksiyonlar
trigonometrik serilerle ifade edilmektedir. Fourier serileri olarak bilinen bu
seriler elektromanyetik teorisinde, akustikte, 151 iletiminde ve Matematiksel
Fizigin bircok alamnda vazgegilmeyecek sekilde nemli olmaktadir.
. s M e s —™ . Lottt tnanlarra
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1.2 Parcali Siirekli Fonksiyonlar

Reel degerli bir f fonksiyonunun bir z noktasindaki sag ve sol limitleri, £ ~
olmak tizere
flzg) = lim flzo+¢), sag limit
E—

fl2g:) = 1i1% f(zog—¢), sol limit

ifadeleri ile tammlanirlar.

-~ Tamim 1.1 (Diizgiin Streksizlik Noktasi): Bir f fonksiyonunun bir x
- noktasindaki sag ve sol limitleri sonlu degerler olup bu tki deger birbirinden
- farkl ise, zg noktasina f fonksiyonunun bir dizgiin stireksizlik noktasi denir.

Eger f fonksiyonu xy noktasinda sirekli ise, f(zd) = f(zg) = f(zg) dor.

~ Tamim 1.2 (Parcal: Stirekli Fonksiyon): Bir [a, b] arahiinda sonlu sayida
‘ diizgiin streksizlik noktas: disinda strekli olan bir fonksiyona o aralikta parcal
- stireklidir denir.
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Ornek 1.1

fonksiyonlarun her ikisi de [—2, 3] aralyinda parcaly stireklidir. | fonksiyony,
20 =0 ¢ [-2.3] de, g fonksiyonu ise zg = 1 € [—2, 3] noktalarinda diizgin

stireksizliklere sahiptirler.

Ornek 1.2

fl)=—1% v g(z)=sin (;2)

fonksiyonlar: [2,4] arabginda parcals sirekli olamazlar. Clinkii her iki fonksiyon
igin de f(2%) ve g(27%) limitleri sonlu olarak tanamlanamaz.

Tgmm 1.3 (Cift ve Tek Fonksiyonlar): Baslangic noktasina gore simetrik
bir I aralgmda tansmlanmis bir f fonksiyonu igin, araliga ait her x nok-

tasinda '
1. f(=z) = f(z) saglanwyorsa f ye cift fonksiyon,
2. f(—z) = —f(x) saglanwyorsa f ye tek fénksiyon

denir
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. . s Y+ A Sae e . ”,
Ornek 1.3 Simelrik bir aralik olan R = (—o00, 00) da lansmb, 22" ve cosna
fonksiyonlar ¢ift fonksiyonlar, x*"" ye sinna tek SJonksiyonlardur, Burada n
dogal sayedur. e fonksiyonu ayni aralikia ne cift ne de tektir.
Ornek 1.4 [—2,5] arahgenda verilmis f(x) = 22 fonksiyonu ne cift ne de
tektir. Ctinki, [—2,5] aralgs orijine gore simetrik degildir. Yani her = €
[-2,5] i¢in aralga ait bir —x bulunamaz.

Simetrik bir aralik olan [—a,a] araliginda integrallenebilen herhangi bir
f fonksiyonu asagidaki bagintilar: gercekler.
a

/ f)ds = / [F(@) + f(~)] da (L1)

0

/ flz).doii=+2 / f(z)dz , f cift fonksiyon ise (1.2)
0

—a
'

/f(g;)dm = 0, [ tek fonksiyon ise. (1.3)
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1.3 Periyodik Fonksiyonlar

[a,b] arahiginda parcali siirekli bir fonksiyon f olsun. Eger her z € R icin
f(z +p) = f(x) olacak sekilde sifirdan farkli bir p € R varsa f ye periyodik
fonksiyon ve p ye de f nin periyodu denir. Eger f fonksiyonu periyodik ve
periyodu p ise asagidakiler yazilabilirler.

flz+p) = f(z)
fe+2p) = [flz+p)+pl = fla+p) = f(2)
flz+3p) = fl(=+2p)+p] = f(z+2p) = f(z)

flz+np) = fllz+(n—1p)+p = flz+ (n—1)p = f(z)

Buradan goriiliiyor ki, n herhangi bir tamsay1 olmak tizere f(z + np) =
f(z) dir. Bu demektir ki p, f nin bir periyodu ise, p nin tiim katlarn da f

nin bir periyodur.
Periyodik bir f fonksiyonunun pozitif p periyotlar arasinda bir en kiigigii
varsa ona f nin asli periyodu ya da temel periyodu denir. Asli periyodu 7" ile

gosterecegiz ve ona kisaca peryot diyecegiz.
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1.4 Ortogonal ve Ortonormal Fonksiyonlar Sistemi

Bir [a, b] arahginda integrallenebilen fonksiyonlarn bir dizisi {¢,(z)} olsun.
z € [a,b] icing(z) > 0 olan bir fonksiyon olmak tizere eger,

b

/q(:l:)qbn(a:)gbm(w) dr =0 , m#n (1.5)

 saglaniyor ise, {¢, (z)} fonksiyonlar dizisine [, b] araliginda q(z) agirhk fonksi-
yonuna, gore ortogonal (dik) bir sistem tegkil ediyor denir. (1.5) de m = n

ise,
b 1/2

6.l = / 2(2)¢(v) da (1.6

a

ifadesine {¢, } ortogonal sisteminin normu denir.
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Ornek 1.11 1, cos, sina, ..., COSNT, sinn, ... fonksiyonlarimn dizisi |—m, )
araljinda ortogonal bir sistem teskil ederler. Gergekten, m,n =0,1,2, ... icin

T

) ) 0 m=+£n )
f sin mx sin nx dr = ’ 7
e T, m=n
T
[ sinmzcosnzds =0, her m,n igin L (1.7)
—7T
2 0

m=n

[ cosmz cosnz dz = ’ 7
J T, m=n )

olduklary kolayca gosterilebilirler. Verilen sistemi ortonormallestirmek igin
tiim elemanlary kendi normuna bélerek

1 cosz SInT COSNIT SINNI

ortonormal sistemi elde edilir. Burada q(z) agurlk fonksiyonu 1 dir.
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1.5 Fourier Serileri

1, cosz, sinz, cos 2w, sin 2, ... fonksiyonlari L—W, 7| arahgmd.a ortogonal by
sistem olugtururlar. 27 ortak periyoduna sahip olan bu fonksiyonlar yardiy,

ile olusturulan .
%Q + Z(an cos nx + by, sinnx) (1.8)
n=1
trigonometrik serisi yakinsak ise, onun toplami da 27 peryotlu periyodik
bir f(z) fonksiyonu olacaktir. (1.8) serisinin yakinsadigi periyodik bir f(z)
fonksiyonunun bulunmasi halinde '

flx) = %0 + ;(an cosnz + b, sin nz)

serisine f(z) in Fourier serisi ve ag,a,,b, sabitlerine de f(x) in Fourier
katsayilar: adi verilir.

~
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elde edilir. Boylece (1.9) serisine ait Fourier katsayilari,

ag = %/f(:c) dx
apn, = %/f(a:) cosnxdr ) (1.10)

—Tr

b= l/f(ac) sin nx dx
7§

/

olarak bulunurlar. (1.9) da %9 allmmasinin nedeni (1.10) katsayilar

arasindaki benzerligi saglamaktir.
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Ornek 1.13 f(z)=ax+2% , —m <z <7 fonksiyonu veriliyor.

a. f(z) in grafigini ciziniz.

b. f(z) fonksiyonu ile cakisan 21 peryotlu periyodik f(z) fonksiyonunun
Fourier serisini bulunuz.
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¢oziim. a.

Sekil 1.1: —7 < z < 7 aralifinda f(z) = x + 2* nin grafigi
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b. f(z) = -(? +Z(an cos nx+b, sinnz) formunda 27 peryotlu bir Fourier
T =l
serisi elde edilmelidir. Fourier katsayilari,

1 fE L& 1273 272
w=r | fe)da =3 [ @ratyao- 2 =2

v i TS o o g

L L 7
a = f(a:)cosnxda::;/ (z + 2°) cosnx dz
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n nJ_r

L™ 2 osma Lfa? g7 B
= — [ wTcosnvdr=—<¢—sinnz|"_ —= [ xsinnzdz [
9 ™ 2 v
2 . z 1
= ———/ rsinnrdr = —— {—— cosnz|” _+ —/ cosnmdﬂ:}
_ n

n —T

2
= ——(mcosnm + mcosnm) = 4 —(-1)", n=12,..

n2mw
vy

155 1 [" 1 )
b, = — f(x)sinna:dxz%/ (:L'erz)sinna:d:c:;r—/ zsinnz dz

™) _n 0
2

1 [ 2 -
e {—E cosna:]ir—f——/ cosna:da:} = —Zcosnr = =(—-1)"*!
s nJ_, n n

0
(n=12,..)

olduklarindan istenilen Fourier serisi,
: ’/"' =
fl@)=5+ Z

olarak elde edilir.
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1.6 Kompleks Fourier Serileri

Fourier serilerinin incelenmesinde bazen serinin kompleks tistel fonksiyonlar
cinsinden ifade edilmesine ihtiyac duyulur. Bunun 6nemli iki nedeni vardur.
Birincisi, Fourier serilerinin miihendislikteki ve fizikteki baz1 uygulamalarinda,
fonksiyonlarm kompleks formdaki Fourier acihmlarida ve katsayilarda énemli
sayilabilecek kisalik ve netlikler ortaya gikar. Ikincisi de, kompleks Fourier se-
rileri daha sonraki boliimlerde inceleyecegimiz Fourier doniigtimlerinin ortaya

ckigina ve geligimine alt yap: olugtururlar.
Bir f(z) fonksiyonun kompleks Fourier serisi, onun trigonometrik form-

daki g
flz) = 92_(1 + Z(a” cosnx + by, sinnz)

Fourier serisinden hareketle agagidaki sekilde elde edilir. Yukandaki trigono-

n=1

metrik Fourier serisinde
eincc + e—inw e
COS ML = SINNL = :
2 ’ 2

N —inT
=€
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Euler formiilleri kullanilirsa,

Qo [ einx + e—inx 6ina: . e—inm
f r) = -+ Qn bn
(@) 2 ; L 2 " 2i
_ Qo — [ Ap — an INT An + an —inT
- oSt (252
= o+ Z [c,,,,e'”"“‘c + c_ne”")
n=1
(X> P

_ Z Cnemx

n=—oo

elde edilir. Burada,
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&)

T

1
5= | J@)da

=TT

-2

by

o p 5 17 y
27T/f(:6) [cosna:—zsmnx]d:z:——é;/f(az)e dz

9 =

f(x) [cosnx + isinnx] dz = L / fz)e™ d
27 2m
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olurlar. Boylece f(z) in kompleks formda Fourier agihmi ve F ourier kat-
sayilari,

flz) = f_: Cp €77 | (1.15)
= o / &) e dz, nez (1.16)

olacaklardir.

Ornek 1.16 flz) =e®, —m <z <7 olarak verilen fonksiyonun kompleks
Fourier serisini bulunuz.

Cozim.

Scanned by CamScanner



c, = ”‘_/f( )(_””CIZL——/(/ e mldl____/ (1— zn)xdx

- 1 1 6(1 in)x I 1 [ (I—in)r —(1 zn)ﬁ]
o (1 — in) =7 27r (1 —1in)
L1 +in T —inmw —T _inT
= ol [T -]
olup burada

e™"™ = cosnm F sinnw = (—=1)»
oldugu dikkate aliirsa,

n: 7I‘_ T — —1 n\
é or 142 le" —e | =1 L sinh

olur. O halde, istenilen kompleks Fourier serisi

= inz inh = ) o)
=) et :SH;W o D e e

n=—oo T

olarak elde edilir.
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Ornek 1.17 f(x) = { ““1 ; -07r<< :1;<< 0
) xr T

serisine aginiz.

Jonksiyonunu kompleks Fourier

Cozim.

o0
— E cn el'l’ll‘

n=—oo

formunda bir seri elde edilmelidir. ¢, katsayilarim1 bulalim.

1 : 1 ' : 1 .
R i —inx = _ —ing = 1.e~e |
Cn QW/f(:U)e dx 27r_/( 1)e d:r:+27r] e T
£ —Tr 0

L 1 —inz |0 1 1 —mm
€ l ERC lo

27r M = 2T 1n

i , - 2 N

L 7 nmw y SRR SO

= - (e D] =g— 1= (=1)]

0 , n=2k

; E e c 7
Sl = T 2 g o KE
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O halde, istenilen kompleks Fourier serisi;

— z _ g
f(x)_zcn —;Z €

n=—0oo n——oco

\

ya da

olarak elde edilir.
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Bazen araligi [—L, L] alarak simetrik bir aralikta inceleme yapmak gerekli
olabilir. Bu durumda 7' = 2L peryotlu f(z) fonksiyonunun Fourier serisini
ve Fourier katsayilarm elde etmek igin (1.19) ve (1.20) formiillerinde
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a=—L, b= L almak ya da (1.21) ve (1.22) de a = —L almak yeterlidir. Bu

yapildiginda asagidakiler elde edilirler.

f(:lf) = % + Z [an cos (n_zx) + b, sin (Zz_z_:c_)]

n=1

I
| 1 nmTIT )
G — Z/f(x) cos (—L—> de, n=20,1,2,..
£

Lp
1 oML

b= —]—:I—/f(x) sin (T) dz, - =12 ..
2,
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ALISTIRMALAR

1. Asagidaki fonksiyonlarin 27 periyotlu Fourier serilerini bulunuz ve
periyodik fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

a) f(z)=2z|4+r, -r<z <7
b) f(z)=|z|4+z, -T<z <7
c) f(z)=|sin2z| , -t <z <
d) f(z)=|n-2z| , - mr<z<mw
3(z+7) , —w<z<0
o) ¥ = {3(:5 xX) ¢ D@7
N_ | —m/4, —m<z<0
f) f (=)= wfd , 0<g<y
—T<z<0
D<z <o

—r <2 < —mf2
2L <)
T/2<z<Tm

0
2

1) f(@)=e™, -m<z<m

i) f(z)=|cosz| , T <z <7
j) f(x)=|sinz|+sgnz , -r <z <7
k) fx)=|r—2z|, 7w<z<nm

2 , —T<zxz<0
l)f(x)k{:z:—vr, O<z<m

m) f(z) 2{ _§$ : *07?<< ;:WU
2r , —m<xz<(
n)f(x):{Q(ar—a:) O<z<m

o)f( )=mt-2? —w<z<T



ALISTIRMALAR

1. Asagidaki fonksiyonlarin kompleks Fourier serilerini bulunuz.

a) f(z)=ze", a€R, —wm<z<m

b) f(z)=2%" —-nw<z<m

c) f(z)=1%€"" acR, —7w<z<m

d) f(z)=2z%coshaz, a€R, —7<z<T
e) f(z)=3e —7n<z<m

f) f(x)=0Qx—-1)>, —n<z<nm

g) f(z)=sinhaz, a€R, —w<z<n
h) f(z)=3x?sinhaz, a€R, —T<z<m

1) f@)=@E2+1)e™®™, —r<z<7



ALISTIRMALAR

1. Asagidaki fonksiyonlarin Fourier serilerini bulunuz ve periyodik fonksi-
yonlarin grafiklerini ¢iziniz.

a)f(:r):|sinv—r2§’, —-2<zr<?2 g) flz)=2-|z|], -3<2<3

B . B N h) f(z)=e"*, -2<z<2,
b) f(&)=lt(B3-2)|, —3<z<3 T
0, -2<z<0 Y Fia) = -~ ; —w<E<l
z , 0<z<?2 ! = -2z , O0<z<3

0, 5<z<0 . [ 2(x+3) , -3<z<0
3, 0<x<5b l)f(m)_{ 9 L 0<z<3

ar—z , O0<z<a aeR"

0 , 2<zx<-1
1 , —1<z<10)
=] x D=xEL]
0 , 1I<zx<2

{
{
0 50=] T I Dl ca<aa



