Fourier Integralleri ve Fourier Doniisiimleri

Periyodik fonksiyonlar ile ilgili problemlerin incelenmesinde Fourier serileri
giiclii bir aragtir. Ancak pratikte kargilagilan problemlerin bir ¢ogunda periyo-
dik fonksiyonlar bulunmaz. Ornegin mekanikte impuls (carpisma) ya da. elek-
trikte voltaj gibi olaylar periyodik degildir. Bir kez meydana gelen ve tekrar-
lanmayan bu gibi olaylar1 aciklamak i¢in Fourier serilerini kullanamayiz. An-
cak [—L, L] keyfi araliginda verilen periyodik bir f(z) fonksiyonunun peri-
yodu sonsuza gittiginde, yani L — oo i¢in Fourier serisinin yaklagtigi limiti
inceleyerek, periyodik olmayan fonksiyonlar i¢in de uygun bir gosterim elde
edebiliriz. Bu bizi sonsuz periyotlu Fourier serilerine karsilik gelen Fourier
integralinin tanimlanmasina sevkeder. Fourier integrali ise Fourier doniisiim-
lerinin temelini olusturur.



Fourier integralinin tanimina ge¢meden 6nce, ortaya ¢ikisi hakkinda fikir ver-
mesi bakimindan asagidaki ¢rneklere bir goz atalim. Bu 6rneklerde, T" peri-
yotlu periyodik bir fr(z) fonksiyonunun 7" periyodunun sonsuza yaklasmasi
halinde f(z) fonksiyonunun periyodik olmadig: goériilmektedir.

Ornek 2.1 Periyodu T olan asajdaki fr(z) fonksiyonunu gézonine alalm.

-T
0, o Sw<-1
T
i IR l<z < —
\ 2

Sekil 2.1 ve Sekil 2.2 de grafikleri gorilen bu fonksiyonun periyodu T > 2
olupT — o0 i¢in,
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dir ki, bu fonksiyon periyodik degildir (Sekil 2.3).
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Sekil 2.3: T' — ocoigin fr(x) in grafigi
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Ornek 2.2 —— < z < 5 den fr(z) = e Pl wve fr(z +T) = fr(z)
olsun. Bu fonksiyonun T periyodu sonsuza yaklastijinda
f(z) = lim fp(z) = e
olur ki f(z) fonksiyonu periyodik degildir (Sekil 2.4).
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Simdi, periyodu 7" = 2L olan periyodik bir f(z) fonksiyonunun Fourier
serisinden hareket ederek periyodun sonsuza gotiiriilmesi halindeki durumu

inceleyelim.
J(z), (—o0,00) araliginda parcal diizgiin bir fonksiyon olsun. [—L, L]
sonlu alt arahginda f(z) in Fourier serisi ve Fourier katsayilarimin
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ile verildiklerini biliyoruz. a,, ve b, lerin (2.2) ile verilen degerleri (2.1) de
yerlerine konulursa,

fl@) = o f F(t)dt

+1§1 { [%/Lf(t) COS (%ﬂ)L coS (%) dt
+ 1 / f(®)sin (n%rt) sin (1) dt} e

n
olur. w,, = % denirse Aw = w,— Wy_1 = n olacagindan (2.3) esitligi
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sekline doniisiir. Bu ifadenin Aw — 0 igin limitini alalim. Bu durumda
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L — oo olur ve [— L, L] arahg reel eksenin tamamna doniigiir. Eger [ f(t)dt
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nin yakinsak oldugunu kabul edersek, yani f yi bu 6zellikteki fonksiyonlardan
secersek,

L
% /f(t)dt Aw — 0
L

olur. Boylece, (2.4) iin sagimdaki Riemann toplam Aw — 0 icin bir belirli
integrale doniisecek ve f nin sagladigi belirli kogullar altinda (2.4) esitligi

2] = / %/f(t)cos(wt) di) cos (wx)
% / t) sin(wt) dt) sin (wz) | dw (4.5)

seklinde ifade edilebilecektir.



Tanim 2 1 (Fom‘ie*r Integrali): f(x) fonksiyonu tiim reel x ler igin tansmb

ve j )| dx integrali yakinsak olsun. O takdirde f nin Fourier in-
tegmh (ya a’a [ nin Fourier integral gésterimsi)

£ = / [A(w) cos (wz) + B{w) sin ()] duw (2.6)

dir. Burada A(w) ve B(w) Fourier integral katsaylar

f(f) cos (wt) dt
(2.7)

f(t)sin(wt) dt

e ifade edilirler.



- : <
Ornek 2.3 f(z) = { é : ;i‘! g i fonksiyonunun Fourier integralini
bulunuz.

Coziim. Asagida Sekil 2.6 da grafigi goriilen bu fonksiyonu bir Fourier
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integrali ile ifade edecegiz. f(z) fonksiyonu i¢in [ |f(z)| dz = [ dz = 2
—00 -1

A
|

3 109 e

Sekil 2.6: f(z) in grafigi
olup integral yakinsaktir. Fourier integral katsayilarim hesaplayalim.
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oldugundan f(z) in Fourier integrali
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ALISTIRMALAR

1. Asagidaki fonksiyonlarin Fourier integrallerini bulunuz ve integral gos-

teriminin neye yakinsadigim belirtiniz.

a)f(m>={g , <z

el

r<z<nT

L Irla R =
b iz={ i =S

_ | cosz| , —m<z<7T
o plai— oo T
-1, #a<z<0
df Flai=<¢ 1 , O=Lesy
b lEF
sine , —dr<z<nmT
e) f(z)= 0 T < —3m
! T>T
lz| , —w<z<2n
R 0 < —m
4 T > 27
lz+1] , -2<z<1
g} f{@)= 1 . 1E2@<d

1/2 , -5<z<1
i) Flm)=< 1 , 15xc<h
I -, |z| > 5

keR, -10<z<10

i) f(”:)“{ 0, || > 10
-

sin 2z —IL LT
) fle iy B (e

0, X

iy
2

sinz, —4<z<0
k} Flz)=< emp, O<oZd
0, |z| > 4

) fz)=e™, —0<z <00

m) f(z)=eP |, o<z <0

n) f(z)=ze P, —co <z <00



2.3 Kompleks Fourier Integrali

Reel eksenin tiim noktalarinda tanimh bir f fonksiyonunun Fourier integrali
Tanim 2.1 de

o) = / [A(w) cos (wz) + B(w) sin (wz)] dw

seklinde elde edilmis ve (2.6) ile gosterilmisti. Bu formiilde cos (wz) ve sin (wzx)
yerine kompleks fistel formlar1 konulursa,

fo) = f ) () 4 50 (S5 )|

= / { % [A(w) — iB(w)] e + % [A(w) +iB(w)] e—w} dow
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elde edilir. (2.22) esitliklerinden ve (2.7) Fourier integral katsayilarindan

Clw) = %[A(w)qu(w)]zi / £(2) [oos(wt) — i sin(wt)] dt

= / F(t)e ™tdt . (2.23)

Clw) — %[A(w)+z’B(w)]:2iﬂ / £(2) [cos(wt) + i sin(wt)] dt

1 i wwt _
= %ff(t)e dt = C(—w)

yazilabilecektir. C'(w) = C'(—w) olmasindan dolay,
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seklinde yazilabilir.

Tamim 2.4 (Kompleks Fourier Integrali ): [ nin kompleks Fourier in-
tegrali

= / C(w)e™*dw (2.24)

olup C(w) kompleks Fourier katsayisi

C(w):% / f)e ™dt - (2.25)

ile verilir.



Ornek 2.6 f(z) = e "1, —0c0 < 2 < 00 fonksiyonunun kompleks Fourier
integraling bulunuz.

Coziim. Verilen fonksiyon
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oldugundan f(z) in kompleks Fourier integrali

—|z 100 1 W
f(il:):eH:;/me dw

olarak bulunur.
ALISTIRMALAR

1. Asagidaki fonksiyonlarim kompleks Fourier integrallerini bulunuz ve bu
integrallerin yakimsadig fonksiyonlar belirleyiniz.
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Fourier Doniisiimleri

f(x) in kompleks Fourier integrali olarak elde edilen (2.26) formiiliinii

o0 e o]
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(2.27)
seklinde yazalim ve icerideki integrali
F(w) = — 70 f(t) e ™t dt (2.28)
V2m '
ile gosterelim. Bu takdirde (2.27) integral gésterimi
f(2) = — ]OF( )€ (229)
r)— —F/— wj)e »
V2

seklinde ifade edilebilir. (2.28) ile tamimlanan F' fonksiyonuna f in Fourier
doniigiimii ve (2.29) ile tammlanan f ye de F nin ters Fourier doniigtimii

denilmektedir.



Tanim 2.5 (Fourier Déniigiimii): Bir [ fonksiyonu her sonlu [-L, L] a-
ralijinda parcaly stirekli ve fjo | f(t)] dt integrali yakinsak olsun. O takdirde,

ft)e ™t dt = F(w) (2.30)

ifadesine [ nin Fourier dondigiimi ady verilir.

Tanim 2.6 (Ters Fourier Diondigiimii): I'(w) nan ters Fourier déndisimii
F-Y{F} ile gosterilen ve

(2.31)



Ornek 2.7
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fonksiyonunun Fourier doniistiimint bulunuz.

Coziim. (2.30) tanmimindan dolay1 f(z) in Fourier doniisiimii,
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dir. (2.31) den dolay1 F'(w) min ters Fourier déniisiimii ise,
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olarak tanimlanan [ fonksiyonunun Fourier dontsimiini bulunuz.



FAfr =

olarak bulunur.




ALISTIRMALAR,

1. Asagidaki fonksiyonlarin Fourier doniisiimlerini bulunuz.
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Bazi1 Fonksiyonlarin Fourier Ddéniisiimleri Tablosu
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LTI Sistemlerin Karmasik Ustel Isaretlere Yaniti

LTI sistemlerin analizinde faydali bir yaklasim, isaretleri asagidaki iki 6zelligi
saglayan temel isaretlerin dogrusal kombinasyonu seklinde temsil etmektir:

1. Temel isaretler, genis ve faydali bir isaret kiimesini olusturabilmelidir.
2. Bir LTI sistemin temel bir isarete yamiti basit olmalidir. Boylece, LTI
sistemin bir girise yaniti, basit yanitlarin dogrusal kombinasyonu olacaktir.

Bu iki 0zelligi, hem siirekli hem de ayrik durumda karmasik iistel isaretler
saglamaktadir.

LTI bir sistemin c¢ikisi, girisin karmasik bir sabitle ¢arpimina esitse girise
SISTEMIN OZFONKSIYONU, karmasik sabite SISTEMIN OZDEGERI denilir.

s ve z karmasik sayilar olmak tizere, asagida gosterildigi gibi siirekli-zamanda e*,
ayrik-zamanda z”" LTI sistemlerin 6zfonksiyonudur.



LTI Sistemlerin Karmasik Ustel Isaretlere Yaniti

 Impuls yanit1 A(f) olan bir siirekli-zaman LTI sistemin girisine e’ uygulandiginda
sistemin ¢ikis1 konvoliisyon integralinden hesaplanabilir:

=" oY= he
— eSfJ'joooh(Z_)e—srdz_

* Esitligin sagindaki integralin yakinsadigini varsayalim. Integralin degeri s’e
baglidir ve karmasik bir sayidir. Integralin sonucunu H(s) ile gosterelim:

H(s)=[" h(r)e*7dr

* O halde, y(¥) = H(s)e! (¢ikis, girisin karmasik bir say1 ile carpimina esittir).
Boylece, karmasik tistel e* isaretinin siirekli-zaman LTI sistemlerin 6zfonksiyonu
oldugu gosterilmis olur.



LAPLACE DONUSUMU
 Impuls yanit1 A(t) olan bir LTI sistemin, ¢ girisine olan yanmitinin y(¢) = H(s) e*
oldugunuFourier serileri konusunda gordiik ve H(s) asagidaki gibi hesaplaniyordu:

H(s)= [; h(t)e™ dt

LTI : Dogrusal Zamanda Degismez

* s=jw icin yukarida verilen integral ifadesi A(t)’nin Fourier doniisimiinii verir.
s’in genel karmasik degisken (s=0+ jw) olmasi durumunda integral ifadesine

Laplace doniisiimii denir.

* 5 karmasik bir sayr olmak iizere, bir siirekli-zaman isaret x(7)'nin Laplace
doniisiimii o >
B (s)zj x(t)e ' dt
denklemiyle tanimlanir. Laplace doniistimiinii belirtmek i¢in £{x(7)} kullamlacak

ve isaret ile Laplace doniisiimii arasindaki iligki, asagidaki sekilde belirtilecektir.

NOT: UYGULAMADA ¢ ZAMAN PARAMETRESI NEGATIF OLAMAYACAGINDAN
INTEGRALLER ¢>0 ICIN HESAPLANIR.
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