Yiizeyler ve Egriler

3. YUZEYLER VE EGRILER

2
™

x(1)

Sekil-Uzay egrisi

Eger bir C uzay egrisi s6z konusu ise egrinin {izerindeki noktalarin
koordinatlari tek bir egri parametresi adi verilen bir degiskenin (t) fonksiyonu
olan ¢ koordinat ~ x(t), y(t), z(t) ile tanimlanir. C uzay egrisi yer vektori x(t),
ile genel olarak

X(@®) = x@) i+ yt)j+z(t) k
ifade edilebilir.

Egrinin (t) parametresi yerine yay uzunlugu s kullanilabilir. Bu durumda
yer vektord,

X(s)= X(s)i+ y(s)j+z(s) k
olur.
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Matematik Jeodezi S.Bektas

Eger bir yiizey s6z konusu ise yiizey lizerindeki noktalarin koordinatlar1 (u,v
gibi) iki parametreye bagli olarak

X =X(uyv), Y=Y(uv), Z=Z(u,v)
olarak ifade edilebilir.

Uc boyutlu (x,y,z) uzay dik koordinat sisteminde bir yiizey kapali, acik ve
parametrik olmak iizere tli¢ farkli bi¢imde gosterilebilir.

1) f(x,y,z)=0 (Kapal)
2) z=1(xy) (Acik)

u ve v seklinde iki ylizey parametresi ile yiizeyin herhangi bir noktasinin (x,y,z)
ic boyutlu dik koordinatlart ;

3) Xx=x(u,v)

y =y(u,v) } Parametrik
z=2(u,v)

seklindede gosterilebilir. Bu gosterim tarzina “Gauss parametrik gosterimi” de
denir. Herhangi bir yiizey yerine donel elipsoid alinirsa yiizey parametresi
olarak B cografi enlemi ve L cografi boylami segersek

X =X(B,L) =N cosB cos L
y =y(B,L) =N cosB sin L elipsoidin parametrik denklemi elde edilir.
z=z(B,L) =N (1-e2)sin B

Benzer sekilde kiirenin ¢ cografi enlemi ve A cografi boylami cinsinden
parametrik denklemini elde etmek igin, kirenin elipsoidin 6zel hali oldugu
dikkate alinarak, elipsoid i¢in verilen esitliklerde B yerine ¢, L yerine A, N

egrilik yarigap1 yerine R kiire yarigap: ve eksentirisite yerine e2 =0 alinarak;

X = X(p,A) = R cosg cosA
y =y(p,A) = R cose sink kirenin parametrik denklemleri kurulur.
z=2(p,\) =Rsing
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U=Up
(V parametre egrisi)

u ,v parametre

egrileri
N A\ V=Vp
ks = . ..
4 2,7 (u parametre egrisi)
- )

o) / > - —Y

~ S T 2k 7

I ......................... X_ i

Sekil-YUzeyin parametrik gosterimi

Burada; OP, = 1 = X i+Yyj+tzk :yangap vektorudir (yer vektori); Tyer
vektoriiniin skaler degeri (normu); Ir] = Jx2 +y?+2z* dir. Burada (x,y,z) P

noktasinin dik koordinatlarini, (1,j,k) ise x,y,z dogrultularindaki birim
vektorlerdir. Yani,

lil=ljl=lk|=1 , ij=ik=jk=0, iQi=jj=kk=1
Yuzeyin bir P, noktasindaki parametre egrileri boyunca yiizey tegetlerini elde

etmek igin r yer vektoriinin P, noktasinda tiirevleri alinir.
o o e . . - . —>
U egrisinin U = U, noktasindaki tegeti I

= (2= (£ i+( 2 J+(EE k= xu i +yu f+2u . k

.« . . . - . —
V egrisinin V =V, noktasindaki tegeti ry

o= (506 (50 i+ ) () k=xv T4y ] +2v K

seklinde olur.
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Ty ve T, vektorlerinin vektorel ¢arpimi bu noktadaki ylizey normalini verir. P,

noktasindaki ytizey normali ;
N=ryx ry dir.

3.1 UZAY EGRILERIi

Eger koordinatlar bir t parametresine bagh ise t nin degismesi ile ylizey
tizerinde bir egri meydana gelir.

x=x(1),y =y(1), z=2(t)

Normal

Oskalator \ﬂlwl/_q Teget
duzlgm b duizlem It|=|h|=|b]|=1
7 N

by / / / > Ly Uzay

YavA P.l ' b t edrisi
P t: Teget vektor
z e h : Asal normal vektor
\/ b : Binormal vektor

X/ Y

Sekil- Uzay egrisi, Oskiilator, Teget ve Normal Diizlemler

Burada egrinin yer vektorii r = x(t)i + y(t)j + z(t) k  dir. Herhangi bir uzay
egrisinin P teget noktasi i¢in asagidaki diizlem ve vektdr tanimlamalari
yapilabilir.

Uzay egrisi lizerinde birbirine ¢ok yakin P,, P ve P, noktalarindan gegen
diizleme “oskllator dizlem” ,egrinin P noktasindaki tegetini igeren oskiilator
diizleme dik diizleme “teget diizlem” denir. Teget ve oskiilator diizlemlere dik
olan ve P den gecen diizleme “normal dizlem” denir. Normal diizlemle teget
dizlemin ara kesiti binormal vektoru (b),normal diizlem ile oskilator diizlemin
arakesiti asal normal vektorl (h), (t) ise egrinin oskiilator diizlem tiizerindeki
teget vektoridur.
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t, b ve h vektorlerine ek ticlii adi verilir.

r(s) = x(s).1+y(s).j tz(s).k (s, yay uzunlugunu parametre olarak alirsak)

—_— —_—

t teget vektorii r yer vektoriiniin tlirevine esittir.

= = d—— Error! Error! +Error! Error!+Error! Error!
S

Asal normal birim vektorii ise teget vektoriin birim vektoriine esittir.

d’x. d?y. d’z

, " i+ + k
h=t_1I _ds ds2J ds?

it \/d2x+d2y+dzz
ds> ds? ds?

b:txh:r’xr—:
1

3.2 |. DERECEDEN TEMEL BUYUKLUKLER E,F,G

Koordinatlart i, g2, Q3, -.... gn olan n boyutlu bir koordinat sisteminde en
genel yay eleman1 formiili;

ds® = Z zn:h”. da; da,

i-1 FH

bicimindedir.

I #] iken hj=0ise @i = degisken ile q; = degisken cizgileri birbirini dik
aciyla keser.

=] iken h;=h;=1 ise give qj degisken koordinat ¢izgileri dogrusaldir.

Herhangi bir yiizey tlizerinde birbirine ¢ok yakin iki nokta arasindaki yay
uzunlugu i¢in ;

dik koordinatlar tirinden ;

ds? = dx2 + dy? + dz2
esitligi yazilabilir.
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Koordinatlar1 u, v ylzey parametreleri cinsinden yazar,
X=x(uyv) y=y(uyv) z=1z(u,v)
ve gerekli tlirevleri alirsak

o 2 — OX — OX
dx?= (xy duy +xvdy) Xu=— Xv=—
2— 2 =_6y = _ay
dy?= (yuy du +yv dv) yu=- , = =
2— 2 :a_z = Q
dz2= (zy dy +yv dv) = : v=

ds?= dx?+ dy?+ dz2 = ds?= (xy duy +xv dv )>+(yu du +yv dv )>+(zy du +yv dy )?

ds?=(xu 2+ yy 2+ zy 2)du+ (Xu Xv + Yu Yv + zu 2y )2du dv+ (Xy 2+ yy 2+ zy 2 )dv?
- J — _/ - J

E F G
|=ds2=E du2+2Fdudv+Gdv2 . temel form

E, F, G blydklukleri 1. derece temel bilyuklikler olup, yeryiiziindeki bir nokta
icin sabit olup ancak yuzey degisirse degisirler.

E =|rul? (E, ru nun modiiliiniin karesine esittir.)
G=|rvP?P (G,ry’nin " ) ")

F=rurv (F ryve ryvektorlerinin skaler carpimina esittir.)

Buradan, |ry|=vE ve |ry|=+G olur,

Parametre Egrileri Arasindaki A¢i

u ve VvV  parametre egrileri v = sabit
arasindaki 0 agis1 bu egrilerin kesim
noktasindaki c¢izilen ve aym
zamanda yiizeye de teget olan teget
vektorler arasindaki agidir. Soz
konusu 6 agis1 teget vektorler r, ve
ry nin skaler ¢arpimindan asagidaki
sekilde bulunur.

u = sabit

Sekil-Parametre egrileri arasindaki a¢i
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—> —> - — X3 . .
ru rv=|rul|rv]|cos (ru ve ry vektorlerinin skaler carpimi)
rr F
cos@ = ¥ =
AR JEG

ulv ise 6=90° ve cos 0 =0 olur ve dolayisiyla F =0 dur.

) EG-F?> W
sin 0 = +/1—cos?6 = =
EG VJEG

*

W* = JEG-F* (I temel formun diskriminant formali)

T Agisimin Degerini Veren Formdller:

Herhangi bir parametre egrisi 6rnegin yukaridaki sekilde u ( v = sabit) egrisiyle
bir ylizey egrisi arasindaki T acis1 da yine teget vektorlerin skaler

carpimindan bulunur. S parametreli yiizey egrisinin teget vektorii rs = % birim

vektordr.

Tu Tre=|ru||rs|cosT

cosT = |ru|r s |ru|=+E | rs| =1 olacagindan

ru rS
cos T = :;é olur. Diger yandan r yer vektori r =r {u(s),v(s)} seklinde yay
uzunlugunun fonksiyonu olarak yazarsak rs nin degeri,
dr or du , or dv du dv .
— =r=— —+— —=r,— +r,— olur. Buradan ry rs carpmmini teskil
ds T ou ds ov ds - ds ' ds uTs P ;
edersek,

du dv

ru rszruruE*‘rurvE

ru s=E 3—: + F 3—\5/ olur. Bu degeri ac1 esitliginde yerine koyarsak

_ Edu+ Fdv . _ VEG-FZ?dv _ VEG-FZ?dv
cosT=—— sinT=——— tanT="—"—"—- " —
JEds JEds Edu + Fdv

esitlikleri ¢ikar. Parametre egrileri ortogonal ise F = 0 olacagindan ac1

degerleri,
N ds . VG ds G ds
Edu _ () sinT = dv _ (v) tanT =.[= d_V_ )

ds ds ds ds E du ds,,

cosT =

olur.
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Ylzey Normali

Yiizeyin bir noktasindaki normal vektorii, bu noktadaki yiizeyin teget diizlemine
diktir. Ote yandan bir yiizey noktasindaki teget diizlem icindeki herhangi iki
vektore dik olan vektor teget diizlemine de diktir. O halde bdyle bir vektor o
noktada yiizey normalidir. Bir yiizey noktasindaki parametre egrilerinin teget
vektorleri yilizeye de o noktada tegettir, yani o noktadaki teget diizlem igindedir.
Bu durumda bir noktasinda parametre egrilerinin teget vektorlerine dik olan
vektdr o noktadaki yiizey normalidir. iki vektdriin vektdrel carpimi bu
vektorlere dik bir vektor olusturur. O halde bir ylizey noktasindaki yiizey
normali, bu noktada parametre egrilerinin teget vektorlerinin vektorel ¢arpimi
ile olusan bir vektordiir. Boylece ylizey normali

—_— 5 —

N=ryXx ry ( x isareti vektorel carpimi gostermektedir)

olur ve normal vektorii dogrultusundaki birim vektor bu vektorii skaler degerine
bélmekle elde edilir birim vektore n - denilirse ;

= N _rnxn _ rXr

N [rxr,| [(r.xr)?

diger taraftan /(r,xr,)* = Ire xrv |=lrg | |ry [sing

(r,xr,)* =E G - F> =W elde edilir. Boylece normal dogrultusundaki birim
vektor

Yiizey Alan Elemamn

Diferansiyel anlamda alan eleman olarak
parametre egrilerini dsg) Ve dsy diferansiyel
yay elemanlarinin olusturdugu paralel kenarin alant,

df = ds, ds) sin@

V egrisi

ds)
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sing= |EG-F * _ W"  degeri yerine konursa
EG VEG

dsy=+E du ve dsy=+G dv
df = VEG-F?dudv=W*dudv

*=1|ry X ry| oldugu dikkate alinirsa alan elemani

df =|r, x r,|dudv olur.

3.3 EGRILIK

Diizlemde bir y = f (x) egrisinin egriligi,

e=1__ ¥
R (1+ y|2 )3/2
2
seklinde hesaplanir. Burada « egriligi, R egrilik yarigapini, y'= g—y ve y'= 3 Z
X X

tirevleri gostermektedir. Egrinin bir Po(Xo,Yo) noktasindaki egriligi, egrilik
formilinde P, noktasinin koordinatlari yerine yazilmak suretiyle

K= %: (1)/% hesaplanir. Geometrik olarak egrinin bir noktasindaki
Y

egriligi, teget noktada egriye diferansiyel anlamda uyan ¢cemberin yarigapinin

tersidir. Oyle ki teget noktada bu ¢emberin egimi ve egriligi y = f (x) egrisinin

egimi ve egriligine esittir.

Soru: Dizlemde denklemi y =x®—2x*+2 olan egrinin (x, = 1) noktasindaki
egriligini ve egrilik yarigapini hesaplayiniz.
}J_H
Cevap:
y' =3x—d4x = y,=-1

yi=6x—4=y" =

K =0.707106

- (1_|_ 12}3!2
R=141421

Soru: Duizlemde denklemi y =x®—2x*+2 olan egrinin (x, = 3) noktasindaki
egriligini ve egrilik yarigapini hesaplaymiz.

n
'LJ'

K=
A +y
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Cevap:
y' =3x—4x = y', =15
y'=6x—4=y" =14

K = 0,00412

- (1_|_ 12)3!2
R = 242,680

YUZEY EGRISINDE EGRILIK

Bir ylizey egrisinin teget vektorii t ile gosterilir ve egriyi veren parametre yay
uzunlugu olarak alinirsa

ares) _ r,=r'=t velt=1

ds
t=r, du, r, av ya da bagka bir gOsterimle
ds ds
t= ar_ r'=r,u'+r,v' olur,
S

A/=v0* =1

t? =1 olur. Esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

2tﬁ=o ,tt'=0 olur.
ds

t= % =r' olduguna gore

,_ dt dit
= =—— _—r
ds ds?

r.n

r'r’=t¢’ =0 elde edilir.

Iki vektoriin skaler carpimiin sifir olmasi i¢in bu iki vektdriin birbirlerine dik
ya da vektorlerden birinin sifir olmasi gerekmektedir. O halde t ve t’
vektorlerinin  birbirlerine dik olduklart ortaya ¢ikmaktadir. Egrinin bir
noktasindaki tegete dik olan t’ 0zel vektdrine “asal normal” ya da egrilik
vektorl denir. Asal normal vektorii birim vektor degildir. Bu vektor
dogrultusundaki birim vektor h ile gosterilirse, k skaler bir say1 olmak iizere
t'=r"=xh yazlabilir.

Bu esitlikte k, s ye bagli bir fonksiyondur ve uzay egrisinin egriligi adin alir.
Egrilik ayn1 zamanda bir egrinin kiigiik bir alanda bir dogrudan sapmasin
gOsterir.

54
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Egriligin geometrik yorumunu yapmak i¢in egri iizerinde birbirine diferansiyel
anlamda yakin iki nokta alinir. Bu noktadaki tegetler tve t + dt ve aralarindaki
act do. olmak Uizere

ﬂ:K h
ds
/tt/=1 ve /th /=0 oldugundan
da . ...
k=—— egrilik ve
ds

R=1/«x = (;:i_s egrilik yaricapidir.
(24

3.4 Il. DERECEDEN TEMEL BUYUKLUKLER L, M,N

Bir yiizey egrisinin tegeti, o noktada yiizeye de teget oldugu ig¢in yiizey
normaline diktir. O halde,

nt=0  (skaler ¢carpim)

n x t=1 (vektorel carpim)
olur. birinci esitligin s’ ye gore tiirevi alinirsa

. dar .
Error't + N Error'= 0 ve t=r"= — olmak Uzere
S
dr d?r -
Errort— + N —=0 elde edilir.
ds ds

n=n(u,v) olmak tizere n, u ve v parametrelerine bagl oldugu igin

ve ayn sekilde,
dr _ oOr du + or dv

ds ou ds ov E

2
bu degerleri Errorlg—g +n %2 0 esitliginde yerine koyarsak
s
2
(o0 du ondvyeor du or dvy pdiroy
ou ds ov ds”"ou ds ov ds ds
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2
yukaridaki esitligin son terimindeki ikinci tiirev yerine % =k h yazarsak
S

du? dudv dv® _
Nu rUF_l_(nu rv+nvru) 4s? +HVFVF+KH|’]—0
cnh= " n,r,du® —(n,r, + nzvru)dudv—nvrvdv2
ds

esitligin paydasi I.temel form olup payina da II. temel form dersek,

Il. Temel Form = —n,r,du® —(n,r, +n,r,)dudv —n,r,dv?
II. Temel Form = L du? +2M dudv + N dv?

olur. Burada ikinci derece temel buyukliikler olan; L , M ve N nin degerleri
asagidaki gibi determinantlardan da hesaplanabilir.

_ rrr 1 A
L =-ny r'u:nruuzﬁ :W_ il RAVERED AV ¥
XUU yUU ZUU

rer 1 oY 4

M =-1/2 (ng rv+nvru):nruv=%=m X Y %

XUV yUV ZU\/
— rer 1 WY 4
N—'nvrvznrwzw:’ =\F Xv yv Zv
Xo Yo Zy

Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

knh= .
ds
«nh= Il Temel Form
I Temel Form
burada ,

K : ylizey egrisinin bir noktasindaki egriligi
h : ylzeyin asal normalindeki birim vektor
n : o noktadaki yuzey normalinin birim vektoridr.

3.5 NORMAL KESIiT VE EGIK KESIiT
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Yiizeyin bir noktasindaki normalinden sonsuz diizlem gecer. Bu dizlemlerin
ylzey ile arakesitlerine normal kesit denir.

Normal Dizlem

Teget Diizlem

Normal Kesit

Yizey

Burada; N hem yizeyin normalidir,nem de normal kesitin asal normalidir. n ve
h ¢akisinca
B=0 vecos0=1 dir. Buradan normal egrilik ,n=h ve nh=1

= Error!

KNOR =
NOR

seklinde II. temel formun I.temel forma oranlanmasiyla elde edilir.

Egik Diizlem

Normal Dizlem

Teget Diizlem

Normal Kesit

Egik Kesit

Ylzey

Sekil- Normal ve Egik Kesit
Yuzey normalini icermeyen duzlemlerin yuzey ile arakesitlerine egik kesit denir.

Asagidaki sekilde bir ylizey lizerinde normal kesit ile egik kesit bir arada
gOsterilmektedir.
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Egik diizlemle normal diizlem arasindaki ag1 J ise

knh=x |n||h] cos B =« cos P = Error!
n ve h birim vektorler oldugu igin ¢arpimlari bire esit olur.

1

K coslecosB:
r NOR

Rnor : Normal kesitin egrilik yaricap1

r :egik kesitin egrilik yarigcapi

I = Rnor COS B Egik kesitle normal kesitin egrilik yaricaplar1 arasindaki
baginti (Meusnier teoremi)

Yiizey Egriligi

Bir ylizeyin herhangi bir noktasindaki egrilik s6z konusu oldugunda; o noktadan
ylizey normalini i¢eren sonsuz sayida diizlem geger bu diizlemlerle yiizeyin ara
kesitleri yine sonsuz sayida normal kesit egrileri (NKE) olusturur. Birer diizlem
egri olan NKE lerin egrilikleri bulunduklar1 diizlemin dogrultusuna gore farkl
degerler alirlar. Ancak bunlarin i¢inde dyle iki NKE vardir ki bunlarin birinde
egrilik en kii¢iik digerinde egrilik en biiyiiktiir. Bunlara ananormal kesit egrileri,
egriliklerine de ana egrilikler denir ve egrilik yarigaplart Rmin V& Rmax ile
gosterilirse yiizey egriligi icin asagidaki tanimlamalar yapilabilir.

1) Gauss Egrilik Olgiitii (K) :
Bir yiizey noktasindaki egrilik olciitii K, Gauss’a gore Rmin V& Rmax anaegrilik
yaricap1 olmak iizere;

K= 1 olur.
R

min ' *max

2)Ortalama Egrilik (H) :
Bir ylizey noktasindaki iki ana egriligin ortalamasidir.

1,1

E(Rm.n

1
_l’__
Rm)

3.6 JEODEZIK EGRIi

Jeodezik egri; Jeodezik egriligi sifir olan bir yiizey egrisidir. Jeodezik egrinin
belli bir bolgede tanimlanmasi gerekir. Jeodezik egrinin ana normalleri her
noktada yiizey normalleri ile ¢akisir. iki nokta arasindaki en kisa yol jeodezik
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egridir(Jeodezik egrinin kiire tlizerindeki karsilig1 biiyiik daire yayr ve diizlem
tizerindeki karsiligir da iki noktayr birlestiren dogrudur). Bu tanimin yaninda;
Jeodezik egri, her noktasinda jeodezik egriligi sifir olan yiizey egrisi olarak da
tanimlanir.

Jeodezik Egrinin Ozellikleri:

1-Jeodezik egrinin jeodezik egriligi sifira esittir.

2-Her noktasinda asal normal ile ylizey normali ¢akisir.

3-Bir ylizey tizerindeki iki nokta arasinda en kisa yol jeodezik egridir. Ancak bu
ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Yani iki noktay1 birlestiren her jeodezik
egri en kisa yol degildir. Bunun icin jeodezik egrinin siirli bir bolgede
tanimlanmasi gerekir.

4-Yiizey lizerindeki bir noktadan verilen bir teget dogrultuda yalniz bir jeodezik
egri vardir.

Elipsoid iizerinde, meridyen yaylari,

ekvator yaylari birer jeodezik

egridir.Ancak paralel daire yaylar

birer jeodezik egri degildirler. Ciinkii 0B Asal Normal
paralel daire Uzerindeki bir noktada
ylizey normali ile asal normal
cakismaz aralarinda B enlemi kadar
ac1 farki olur.

Yiizey Normali

Paralel Daire Yay1

Jeodezik egriligi gosteren «; yerine sifir konursa jeodezik egrinin diferansiyel
denklemi elde edilir.

_dA 1 dVE 1 dJG . . _

j=-—-———"C0SA-—— sin A=0
ds EG dv JEG du

dA 1 dvJE dvJG .

— = ——(——CcosA- sin A)

ds JEG dv du

Kiire yiizeyinde jeodezik egrinin diferansiyel denklemleri;
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dp cosA cosA

ds JE R

dr _sin A sin A

ds  JG Rcoso

A = 1 tan psin A seklindedir.
ds R

Bu esitliklerin oranlanmasindan,

aA _ tan ptan A
do

3—': =sin @ denklemlern elde edilir.

Elipsoid yiizeyinde jeodezik egrinin diferansiyel denklemleri;

dB cosA
ds M
dL _ sin A
ds  NcosB
dA 1

— =—tanBsin A scklindedi r.
ds N

Bu esitliklerin oranlanmasindan,

d—A:Mtan B tan A:than A
B N \Y

d—A =sin B denklemlen elde edilir.

3.7 JEODEZIK EGRILIK

Bir yiizey egrisinin bir noktasinda, sonsuz kii¢iik bir kesiminin o noktada yiizeye
teget diizleme dik izdiistimiiniin egriligine jeodezik egrilik denir. jeodezik
egriligin diferansiyel denklemi degisik yollardan bulunabilir. Ornegin yiizey
egrisine, bir noktasinda teget ve o noktada yiizey teget diizlemine dik bir silindir
gegirilirse, silindirin yiizey teget diizlemi ile diferansiyel anlamda arakesiti olan
egrinin egriligi, ylizey egrisinin jeodezik egriligidir.
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sekilde;
I : yiizey egrisinin jeodezik egrilik yarigapi
r : ylzey egrisinin egrilik yarigapi
jl: : ylizey egrisinin asal normal birim vektorii
b : yiizey egrisinin binormal birim vektori

_>|
n:

yiizey normali birim vektoridur.

Jeodezik  egrilik su sekilde de
tanimlanabilir: ylizey {lizerinde bulunan
bir egrinin jeodezik egriligi birbirine
diferansiyel anlamda (¢ok yakin) P; ve
P, gibi iki noktada egriye cizilen
tegetler P1J:1 ve PiyJ; jeodezik egrileri
arasindaki  da acist ve ds yayi

yardimiyla tanimlanir. Egrilik formiili,

Kj =(;—Z dir.
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Egik kesitle normal kesit egrilik yarigaplar1 arasindaki iliskiyi veren Meusnier
formultnden

r =R.cosp

yazilabilir.

ylzey normaline dik olan izdiisiim egrisi asal normali ile ylizey egrisi asal
normali (b ile n vektorii) arasindaki ag1 6
6+p=90° = p=90°-0

yine Meusnier formilinden

r=Rcos(90°-6)=Rsin®  olur.
Ylzey egrisinin binormal birim vektorii b, asal normal birim vektori h ya dik
oldugundan, iki vektoriin skaler carpimindan aralarindaki ag1,

cosO=bn elde edilir.

Yiizey egrisi ile bunun ayni zamanda normal kesit egrisi olan izdiisiim egrisinin
egrilik yarigaplari1 arasinda Meusnier formiiliinden,
r=r j.cose esitligi yazilabilir. Buradan jeodezik egrilik,
Kj= 1 _Loso olur.
hor
ylzey egrisinin egriligi,
K==
r
olmak Uzere
Kj =K COS 0
Kj=x bn

elde edilir.

Diger taraftan yer vektortnin ikinci tiirevi,

ds?
vektorel carpilirsa,

=r"= kh esitligi t=r" ilesoldan

txh=b
r'’xr’=x ({txh)=«xb

elde edilir ve bu vektor esitliginin de n ile skaler ¢arpimindan
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Ki=xbn=(r'xr")n
bulunur ve n yerine degeri yazilirsa, jeodezik egrilik

1 |r'y r'ry

Kj =(r'xr").n= i*(r’ Xr').(ny xrn)=—
w

r'ny r'ry

yukaridaki gibi olur. Burada;

r'=ryu’+ryv'

1" = 1y ()2 + ry (V)2 + 2r00 UV + 1gu” + 1y V"

u ve v parametrelerin dik ve v = sabit (u parametre egrisi) ile ds yiizey egrisinin
yaptig1 a¢1 T olmak {izere jeodezik egrilik

Kj Sl +L(@sinT—%cosT) olur.

:E JEG  adu

U ve Vv parametrelerinin ortogonal olduklar1 dikkate alinarak bu parametre
egrilerin jeodezik egrilikleri

u parametre egrisi (v = sabit, T = ()

" VEG v
v parametre egrisi (u = sabit, T = 90°)
o __1 a6
" JEG au

Kju Ve Kjv parametre egrilerinin jeodezik egriliklerinden yararlanarak bir yiizey
egrisinin jeodezik egriligi

: T
Kj = KjuCOS T + K Sin T + aa_ olur.
S

U, v parametreleri yerine cografi koordinatlar kullanildiginda kiire ve elipsoid
tizerinde degisik yiizey egrilerinin egrilikleri asagida tablo halinde verilmistir.
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Klre

Elipsoid

Cografi koord. (enlem,
boylam)

?, A

B, L

Yay uzunlugu

ds? = R%de? + R? cos? ¢.dA?

ds? = M?dB? + N2 cos? B.dL?

I. derece temel blyuklukler
(E,F,G)

E=R? F=0, G=R?.cos’¢

E=M? F=0 G=N?.cos’B

u= enlem parametre egiri‘si'nin Kjo = 0 (R sabit) Kjg =0
jeodezik egriligi ve egrilik fjg= 00 fjB= o0
yarigapi
v = boylam parametre o 1t 0 ~_ tanB
egrisinin jeodezik egriligi ve Kjp =—gtane '
egrilik yaricapt rp=Rcoto . N
I tan B
u = enlem parametre egrisiyle o= —ltan sin A+d—A . :—itan B.sin A+d—A
A agis1 yapan yiizey egrisinin =g e ds ) ' ds
jeodezik egriligi
u = enlem parametre egrisiyle dA 1 . dA 1 .
A agis1 yapan jeodezik egrinin ds R tan ¢.sin A ds Wtan B.sin A

diferansiyel denklemi
kj=0

3.8 CLAIRAUT DENKLEMIi

Donel elipsoidde enleme bagli olarak herhangi bir paralel dairenin yaricap,
r, =NcosB dir. Burada N meridyene dik dogrultudaki egrilik yarigapidir.

N=< = ¢

Vo Ji+e?cos?B

rgnin B ye gore tiirevi alinirsa,

dﬁ = —ﬂsin B=-MsinB
dB V2

dry =—Msin B dB

NcosBdL rydL

tan A=
MdB

drgy =—sin Bry cot AdL

sinB yerine dA konursa
dL

drg =—rg cot AdA

are. =TIy cotAdA
r

B

dA

J-drB _ [—COsA
rg sin A

~ MdB

olur.
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In r; =—InsinA+1nk

hry=Ih—=r1; =—

oA oA yada k=r; sinA

esitligi elde edilir. Yani donel elipsoid de jeodezik egrinin bir noktasinda,
meridyenle yaptig1 acinin siniisii ile o noktadaki paralel daire yarigapinin
carpimi, jeodezik egrinin her noktasinda sabittir. Ornegin ekvatorda meridyenle
A agis1 yapan bir jeodezik egri kuzeye dogru gittikce paralel daire yarigapi
kiiciileceginden egrinin meridyenle yapacagi A agis1 giderek biiyiiyecektir. A
acisinin kuzeyde alacagi en biiyiikk deger A = 90° olacaktir. Giineyde de A
acisinin en biliyiik degeri A =270° olacaktir. Bu noktalarda jeodezik egri doniis
yaparak kuzeyden giineye ve giineyden kuzeye zit isaretli iki paralel daire
arasinda siniizoidal bir ylizey egrisi ¢izer.

Ornek: Elipsoid tizerinde enlemi B, = 30°0lan bir noktadan gecen ve meridyenle
A, = 45°ac1 yapan bir jeodezik egrinin;B, =35° enlemi ile ekvatorda meridyenle
yaptig1 acilart bulunuz.S6z konusu jeodezik egrinin giiney ve kuzey yar
kiirelerde doniis yaptigi noktalarin Bmax €nlemlerini bulunuz.

COozum:
a) B, =30° ve A =45° ic¢in k sabiti
K =1, sin 45° = N, c0s30° sin 45° = a V8 1 s909235.438m
V1-e?sin?30° 2 2
B, =35° enleminde meridyenle yaptig1 ag1,
. . in 45° N °
k :r355|n ,A2 = SlnA2 :L:MZLM
s o V2 N, cos35°
A, =48°36305773 = 48°21'47.01"
B = 0° enleminde(ekvator) meridyenle yaptig1 agi,
rh=a olur.
sin A, = K
a
A, =37°79859536 = 37°47'54.94"
A,'=142°2014046 =142°12'05.06
b) jeodezik egrinin doniis yaptig1 Bmax enlemi ise
A =90° olacagindan
K = rgmax SiN 90° ise K = rgmax = ¢ cos B,
Jl+e?cos’ B,
cosB,, = i* =0.6115967918 = Bmax=+52°17°41.82” olarak bulunur.

c? _g2 k2



