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Ustel Haritalama ve Rodrigues Formiilii
$0(3) ve SO(3) Arasindaki Geometrik ve Cebirsel Kopru

Rotasyon vektorlerinin (w) surekli ve dogrusal olmayan rotasyon matrisleri manifolduna (R)
eslenmesinin adim adim matematiksel turetimi. Hartley & Zisserman, Ek 4.3 temel alinmistir.

S0(3) Donusum Manifoldu
(Lie Grubu)

f'_":":':--'lh?;irim Eleman [

T,

so(3) Teget Dlzlemi o o e | so(3)
(Lie Cebiri)
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Optimizasyon Igin Neden Ustel
Haritalamaya lhtiya¢ Duyariz?

Dogrusal Olmayan Dunyalar Dogrusal Teget Uzayi
R RE="]
- a  mw 3
) =il Donme vektoru w € R
SO0(3) grubu bir manifolddur. Dogrusal Vektor uzayidir. Gradient descent, bundle
kisitlamalar igerdigi icin uzerinde standart adjustment ve interpolasyon gibi islemler igin
turev alma veya toplama islemleri yapilamaz idealdir. (Not: Rijit oteleme t ile karismamasi

(R{ + R, € SO(3)). icin w kullaniimistir).
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Iki Uzayin Matematiksel Anatomisi:

S0(3) ve s0(3)
Lie Grubu: SO(3) (Geometri) Lie Cebiri: so(3) (Cebir)
Elemanlar Rotasyon Matrisleri (R) Skew-Simetrik Matrisler ([w]x)

Uzay Yapisi Dogrusal Olmayan Egrisel Manifold Diiz ve Dogrusal Vektdr Uzayi (R3)

Kisitlamalar RIR=1,\det(R) =1 [w]% = —[w],

Temel Islem Matris Carpimi (R{R>) Komiitator / Capraz Carpim (w; X w>)

Gegis Haritasi < log(R) (Logaritma) exp([w]y) — (Ustel Haritalama)
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Donlisim Motoru: Skew-Simetrik Matrisler ve [w]y Operatoru

Bir vektorel capraz ¢carpim islemi (w X v), bir matris ¢arpimi olarak ifade edilebilir: w X v = [w]x v

0 w3 Wy
[w]x = w3 1508 w1 |-

a Y

—W? (.U?LH‘*HHO?
U Hir

Temel Ozellik: Anti-simetri sartini saglar: [w]

§= —[w]
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Lie Cebirinden Gruba Gegcis: Matris Usteli (Matrix Exponential)

Lineer diferansiyel denklemlerin ¢ozumunden bildigimiz skaler Taylor serisi, matrisler icin de genellestirilebilir.

Genel Tanim:

1
2 3 Kk
X =1+ X+ X2+ X Zer

Operatore Uygulanmasi (X = [w]):

1 1

R = exp(lw]y) =1 + [w] + 21 o1 (@l + 3!

[w] L e

Problem: Sinirsiz sayida 3 X 3 matris ¢carpimini hesaplamak
hesaplamali olarak imkansizdir. Bu seriyi nasil indirgeyebiliriz?
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Donme Vektorunin Ayristirilmasi: Eksen ve Agl

w € R3 vektorii, sadece bir dogru yonii degil, ayni
zamanda o yon etrafinda ne kadar donulecegini de kodlar.

w = 0On
0 = ||w]|| (Rotasyon agis, skaler biiyikliik)
= -lﬁ—” (Rotasyon ekseni, birim vektor, ||n|| = 1)

Operator Etkisi: Skew-simetrik operator dogrusaldir, bu
nedenle skaler disari alinabilir:

lw]x = [0n]x = O[n]«

Yeni Seri Hedefi;

Artik serimiz e®!™x halini almistir. Hedefimiz birim eksen
[n],in matris kuvvetlerini (powers) analiz etmektir.

& NotebooklLM




.

r Sihirli iIndirgeme: Birim Eksen Icin Cevrimsel Ozellik

Teorem: A

n bir birim vektor (nTn = 1) ise,

[n]§ = —[n], |

Ispat Adimlari:
1. Karesi: [n]2 = nnT —1 p
2. [n], e garp: [n]3 = ] (nnT — I S
3. Dagitma: [n]3 = [n]nnT — [n],

n

4. [n],n = 0 oldugu icin ilk terim sifirlanir.

5. Sonug: [n]3 = —[n],

Geometrik Anlam: Bir vektore ayni eksen
etrafinda u¢ kez capraz ¢carpim uygulamak, onu

|_ baslangictaki negatif durumuna dondurdur. I
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Sonsuzlugun Sinirlandirilmasi: Serideki Terimlerin Indirgenmesi j

Indirgeme Kurali: [n]2 = —[n],

(Matris Kuvvetleri k)

k=3 = [n]3 = —[n]y k=4= [n]i=—[n]2 k=52 [n]3=[n], k=6= [n]=[n]2
2

—[n] —[n]% [n] [n] :%:

salinimn yapar: [n].. (Tek kuvvetler) ve [n]Z (Cift kuvvetler).

[Temel Cikarim: Sonsuz matris kuvvetleri, yalnizca iki matris bazmda]
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Ustel Serinin Yeniden Diizenlenmesi (Tek ve Cift Kuvvetler) .'

Tek Kuvvetler Blogu (|m], carpani):

[+(9

|dentity Terimi: 1\
R=1+0|n], +

93

Asil serimize donelim ve X = 0|n|., koyup indirgeme kurallarini uygulayalim:

H?2 63 6 65
oy [l = 57 [l = 77 [l + Il + -

Y N

3!

5 2 4 6
i! ) ["]Xj| |:+(i! i! i! ) n

Cift Kuvvetler Blogu ([n]4 carpani):




— | i Dogrudan [n],
: | ' matrisinin
: : ' skaler katsayisi!
i :3 g
@
sin(@) = 6 T + o)

Kalkulusten bildigimiz standart Maclaurin Serilerini hatirlayalhm:

92

(1 —cos(0)) =

Dogrudan [n]4
matrisinin
skaler katsayisi!

. Taylor Serisi Eglesmeleri ve Beklenmedik Geometri it




Saf Geometrik Siklik: Rodrigues Formulu

R =1 +sin@[n], + (1 — cosB) [n]3

Ny N

Capraz Garpim Terimi
Dik duzlemdeki rotasyonun

/

I (Birim Matris)
Higbir sey yapma. Eksene
paralel bileseni korur.

A
\Y%

e

birinci bileseni.
n,
90°

Vrotated

>

F‘S\/v

zdiistim Terimi
Rotasyon sonrasi olusan
eksenel sapmanin dizeltmesi.

A
Viotated

I
I
I
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a Pratik Uygulama: Kuguk Rotasyonlar Icin Lineerlestirme |

Optimizasyon algoritmalarinda (0r. Gauss-
Newton, Bundle Adjustment), & — 0
varsayimi yapllir.

Kuguk Acl Yaklasimlari (Taylor 1. Derece):
sin@ = 0 |
(1 — cosB) = 0 (lkinci dereceden, yutulur)

Lineerlestiriimis Formul:
R=I1+0[n]y, = R=I+ |[w],

Neden Onemli?
Manifold Uzerindeki karmasik rotasyon,
baslangi¢ noktasi etrafinda tamamen lineer

bir toplama islemine donusdir. ‘




r

Ters Donlisiim (Logaritma) I: Aciy1 Geri Kazanmak

Soru: Bize bir R € SO(3) verilirse, 8 acisini nasil geri elde ederiz? log(R) islemi.

Trace (Iz)

Rodrigues formulunun izini aldigimizda:
Tr(R) = Tr(I) + sin@Tr([n]y) + (1 — cosB) Tr([n]%)

Bilinenler: Tr(I) = 3, Tr([n]y) = 0, ve Tr([n]2) = —2
Tr(R) =3+ 0—2(1 —cosf) = 1 + 2cos6B

(Tr(R) — 1)
@ = arccos 5
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Ters Donusum (Logaritma) Il: Ekseni Geri Kazanmak —’

Rodrigues formuluntn transpozu alinarak
kendisinden cikartiimasi, simetrik terimleri
(I ve [n]2) yok eder.

| Anti-Simetrik Bilesen:
' R—RT =2sin0[n]

Eksen Cozumu (Eger 6 biliniyorsa):
| —(R13 — R31) a T
il = =Ly
= (Rg3 — Raz__) r -

Kritik Tekillik (Singularity): @ = 0 veya
A 6 = 7 durumlarinda sin6 = 0 olur ve

fanimsizlagir. Bu noktalarda limit veya
L ozvektor analizleri gereklidir.
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a Buyuk Sentez: Manifold ve Teget Uzayi Arasindaki Kusursuz Dongu —l

Ustel Haritalama (Exponential Map)
exp([w]«)

Arac: Rodrigues Formuld

\ aViS" Mﬂnifol .
/ Lie Group

A\ REeSO@3)

Nt/

‘>—é¢ Logaritma Haritasi (Logarithm Map)
/ 7 / log(R)

¥ Arag: Iz (Trace) ve Anti-simetrik Coziimleme

' Teget Uzay! /
Lie Algebra so(3) §

| Bu eslemeler, Goklu Gorunum Geometrisi (Multiple View Geometry), SLAM algoritmalar
I ve Kinematik sistemlerdeki modern optimizasyonun cebirsel temelini olusturur. ﬁ



