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12. ORNEK PROBLEMLER



1. SAYISAL COZUMLEME ( ANALIZ ) YONTEMLERI

Sayisal analiz (nlimerik analiz veya sayisal ¢oziimleme) matematik problemlerinin bilgisayar
yardimi ile ¢Oziimlenme teknigidir. Genellikle analitik olarak c¢oziimleri ¢ok zor veya
imkansiz olan matematik problemleri belli hata araliklarinda ¢6ziimlemek i¢in kullanilir.
Ikinci dereceden cebirsel denklemler sayisi fazla olmayan cebirsel denklem sistemleri lineer
diferansiyel denklemler ve sistemleri, diizgiin geometriye sahip kismi tiirevli lineer
diferansiyel denklemler ve sistemlerinin analitik yontemlerle ¢oziime gidilmesine karsilik
diger durumlarda pek kolay olmamaktadir. Hatta ¢ogu kere bu imkansizdir. Bundan dolay1
biiyiik denklem sistemleri, lineer olmama durumu ve karmasik geometri durumlarinda sayisal
yontemler veya deneysel yontemler uygulanmaktadir.

Elektronik araglar sayisal analizin ayrilmaz bir pargasidir. Son yillarda bilgisayar
teknolojisindeki gelismeler sayisal yontemlerin yogunlugunu ve etkinligini artirmistir. Sayisal
islemler i¢in siiper bilgisayarlar kullanilabilecegi gibi bunun yaninda kiigiik hesap makineleri
de kullanilabilir. Bilgisayarlarda problemlerin modellenmesi ve c¢oziimleri igin BASIC,
Fortran, Pascal, C, C++, C#, .. gibi genel amaclh programlama dillerinden biri kullanilabilir.
Fakat bilgisayar programi yazmak zahmetli bir is oldugu i¢in matematiksel islemler yapabilen
ticari paket programlari, Ornek olarak Mathematica, MatLab veya MathCAD, gibi
yazilimlarin kullanimi tercih edilir.

Analitik bir bagint1 yerine deneysel sonuglar halinde ortaya ¢ikan degerlerden faydalanarak
konuyla alakali farkli verilere ulagsmak istedigimizde veya dogrusal olmayan sistemlerin
¢dziimiinde sayisal ¢dziimleme ydntemleri tercih edilir. Ornegin hareket halindeki bir aracin
zaman araliklarinda hiz degeri kaydedilmis olsa bu degerler analitik ¢oziim ydnteminin
degerlerine uygun olmayacaktir.

t(sn) 01 02 03 04 05 06 oy
= » Bu tablodaki degerlerden;

V(a) 04 99 94 93 94 10,

e Kaydedilmemis farkli zaman degerleri igin hiz degerlerini V= %
e Herhangi bir zaman degeri i¢in ivmeyi = Z—‘:
e Alnan ortalama yolu x(t) = [ ttlz Vdt

Hesaplamak i¢in analitik bagintilar1 kullanamayiz. Bu durumda eldeki verilerden
faydalanarak istenilen degerleri elde etmek igin gesitli sayisal ¢Oziimleme yontemleri
kullanilir.

1.1. Matematiksel Modelleme

Dogadaki olaylar ve olusumlar bilimsel yontemlerle incelenirken degeri degistik¢e olaylarin
seyrini veya olusumlarm sonucunu etkileyen biiyiikliiklere degiskenler denir. Inceleme
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sonucunda degiskenler arasindaki iliskilerden tablo degerleri ¢esitli grafikler veya cebirsel,
diferansiyel ve integral denklemler veya sistemleri elde edilir.

Matematiksel model; Fiziksel bir sistem ya da islemin temel bilesenlerinin ve davraniginin,
matematiksel ifadelerle (terimlerle) formiilasyonu, denklem veya denklemleri olarak
tanimlanir.

Bagimli Degisken =t (Bagimsiz degiskenler, parametreler, Zorlayict Fonk.)

Bu esitlik (model), basit matematiksel fonksiyonlarla da, karmasik diferansiyel denklemlerle
de ifade edilebilir. Matematiksel modellerdeki tanimlamalar;

Bagiml degiskenler: Sistemin davranisini ya da durumunu yansitan karakteristik.

Bagimsiz degiskenler: Sistemin davranisinin incelendigi boyutlar(zaman, mesafe, v.b).
Parametreler: Sistemin 6zeliklerini ya da bilesenlerini yansitan parametreler.

Zorlayici fonksiyonlar: Sisteme etkiyen dis etkiler seklindedir.

1.1. Taylor Serisi

fx)=a a=f(x)=f(0) fx) = f(0)
f(x)=a+ bx a=f(0)
f(x) =£(0) + f'(0)x
f'&x)=b b = f'(0)
f(x) = a+ bx + cx? a=f(0)
fle=bier =IO Fa) = £0) + frx + 122
_f1(0)
100 = 2¢ ==
f(x) =a+ bx +cx?+ dx3 a = f(0)
f'(x) = b+ 2cx + 3dx? b = f'(0)
r n O nr 0

F700) = 20 + 6 =13 £ = £ + O+ 320 1 LD s

d B f!”(o)
fm(x) =6d = 6
fx) = Z;’i’z()@x” Maclaurin Serisi
f(x) =X 0 f(n;,(a) (x—a)" Taylor Serisi




1.2. Hatalar ve Hatalarin Kaynaklari

Fiziksel veya sosyal olaylarin matematiksel olarak ¢oziilmelerinde yapilan hatalar genellikle
iicana baslikta toplanir. Bunlar modelleme hatalari, 6lgme hatalar1 ve sayisal hatalardir.

1.2.1. Modelleme Hatasi

Bir olayin formiile edilmesi esnasinda varsayimlardan kaynaklanan hatalardir. Ornek olarak
serbest diisme problemlerinin modellenmesinde, hava ile cisim arasindaki siirtiinme
kuvvetinin ihmal edilmesinden dolayr meydana gelen hatalar bu tiir hatalar grubuna girer.

1.2.2. Olgme Hatasi

Deney ve gozlemede dlgmelerden dolay:r meydana gelen hatalardir. Yukaridaki 6rnekte eger
serbest diisme yapan cismin, diistiigii mesafe veya havada diiserken gecen siire eger yanlis
Olgiiliirse bu tiir hatalar 6l¢me hatasi olarak tanimlanabilir.

1.2.3. Sayisal Hatalar

Diger bir deyimle modelin ¢éziimlemesinde yapilan hatalardir. Genel olarak sayisal hatalar
iki ana gruba ayirabiliriz: kesme hatalar: (truncation error) ve yuvarlama hatalar: (roudn off).
Bu hatalara baslamadan once sayilarin bilgisayarda hafizada saklanma sekli ve bundan
kaynaklanan hatalarin neler oldugu incelenecektir.

1.2.3.1. Yuvarlama Hatasi

Ornek olarak 1/3 kesrini bilgisayar 0.33333... gibi belli adet hane kullanarak yazar. Sayilarin
tamimlanmas1 i¢in ka¢ hane kullanilacagi rakamlarin nasil tanimlandigi ve bilgisayarin
mimarisi ile ilgilidir. Bu tiir hatalara yuvarlama hatasi (round-off error) denir.

1.2.3.1.1. Sayilarin bilgisayarda gosterimi

Sayisal yuvarlatma hatalar1 dogrudan sayilarin bilgisayarda saklanma sekliyle ilgilidir.
Bilginin gosterildigi en temel birim kelime olarak bilinir. Bu biiytikliik bir dizi iki tabanina
gore yazilmis say1 veya bit’ten meydana gelir. Sayilar tipik olarak bir veya daha fazla kelime
seklinde saklanir. Bunun nasil yapildigin1 anlamak icin, once say1 sistemleriyle ilgili bazi
bilgileri gozden gecirmek gerekir.

Sayi sistemleri. En bilinen say1 sistemi 10-tabanli say1 sistemidir. On tabanli sistem sayilari
gostermek i¢in on adet rakam kullanir. Bilgisayarlar ise 2-tabanli sistem kullanir. Bunun



durum, sayisal bilgisayarlarin mantik birimlerinin agik/kapali konumlu elektronik elemanlar
olmasiyla ilgilidir. Sekil 1.1 sistemlerin 10 ve 2 tabanlarina gore nasil ¢alistigi goriilmektedir.

10* 10% 10?2 10" 10°

8 6 4 0 9

D a
0 X 10 = 0
4 X 100 = 400

(@) 6 X 1,000 = 6,000
8 X 10,000 = 80,000
86,409

27 9 gb: i 93 g2 o1l 20

1 0 1. 0 1 1 0 1

t1x 1=
bx 2= 0
1X 4= 4

8

0

1X 8=
0x 16=
1X 32= 32
(b) 00X 64= 0
1 X128 = 128
173

Sekil 1.1 (a) Ondalik (10 tabanli) (b) ikili (2-tabanli) sistemler

Tamsayilarin gosterimi. Isaretli biiyiikliik yontemi adi verilen en dogrudan yaklastirmada,
kelimenin ilk biti isareti gosterir, 0 pozitif 1 negatif anlamina gelir. Geri kalan bit’ler sayiy1
saklamakta kullanilir. Ornegin -173 sayisinin tamsay: degeri 16-bitli bir bilgisayarda Sekil
1.2°deki goriildiigi gibi saklanir.

1{0f0fj0|O0O|O|O|OfT|{Of[T]O|T|1T]0]1

¥ J
T v

Isaret Say!

Sekil 1.2 -173 ondalik tamsayisinin 16-bitli bir bilgisayarda isaretli bitylikliik yontemiyle gosterimi
Ornek 1.3 16-bitli bir bilgisayarda gosterilebilecek 10-tabanli tamsayilarin araligmi bulunuz.

Coziim: 16 bitten ilki isareti gosterir. Geri kalan 15 bit sifirdan 111111111111111°¢ kadar
ikili sayilar1 icerir. Ust sinir ondalik bir sayiya asagidaki sekilde déniistiiriilebilir.

(IX 2"+ (@ X 28)+- + (1 %X 2Y) + (1 X 2°) = 32767



O halde 16-bitli bir bilgisayar kelimesi -32767°den 32767’ye kadar bir araliktaki sayilari
saklayabilir. Dahas1 sifir zaten 0000000000000000 olarak tanimlandigindan eksi sifirt
tanimlamak i¢in 1000000000000000 sayisin1 kullanmak gereksizdir. Bu nedenle say1, ek bir
negatif sayiyi, -32768’1 gostermek i¢in kullanilabilir. Bu durumda aralik [-32768, 32767]
seklindedir. Bu Ornek, sayisal bilgisayarlarin tamsayilar1 gostermekteki sinirli yeteneklerini
1yi bir bi¢gimde anlatir.

Signed
exponent
N (isaretli iis) -
- Mantissa >
T (Mantis)
Sign (isaret)

Sekil 1.3 Kayan noktal1 bir sayinin bir kelimede saklanma yolu

Kayan noktali sayr gosterimi. Kesirli nicelikler, bilgisayarda tipik olarak kayan nokta
yapisinda gosterilir. Bu yaklasimda say1r mantis denen kesirli kisim ile iis denen bir tamsay1
kisim seklinde gosterilir (m.b°).

Burada m=mantis, b=kullanilan say1 sisteminin tabam ve e=iis’tiir. Ornegin 156.78 sayis1, 10-
tabanli kayan nokta sisteminde, 0.15678 x 10° seklinde gosterilebilir. Sekil 1.9, kayan noktali
bir saymnin bir kelime olarak saklanabilecegi yollardan birini gdstermektedir. Ik bit isaret icin,
sonrakiler isaretli {is i¢in, geri kalan bitler de mantis i¢in ayrilir.

Saymin basinda sifirlar olmasi halinde genellikle mantisin normalize edildigine dikkat edin.
Ornegin, 1/34=0.029411765... niceliginin sadece dért ondalik basamaginin saklanmasina izin
veren 10-tabanli kayan nokta sisteminde saklandigini varsayalim. Bu durumda say1 0.0294 x
10° seklinde saklanacaktir. Oysa bu islemi yaparken, ondalik noktanin sagindaki gereksiz
sifirin yazilmasi bizi, besinci ondalik basamaktaki 1 rakamin1 atmak zorunda birakir. Sayi

bastaki sifir1 kaldiracak sekilde mantisi 10 ile carparak ve iissii bir azaltarak normalize
edilebilir.

0.2941 x 10*

Boylece say1 saklarken ek bir anlamli basamak daha birakilabilir. Normalizasyonun bir
sonucu m’nin mutlak degerinin sinirli olmasidir. Yani,

[

<m <1 (1.19)

Burada b tabandir. Ornegin 10-tabanl sistemde m, 0.1 ile 1 aralifinda; 2-tabanlisistemde 0.5
ile 1 araliginda degisecektir.

Kayan nokta gosterimi, hem kesirlerin hem de c¢ok biiylik sayilarin bilgisayarlarda
gosterilmesine olanak tanir. Ancak bazi sakincalari vardir. Ornegin, kayan noktali sayilar
tamsayilara gore daha fazla yer tutar ve islemler daha uzun siirer. Daha da 6nemlisi, mantis
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sadece sonlu sayida anlamli basamak tutabildiginden, bir hata kaynagi olusturur. Boylece
yuvarlatma hatalar1 ortaya ¢ikar.

Ornek 1.4 7-bitli kelimeler kullanarak bilgi saklayan bir makine igin sanal kayan noktali
sayilar grubu olusturun. Ilk biti saymin isareti igin ayirm, sonraki ii¢ biti iissiin isareti ve
biiyiikliigii, son ti¢iinii de mantis i¢in kullanim.

Coziim:

21 20 2_1 2—2 2—3

oO|1|1({1(1(0]0

AN S
g '

/ / Usstin Mantisin

. buyUklGga e
Sayinin  Usstin yukiug buylklGgi

isareti  isareti

Sekil 1.4 Ornek 1.4 icin miimkiin olan en kiiciik pozitif kayan noktali say1

Miimkiin olan en kiigiik pozitif say1 Sekil 1.4’da gdsterilmistir. Ilk 0, saymin pozitif oldugunu
gosterir. lkinci basamaktaki 1, iissiin negatif oldugunu belirtir. Ugiincii ve dordiincii
basamaktaki 1’ler ise iisse maksimum degerini verir.

1x 21 +1x 20=3
Yani iis 3 olacaktir. Son olarak da mantis son ii¢ basamaktaki 100 ile verilmistir ve,
1x21+0x22+0x23=05

sonucunu verir. Daha kii¢iik bir mantis kullanmak miimkiinse de (000, 001, 010 gibi),
normalizasyonla getirilen sinirlama nedeniyle 100 kullanilmistir (Esitlik 1.19). Dolayisiyla bu
sistemde miimkiin olan en kii¢iik say1r +0.5x273, veya 10-tabanli sistemde 0.0625’tir. Bir
sonraki en bliyiik say1 ise mantisi artirarak asagidaki gibi bulunur.

0111101 = (1x 21 + 0x 22 + 1x23) x 23 =(0.078125)10
0111110 =(1x2% + 1x22 + 0x2?%)x 2% =(0.093750)10
0111111 = (1x 271 + 1x 272 + 1x 273)x 22 =(0.109375)10

10-tabanl esdegerlerin 0.015625 biiyiikliigiindeki araliklarla siralandigina dikkat edin. Bu
noktada artirmaya devam edebilmek i¢in tissti 10 degerine azaltmaliyiz. Bu da,

1x 271 +0x 20

degerine esittir. Mantis yeniden en kiiciik degeri olan 100’e getirilir. Boylece bir sonraki say1
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0110100 = (1x 271 + 0x 272+ 0x 273 )x 22 = (0.125000)

olur. Bu durumda aralik hala 0.125000-0.109375=0.0115625 degerine esittir. Ancak simdi
mantis artirilarak daha biiyiik sayilar olusturuldukega aralik 0.03125 degerine erismistir.

0110101 = (1x 271+ 0x 272 +1x 273 ) x 272 = (0.156250)10
0110110 = (1x 271 +1x 272+ 0x 273 ) x 272 = (0.187500)10
0110111 = (1x 271 +1x 272 +1x 273 ) x 272 = (0.218750)10

Bu diizen daha biiyiik her degere ulastik¢a asagidaki maksimum say1 elde edilinceye kadar
tekrarlanir.

0011111 = (1x 271+ 0x 22 +1x 273 )x 28 = (7) 10

Elde edilen son say1 grubu Sekil 1.5’de gosterilmistir.

Budama

Ax/2  Ax/2 X+AX

\ / Yuvarlatma
ustten
asma >

0 noktasinda alttan asma deligi

Sekil 1.5 Ornek 1.4’e gelistirilen sanal say1 sistemi. Her bir deger bir centikle gosterilmistir.
Sadece miimkiin olan sayilar gosterilmistir. Tiimilyle esdeger bir grup ta negatif yonde
uzanacaktir.

Sekil 1.5 kayan nokta gdsteriminin bilgisayar yuvarlama hatalar1 agisindan 6nemli olan birgok
yoniini ifade eder.

1. Gosterilebilecek biiyiikliiklerin arah@ smmrhdir. Tamsayr durumunda oldugu gibi,
gosterilemeyen biiyiik pozitif ve negatif sayilar vardir. Kabul edilen araligin disindaki
sayilarin kullanilmasina kalkisildiginda, Gistten tanim siirini asma denilen hata olusur. Kayan

nokta gosteriminin biiylik sayilarin yaninda kiiglik sayilar1 da gosterememe gibi ek bir
sinirlamasi daha vardir. Bu durum Sekil 1.5’de sifirla ilk pozitif say1 arasinda kalan alttan
tanim sinirimi asma deligi ile gosterilmistir.
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2. Aralik icinde gosterilebilen sadece sonlu sayida biiyiikliik vardir. Dolayisiyla,
hassasligin derecesi sinirhidir. Elbette ki irrasyonel sayilar tam olarak gosterilemez. Dahasi
gruptaki degerlerden biriyle tam olarak Ortlismeyen rasyonel sayilar da hassas olarak
gosterilemezler. Her iki durumu da yaklasik olarak gostermemiz sonucu olusan hatalara
niceleme hatalar1 denir. Gergek yaklastirma iki sekilde yapilir: budayarak veya yuvarlayarak.
Ornegin n1=3.14159265358... degerinin 10- tabanl say1 sisteminde yedi anlamli basamakla
saklanacagini varsayalim. Eger budama yapilacaksa n=3.141592, yuvarlatma yapilacaksa
1=3.141593 seklinde saklanir.

Genisletilmis hassashik: Sekil 1.5’deki sanal say1 sistemi, konuyu agiklayabilmek igin
kullanilan abartilmis bir durumdu. Ticari bilgisayarlar ¢ok daha biiylik kelimeler kullanirlar,
dolayisiyla sayilarin gerekenden daha fazla hassaslikla temsil edilmelerini saglarlar. Ornegin
IEEE formatii kullanan bilgisayarlar mantis icin 24 bit kullanilmasina izin verirler, bu da
1038 jle 10 araliginda 10-tabanl yedi anlamli basamakli hassaslik anlamna gelir. Bununla
birlikte, yuvarlatma hatalarinin kritik olabilecegi durumlar da vardir. Bu durumlarda
kullanilan kelimelerin sayisi iki katina ¢ikarilarak ¢ift katli hassaslik saglanir. 16 ondalik
basamak hassaslik 103% ile 10°% arasinda bir aralik saglar.

1.2.3.1.2. Bilgisayar sayilarinin aritmetik islemleri

Bilgisayar say1 sistemlerinin sinirlamalar1 bir yana, bu sayilarla yapilan gergek aritmetik
islemler de yuvarlatma hatalarina yol acabilir. Basit toplama, ¢ikarma, carpma ve bdlmeye
yuvarlatma hatalarinin etkisini géstermek i¢in normalize edilmis 10-tabanli sayilar
kullanacagiz. Diger say tabanli sistemler de benzer sekilde davranacaklardir. Tartigmay:
basitlestirmek icin 4-basamakli mantis ve 1-basamakli iis kullanan sanal bir ondalikli
bilgisayar ele alacagiz. Ayrica budama kullanilacaktir.

Iki kayan noktal1 say1 toplandiginda, iissii kiigiik olan sayinin mantisi {isler ayn olacak sekilde
degistirilir. Bu islem ondalik noktanin ayn1 hizaya gelmesini saglar. Ornegin, 0.1557x10* ile
0.4381x10? sayilarini toplamak isteyelim. Ikinci saymnm mantisindeki nokta iislerin farkina
esit sayida basamak kadar sola kaydirilir. Simdi sayilar toplanabilir.

0.1557 .10!

0.004381.10"

0.160081.10"

Sonug 0.1600.10* sayisina budanir. ikinci sayinin saga dogru kaydirtilan iki basamagi islem
sonunda kaybedilmis olur.

4-basamak mantis ve 1-basamak iis kullanan sanal bir bilgisayarda, kiigiik bir say1, 6rnegin
0.0010 ile biiylik bir sayiy1, 6rnegin 4000’1 toplamak isteyelim. Kii¢iik sayiy1 iissii biiyiik
olana uyacak sekilde degistirelim:
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0.4000 .10%
0.0000001.10*

0.4000001.10*
Simdi say1y1 budanirsa 0.4000.10% bulunur. Bu durumda bir yuvarlama hatasi ortaya ¢ikar.

1.2.3.2. Kesme Hatasi

Ornek olarak bir integral islemini analitik olarak yapmak yerine niimerik olarak yapmak icin siirekli
bir f(x) fonksiyonu yerine, bu fonksiyonun alanin1 kolay yoldan bulabilecek bicimde kiiciik
parcaciklara boliinerek siireksiz hale getirilir. Bu siireksizlikler hatalara neden olur; bu tiir hatalara
kesme hatasi denir.

Bir bagka 6rnek olarak sin(x) fonksiyonunun degeri yaklasik olarak asagidaki denklem kullanilarak
hesaplanabilir.

Fakat sin(x) fonksiyonunun ger¢ek degeri bu deglldlr Fonks1y0nunun gergek degerini hesaplamak igin
asagidaki denklem de verildigi gibi sonsuz bir seri kullamlmahdlr
(2n+1)
x

sin(x) = p(x) +Z Znt Dl

Bu serinin farkli adimlar i¢in ¢6ziimiinden goriiliir ki s1n(x) fonksiyonun yaklasik degerini bulmak igin
kullanilan az sayida terim dogru cevabi vermemektedir. Bu hatanin nedeni, siniis serisinin belli
sayidaki elemaninin kullanilmasidir. Yinelemeli metotlarda, bu hatanin miktar1 yineleme sayisina gore
azaltilabilir, fakat sonsuz sayida terim kullanilarak gercek sonuca ulasmak miimkiin olmadigi i¢in belli
terim sayist kullanilarak gergek sonuca ¢ok yakin bir deger bulunabilir. Belli sayida terim
kullanilmasindan dolay1r meydana gelen bu tiir hatalara 'kesme hatasi' denir.

Eger f fonksiyonu ve ilk n+1 tiirevi X0 ve x‘i igeren bir aralikta siirekli ise f fonksiyonunun x’teki
degeri

f'(xo) f" (x0) f(")( )
FG) = o) + 72 (= xg) + 1= (6 = xg)? o vk T2 = )" + Ry
— Zn f(k)(xo) (x —x )n +R (1 20)
- k=0 k! 0 n .
seklinde ifade edilir. Burada R, kalan olup,
Ry = [F LD () dt (1.21)

ifadesiyle verilir ve t bos veya yalanci degiskendir (dummy variable). (1.20) esitligi Taylor serisi
olarak bilinir. Eger kalan ihmal edilirse esitligin sag tarafi f fonksiyonunun Taylor polinom
yaklastirmasidir. Taylor serisi, herhangi bir diizgiin fonksiyonun yaklasik olarak bir polinom olarak
ifade edilmesini saglar. (1.21) esitligi kalan1 ifade etme sekillerinden biridir ve integral formu adi
verilir. Alternatif bir ifade ortalama deger teoremi yardimiyla tretilir ve kalanin tiirev veya Lagrange
formu olarak bilinir.

(n+1)
72 ( — xg)™1 (1.22)

Rn = (n+1)!

Burada n indisi kalanin n’inci derece yaklastirma i¢in yazildigimi gosterir. &, x0 ile x arasinda deger
alan bir sayidir. Taylor seri agiliminin pratikteki degeri sudur; sadece birkag terim kullanilsa bile
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yaklagtirma bir¢ok durumda, bizi ilgilendigi kadariyla gercek degere cok yakin sonuglar
verecektir. “Yeteri kadar dogrunun” kac terimle saglanacagi, agilimin kalan terimi esas
alinarak bulunur.

Cogu zaman Taylor serisini h=xi+1-xi ile tanimlanan bir adimla basitlestirerek asagidaki
sekilde yazmak kolaylik saglar:

"(xp) " (x) M) (x;)
fOan) = FOr) + L824 L0 2 o LGy (1.23)
Kalan terimi ise bu durumda soyle yazilir.

_ ™)
Rn="sh (1.24)

Bu bagmtinin iki énemli sorunu vardir. lki & tam olarak bilinmemekte, sadece xi ile Xi«1
arasinda yer almaktadir. Ikincisi, (1.24) esitligini hesaplamak icin fonksiyonun (n+1). tiirevini
bulmaliyiz. Bunu yapabilmek igin f(x)’i bilmeliyiz. Ancak f(x)’i bilseydik zaten Taylor seri
acilimina ihtiyacimiz olmazdi. Bu ikileme ragmen (1.24) esitligi yine de kesme hatalarini
anlamamiz agisindan yararlidir. Bunun nedeni esitlikte yer alan h terimi {izerinde kontroliimiiz
olmasidir. Bagka bir deyisle f(x)’1 x’ten ne kadar uzakta hesaplamak istedigimizi segebiliriz
ve acilimda kag terim olacagini kontrol edebiliriz. Dolayisiyla (1.24) esitligi genellikle

R, = O(h™Y) (1.25)

seklinde yazilir. O(h™!) sembolii kesme hatasinin h™*! mertebesinde oldugunu gésterir.
Ornegin hata O(h) ise adim1 yariya indirmek hatay1 da yariya indirecektir. Ote yandan hata
O(h?) ise adim1 yariya indirmek hatay1 dortte bire indirecektir.

Ornek 1.5 f(x)=cos(x) fonksiyonunun x0=m/4 civarindaki Taylor serisi agiliminin n=0’dan
6’ya kadar olan terimlerini kullanarak, x=n/3 noktasinda f fonksiyonunun ve tiirevinin
degerlerini bulunuz.

Coziim: Gergek fonksiyon bilindiginden, f(n/3)=0.5 ger¢ek deger olarak bulunur.
f(x0) = cos(xo)
f'(xo) = —sin(xo)
f"(x0) = —cos(xo)

[ (x0) = sin(xo)

(1.8) denkleminden 1. derece yaklastirma

F@) = For0) + 252 (x - xp) (xo = /4)

f(x) = cos G) - sin(%)(x — %) f (g) = cos (%) —sin (%) (% — %) = 0.521986659
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_0.5-0.521986659

L= - %100 = —%4.40

(1.8) denkleminden 2. derece yaklastirma

@) = o) + 122 (x = xp) + L5 (x — )2

f(r/3) = cos(5) —sin(5) (x = %) =3 cos (5) (5 - E)2 = 0.497754491

2 4 3 4

_0.5-0.497754491

& = o5 %100 = %0.449
devam edilirse asagidaki tablo olusturulur. Mertebe, n f(3) (%)
1 0.521986659 | -4.4
2 0.497754491 | 0.449
3 0.499869147 | 2.62 x 10
4 0.500007551 | -1.51 x 10
5 0.500000304 | -6.08 x 10°
6 0.499999988 | 2.40 x 10°
S omet |

0.9} O gergek fonk | |

0.8}

0.7}

0.6

0.5}

0.4}

0.3

0.2}

01f

ol
0 0.5 1 15

Sekil 1.16 Cos(x) fonksiyonu ve Taylor serisi agilimlari

1.2.4. Hata Olgekleme
Bilgisayar islemlerinde sonsuz sayida adim kullanilmayacagi i¢in, belli sayida terim

kullanildiktan sonra veya belli bir hata araligina gelince islemin durdurulmasi gerekir. Bu hata
miktarlar1 genellikle {i¢ tiir 6l¢cek kullanilarak tanimlanir. Bunlar;

1.2.4.1. Mutlak hata (absolute error, &,):
Analitik olarak bulunan veya dogru olarak kabul edilendeger ile niimerik olarak bulunan

degerin farkinin mutlak degeri mutlak hata olaraktanimlanir. Matematiksel olarak asagidaki
denklem de gosterilir.
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Em = |f(x)analitik - f(x)saylsall
Em = |Dogru deger — Yaklasik deger|
1.24.2. Bagil hata (relative error, eb) :

Gergek degere ne kadar yaklasildiginin oransal bir gosteren bir hata ¢esididir. Cogu
problemde bagil hata mutlak hatadan daha fazla anlam ifade etmektedir. Gergek deger ile
yaklagik degerin farklarinin, ger¢ek degereorani olarak tanimlanir. Matematiksel olarak
asagidaki denklemde gosterilebilir. Bagil hata 100 ile carpilarak bagil ylizde hata bulunur.
Bagil hataboyutsuz oldugu icin, mutlak hatadan daha anlamlidir. Ama fonksiyonun gergek
degerisifira esit oldugunda bagil hata tanimsiz olacagindan her problem igin

kullanighdegildir.
_ f () anaitix — f(x)saylsal
& =
f () anatitix
. . .. Dogru deger-Yaklasik deger
bir baska gosterimi & = J & b
Dogru Deger

1.2.4.3. Yaklasim hatasi:

Mutlak ve bagil hatalar1 hesaplamak ic¢in fonksiyonun ger¢ek degerlerinin bilinmesi
gereklidir. Fakat ¢ogu zaman analizden 6nce fonksiyonun gercek degeri bilinmediginden bu
hata tanimlar1 kullanilamaz. Bundan dolay1 bagka bir hata tanimlama o6l¢egi kullanilmasi
gereklidir. Bu durumlarda yaklagim hatasi kullanilir. Yaklagim hatasinda adim-adim iteratif
bir sekilde elde edilen ¢oziim degerleri bulunur. Bir dnceki iterasyonda elde edilen deger yeni
iterasyonda kullanilarak hata miktar1 oransal olarak tahmin edilmeye ¢alisilir. Dogru degerler
bilinemediginden ardisik metotlarda Bagil yaklasik hata ;

__ |Simdiki yaklasik deger—Bir énceki Yaklastk deger

&g Simaiki yaklasik deger seklinde kullanilir.
Bu sekilde iteratif olarak yapilan hesaplarda iterasyonlara genellikle yaklagik hata orani,
bizim tarafimizdan 6nceden tanimlanan bir hata oran1 &, ‘den kii¢iik oluncaya kadar devam
edilir. Diger bir deyisle iterasyonlara son vermek i¢ing, < &; kosulunu saglamasi gerekir.

Ayni sekilde Yaklagik hata formiilii; Dogru deger bilinemediginden ardisik durumlarda

yaklagik hata degeri kullanilir;

€ = |Simdiki yaklasik deger — Bir onceki Yaklasik deger|
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2. MATRISLER

Matrisler. Matrislerle ilgili temel tanimlarimizi animsayalim.

m tane satir ve n tane silitun olusturacak bi¢cimde dizilmis mxn tane sayinin olusturdugu
tabloya mxn matris denir. Bir mxn matris A genellikle asagidaki gibi gosterilir.

a1 A1z Ain
Az1 Q22 - Az ; ;

A= " veya A=[a;] 1<i <m;1 <j <n.
Am1 Amz - A

A matrisini olusturan sayilardan her birine A nin bir girdisi denir. A matrisinin mxn tane
girdisi, m satir ve n siitun olusturacak bi¢imde diizenlenmistir.

A matrisinin i inci satirinda ve j inci siitununda bulunan a;; girdisine A nn i-j girdisi denir.
mxn ifadesine a matrisinin biiyiikliigii, m ve n sayilarina da A matrisinin boyutlar: denir.

Sadece bir satirdan olusan bir matrise satir matrisi, sadece siitundan olusan bir matrise ise
siitun matrisi denir.

Bir matrisin her bir satir1 bir satir matrisi, her bir siitunu da siitun matrisi olarak diisiiniilebilir.

2.1. Matrislerde Temel Islemler
2.1.1. Iki Matrisin Esitligi

Biiyiikliikleri ve karsilikli girdileri esit olan matrisler birbirine esittir. Bagka bir ifade ile
A=la;],1 <i<m;l1 <j<nve <B=|[bj],1 <i<r;1<j<s

Matrisler i¢in

A=B, isem=r, n=sveheri=1,..,m; j=1,..,nigina;; = by

Iki matrisin esit olabilmesi i¢in bu matrislerin biiyiikliiklerinin ayn1 olmasi gerekir.
Biiyiikliikleri farkli olan matrisler esit olamaz. Biiytikliikleri esit olan iki matrisin karsiliklt
girdileri birbirine esit ise o zaman bu iki matris esittir.

Ornek 1

A ile B matrislerinin esit olmalari igin;
[a b 1] _ [—1 0 z]
x y 3 3 2t
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soldaki matrisin 1-1 girdisi olan a ile sagdaki matrisin 1-1 girdisi olan -1 sayilar1 esit olmali,
yani a = —1 olmalidir. Benzer sekilde karsilikli girdiler karsilastirilarak goriilir ki b = 0,
x=3,y=2,z=1vet=3

Ornek 2

a x
lb yl ve [ 1.0 ﬂ matrisleri, biiyiikltikleri farkli oldugundan, a,b,x,y,zvet ne
t 3

olursa olsun asla esit olamazlar.

2.1.2. ki Matrisin Toplami

Biiyiikliikleri aynm1 olan iki matrisin karsilikli girdileri toplanarak elde edilen aym
biiytikliikteki matrise bu iki matrisin toplami denir.

C=A+B,

AR R A%t

Biiytikliikleri farkli olan iki matrisin toplami tanimsizdir.

Matris toplaminin birlesme ve degisme 6zelligi vardir. A,B,C biiytikliikleri esit ayni olan
matrisler ise

A+ (B+C)=(A+B)+C ve A+B=B+Adr.

Ornek 1.

R K s L N |

[a—l b+1 c—3]_[2 2b 1]
x+3 y—4 z+3] 1l-2x 0 8F

a—1=2,b+1=2bc—-3=1,..

Butakdirde;, a=3 b=1c=4 x=-1y=4 z=5
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2.1.3. Bir Matrisle Bir Skalerin (Say1) Carpimi

Matrislerle birlikte sayilardan s6z ederken, sayr sozciigli yerine skaler sozciigiinii
kullanilabilir.  Bir matris ile bir skalerin ¢arpimi, Matrisin her girdisinin o skalerle
carpilmastyla elde edilen matristir.

S.x Sy

Ornek 1. S[)ZC ﬂ:[s.z s.tr

Ornek 2. Asagidaki matris islemini izleyiniz. D=A+4.B

2 -1 1 0 2 -1 4 0 6 -1
4 31+ 4.1-1 1]=[4 31+|-4 4]=[0 7].
-5 1 2 =2 -5 1 8 -8 3 =7

2.1.4. Sifir Matrisi

Her girdisi sifir olan matrise sifir matrisi denir. Her biiyiikliikten sifir matrisi diistiniilebilir.

Ornek 1.

[0 O]IOOO

0 0
o ol lo o O] ve [O O] matrisleri sirastyla, 2x2, 2x3 ve 3x2 matris sifir matrislerdir.
0 0

Sifir matrisi genellikle biliylik O harfi ile gosterilir. Biiylikliik vurgulanmak istenirse,
Opxn g0Osterimi kullanilir.

Ornek 2.
0O 0 O 0 0 0O
O3,3=10 0 0] , O304=10 0 0O
0 0 O 0 0 0O

M bir matris ve O onunla ayni biiyiikliikle sifir matrisiise M + O = O + M = M dir.

Her matrisin sifir skaleri ile ¢garpimi , o matrisle ayni biiyiikliikteki sifir matrisidir.

Ornek 3.
1 -1 2 0 0 O
0]-2 1 0l =10 0 O
3 4 -1 0O 0 O
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2.1.5. Bir Matrisin Toplamsal Tersi

Bir M matrisinin isareti degistirilerek elde edilen matrise o matrisin toplamsal tersi denir ve
M ’nin toplamsal tersi —M ile gosterilir.

Ornek 1.

71 2 L . -1 -27..
M= [_3 4] matrisinin toplamsal tersi, —M = [ 3 _4] tur.

Ornek 2.
-1 0 2 o .71 0 =2
M= [ 5 1 O] matrisinin toplamsal tersi, —M = [_2 1 0 ]dlr.

Her mxn matris M i¢in M + (=M) = Oy = (M) + M

oldugu agiktir. Ayrica, (—1). M = —M olur.

2.1.6. Iki Matrisin Farki

A ve B ayni1 biyiikliikte iki matris ise, A ve B nin farki A-B=A+(-B) olarak tanimlanur.

Baska bir deyimle, Ayn1 biiyiikliikte iki matrisin farki, o iki matrisin karsilikli girdilerinin
farki hesaplanarak bulunur.

Ornek 1.

A Bl IS o ) B PO

Ornek 2.

3 -1 -1 3 4 -4
4 0‘—[2 —2]=[2 2].
-2 5 0 3 -2 2

Biiytikliikleri ayn1 olmayan matrislerin farki tanimsizdir.
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2.1.7. Iki Matrisin Carpimi
Once bir satir matrisi ile bir siitun matrisinin ¢carpimim tanimlayacagiz. Ayni anda girdiye

sahip olan bir satir ile bir siitunun ¢arpim soyle tanimlanir;

C11 = Qqn-byg
by
b>
[al a’Z an]. I g‘:albl + azbz + .- anbn
bn

Sozle ifade edilirse, ayn1 sayida girdiye sahip olan bir satir ile bir slitunun ¢arpimi, o satir ve
stitunun karsiliklr girdileri ¢arpilarak elde edilen carpimlarin toplami olan sayidir.

Ornek 1.
3
2 -1 31.|1]|=23+C-1D1+3.(-2)=-1
-2
Ornek 2.

-3
2 3-1 4| 5| =2.(-3)+31+(-1).(-2) +41=3
1

Iki matrisin ¢arpimim tanimlarken, bir satir ile bir siitunun ¢arpimi tanimdan yararlanacagiz.
A bir mxp matris ve B bir pxn matris (A nin siitun sayisi ile B nin satir sayist ayni) ise, A
ile B nin ¢arpimy; i-j girdisi A nin i-inci satir1 ile B nin j-inci stitununun ¢arpimi olan mxn
matristir. Bu garpim A.B ile gosterilir.

A=[a;] , 1<i<m;1<j<p ve B=[p;|,1<i<p; 1<j<nise,
A.B:[Cij] ) Cij=ai1.b1j+ai2.b2j+-~+aip.bpj , 1<is<m; 1S]Sn

Baska bir anlatimla

aiq ain alp bll bl] bln
A=|G0n Gz - Gip ve B= |bin .. bij .. bin| matrisleriigin
a a a .
mil m2 mp bpl bpj bpn
'a11 a12 alpl'l b11 bl] bln C11 Clj Cln
AB = | Qi1 Aiz - QAip J . bil bU bin = |Ci1 Cij Cin
Am1 Am2 - Amp bpl bpj bpn Cmi1 Cmj Cmn

Cij =ail.blj+al-2.b2j+---+aip.bpj , 1<i<m;l1 S] <n
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A ve B matrislerinin ¢arpimi AB nin ¢arpimi tanimli olmasi i¢in A nin siitun sayisi ile B nin
satir sayist ayni olmasi gerekir. Ciinkii, AB Carpiminin i-j girdisi, A nin i-inci satir1 ile B nini
J-inci siitununun ¢arpimi olarak tanimlanmaktadir. A din i-inci satirinda tam A nin siitun
say1s1 kadar, B nin j-inci slitununda da tam B’nin satir sayist kadar girdi bulundugundan bu
sayilar esit olmalidir ki ¢arpim miimkiin olsun.

Ornek 3.

1 -2 0 3] ; j

2 -1 3 6 4 1 =

0 1 7 0 3x4 3 2 a2 3x2
X

carpimi bize bir 3x2 matris verir. Bu ¢arpimin 1-1 girdisi, solda ki matrisin birinci satir1 ile
sagdaki carpimi bize bir 3x2 matris verir. Bu ¢arpimin 1-1 girdisi, solda ki matrisin birinci
satir1 ile sagdaki matrisin birinci siitununun ¢arpimi, yani

11+ (=2).2+ 0.4+ 3.3 = 6 dir.

Ayn1 ¢arpimin 2-1 girdisi, soldaki matrisin ikinci satir1 ile sagdaki matrisin birinci siitununun
carpimi, yani

214+ (-1).2+3.4+ 6.3 =30dur.
Carpimin tiim girdileri hesaplanirsa;

1.(-2) + (-2).(-1)+01+432=6

1-203 % j 6 6
2—136]. 4 1l 30 12| eldeedilir. C3y = Asx4- By
0170 3 2 30 6

Ornek 4.  Asagidaki carpimin verilen girdilerin dogrulugunu kontrol ediniz ve yerleri bos
birakilan girdileri bulunuz.

1 -2

2—13—23_1_12_9 _

4 1 [1 5 6]_ C4x3 _A4X2'BZX3
3 2

C11 = 1x3 + (—2)x1 =1
€12 = 1x(=2) + (—2)x5 = —12
c13 = 1x(3) + (—2)x6 = -9

AB carpiminin tanimli olmasi i¢in A matrisinin siitun sayis1 ile B matrisinin satir sayisinin
esit olmasi gerekir.
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% j 1 -2 0 3
4 1| 2 —1 3 6| carpmu tanimsizdir. Ciinkii, soldaki matrisin 2 siitunu,
3 9 0o 1 7 0

sagdakinin 3 satir1 vardir.
2.2. Matrislerin Temel Ozellikleri
2.2.1. Birlesme Ozelligi
Matris carpimi birlesme o6zelligi vardir: A, B ve C asagidaki carpim gergeklesecek

biiylikliikte matrisler ise, gosterilen esitlik gecerlidir.

A.(B.C) = (A.B).C

2.2.2. Degisme Ozelligi

Matris carpiminin degisme ozelligi yoktur. A.B # B.A olan matrisler vardir.

Ornek 1.

A= [1 8] ve B = [(1) (1)] matrisleri i¢in

a5=1[1 ollo of = [ vema=1lo olli of =15 o
Olup A.B # B.A du.

2.2.3. Dagilma Ozelligi
Matris ¢arpiminin toplama iizerinde dagilma 6zelligi vardir. A, B ve C asagidaki islemler

gerceklesecek biiyiikliikte matrisler ise, gosterilen esitlikler gegerlidir.

A (B+C) = (AB)+ (B.A) , (A+ B).C = (A.C) + (B.C)
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2.3.  Bazi Ozel matrisler
2.3.1. Kare Matrisler

Satir sayisi siitun sayisina esit olan bir matrise kare matris adi verilir.

a1 Qaq2 e Qqn
A = ;1 0y e Qo
an1 QApz2 - Aun
A nxn bir kare matristir. Bu matrisin a1 a,, .. . a,n, girdilerine matrisin kosegen
girdileri denir.
a1 Q4q2 Ain
A = az1 Qzz Qon
an1 An2 Ann

2.3.2. Birim Matris
Kosegen girdilerinin her biri 1 geri kalan tiim girdileri 0 olan bir matrise birim matris adi

verilir. Biylikligi n x n olan birim matris I, ile, biyiikliigiin ne oldugu biliniyorsa veya
biiytlikliige gonderme yapilmasi gerekmiyorsa, birim matris [ ile gosterilir.

0 0 O
0 0

0 0 O
Kdsegen
Her m x n matris M i¢in MI,, = M = I,,M
[1—2 3]
0 141

Onemli bir 6zellik de sudur. Bir kare matrisin indirgenmis big¢iminin sifir satir yoksa, o

100 _ _ _
010~ [1.[472 3 -2

indirgenmis bi¢cim birim matristir. Asagida, bir kare matrisin indirgenmis bic¢imlerini
buluyoruz.

) 2 -1 3] (1 0 2] 0 2
Ornek 1. [1 0 2]~[2 -1 3]~[0 -1 —1]~

1 1 -2 -1 1 -2 0 1 0
1 0 2 1 0 2 1 0 O
[0 1 1]~[0 1 0]~[0 1 O]
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
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2.4. Matrisin Devrigi (Transpozesi)

Bir mxn matris A verildiginde, A nin devrigi (ya da transpozesi) denilen ve AT ile gosterilen
nxm matris sdyle tanimlanir: her i ve j igin AT nm i-j girdisi, A nin j-i girdisidir.

Bu tanimdan kolayca gériilebilecegi iizere, AT nin i-inci satir1 A nin i-inci siitunu ve A7 nin j-
inci siitunu A nin j-inci satiridir.

Ornek 1.
1 2 3 4 ; _03 _51
A=1]-3 0 4 6|=>A" =
5 -1 -2 7 3. 4 =2
4 6 7
Ornek 2.
1 4
B = [0 3:>BT=EL g g
2 5
En genel bigimiyle,
all a12 s aln all a21 s aml
A _ a21 a22 aZn :>AT _ a12 azz amz
am1 am2 amn aln a2n amn

Devrik matrisle ilgili olarak asagidaki 6zellikler mevcuttur.

LAY =4 2. (s.A)T =s.(4T) 3.(A+B)T=AT+BT 4.(AB)T =BT.AT

2.5. Matris Determinanti

Sadece kare matrisin determinanti alinabilir. Matrisin determinanti bir sayidir.

1. yontem
Ornek 1

Az[_lz i] —> |A|=|_122§| = 41— ((-2).3) = 4— (=6) = 10
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1~ 4
1 4 5 4

B=|[4 2 6|, |IBl= =6+ 120+ 120 — (50 + 36 + 48) = 112
5 6 3 1

412 Y6

Ornek 3
2 -3 —4

A=([1 0 -=2|I|Al= =0+20+0- (0+20+18)=—18
0 -5 —6

2. yontem

a; = (—1)".a;.| kalan matris det |
(a;j)‘in bulundugu satir siitun kapatilip kalan matris determinantt
a;; = (-1 ay,. |kalan matris det |
(a41)‘in bulundugu satir siitun kapatilip kalan matris determinanti
a,; = (—1)?*3.ay3. |kalan matris det|

(a33)‘in bulundugu satir siitun kapatilip kalan matris determinanti

Ornek 1.
2 =3 —4
A=11 0 =2
0 -5 -6

A= oS e eurenlp v enrealy

1Al = [1.2.(0 = ((=5). (=2)] + [(=1D).(=3). (=6 — 0)] + [1. (—=4). (=5 — 0)]
IA] = (2).(~10) + 3.(—6) + (—4).(=5), |A|= —20—18+20= —18

Ornek 2.
2 -3 -4 0
|11 0 -2 -1
A= 0 -5 -6 3
1 0 -2 4
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0 -2 -1 1 -2 -1
Al = (-D™1.2.|-5 —6 3|+(=D™%(=3).10 -6 3|+
0 -2 4 1 -2 4
1 0 -1 1 0 =2
(-DM3.(=4).[0 -5 3[+(ED™0.j0 -5 —6|=--
1 0 4 1 0 =2

2.6. Kofaktor Matris ve Ek (Adjoint) Matris

Kofaktér matrisin elde edilmesi igin 6nce matrisin mindrleri  bulunur. Mindr asagidaki gibi
hesaplanir;

A;j=(—1)"™.| kmd | (a;)‘inbulundugu satir siitun kapatilip kalan matris determinant:
A, = (-2 | kmd | (aq3)‘in bulundugu satir siitun kapatilip kalan matris determinanti

Ass = (-1)3*3 | kmd | (as3)‘in bulundugu satir siitun kapatilip kalan matris determinant

Bu parametrelerle elde edilen matrise A matrisinin Kofaktor’i denilir.

Kofaktér(A) = [ﬁﬁ ﬁ;;

A Matrisinin Ek veya Adjoint matrisi kofaktér matrisin transpozesidir.

Ek(A) = Adj(A) = (kof (A))"

Ornek 1.
2 3 ..
= = =')'
A [1 1] > Kofaktor (A) =7,

All = (D1 = 1

A12 = (D2 1] = -1

A21 = (1?1 13| = -3

A22 = (—1)2*212| = 2

Seklinde 6nce matrisin Minérleri bulunur.

Kofaktor(a) = [551 472 = [_é _;]

A21 A22

Ek(A) = Adj(A) = (kof (A))T = [_1 _3]

1 2
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Ornek 2.

+2 -3 —4
A=|1 0 -2| Kof(A)=?
0 -5 -6
—(_1)1+1 0 —2| _ -
An=(2 T _6|_ 10
—(_1)1+2 1 _2__ _RA)—
A= | TE[FCD.(6)=6
—(. 1+3 1 0 -
A=) | ) |=5

Ay =(-1)2. :g :2|=(-1).(18-20)=2

2 —4
AZZ:(-1)2+2 o —6 =-12

+ 2 _3 — —
Ags=(-12 |0 T2|F(D).(10)=10
Az =(-1)%, _03 :4| —6

Asg=(1P2 2 2] =(1).(4-(4)=0

A33:('1)3+3-|i _03| =3

~10 6 -5
Kof(A)=| 2 —12 10]
6 0 3

~10 2 6

Ek(A) = Adj(A) = (kof (A)T=| 6 —12 o]

-5 10 3

2.6.1. Singiiler Matris

Determinant Degeri Sifir Olan Matris
_[6 21 U6 21| oo o o
Azly T R[S e7-221=42-4270

Singiiler matrisin tersi alinamaz.

28



2.7. Matris Tersi

Bir Kare Matrisin Tersi : A bir mxm matris ve I,, , n x n birim matris olmak tizere
AA™YH) = (4HA =1,

Olacak bi¢imde bir A~ matrisi varsa, A matrisinin ¢carpimsal tersi veya kisaca tersi denir.
Bir matrisin ¢arpimsal tersi bulunmayabilir; ancak, varsa tektir.

2.7.1. Denklemi Cozerek Matris Tersini Bulmak

Ornek 1.

A4 = E ﬂmatrisinin tersi var midir ? Bagka bir ifadeyle;

R A R e P
olacak bicimde bir [’Zc 3;] var midir?
=T )

x+z=1 x+2z=0

y +t=0 y+t=1

Goriildigi gibi boyle bir matrisin tersi yoktur.

Ornek 2.

A= [(1) ﬂmatrisinin tersi var midir? Bagka bir deyimle;

P A Y P
olacak bigimde bir [yzc )t]] var midir? Onceki drnekteki gibi ilerleyelim

o 2llz #1=1o 3]

x +z =
z=0, x =1
y+t=0

t =1, =-1
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X — —

=l Tl =1 7

Bir matrisin ¢arpimsal tersini bulurken yukarida oldugu gibi daima bir denklem sistemi
¢ozmemiz gerekmez. Ileride bir matrisin tersini bulmak i¢in daha elverisli ydntemler
gorecegiz. Yukarida, Amatrisinin tersini bulurken sadece A(A™1) = I, esitlgini saglayan bir
A~ lmatrisi buldugumuza dikkat etmisizsinizdir. Bunun yeterli oldugu, yani A(A™1) = I,
esitligininde saglamyorsa, (A™1). A = I, esitligininde saglanacagini gérmek zor degildir.

2.7.2. Kofaktorunu Alarak Matris Tersi Bulma

A Matrisinin  kofaktér’ii ardindan adjoint’i bulunur elde edilen matris, A matrisinin
determinantina boliiniir.

~1 _ Adja)
4]

Ornekl.
A= [i 51)] Once Kofaktdr Matris, ardindan Ek (Adjoint) Matris bulunur;

Kofaktor (A)=?

All=(-1)""11=1
Al2=(-1)"*21=-1
A21=(-1)*"13=-3
A22=(-1)*?2=2

Kofaktor(Ay=/ 1 oa] =[5 7]

A21 A22] 7 1-3
Ek(A)=Adj(A):(k0f(A))T:[_1 ‘3]

Matris determinanti;

|2 3|_pae 1 _ Adj(a)
|A|_|1 1|_23 1 A =20
1 -3
i 2], a=[—1 3
A= -1 A [ 1 —2]

Dogrulugunu ispatlamak i¢in A.A™1=I olmalidir.
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a_[2 3 -1 31 [-2+4+3 6—61_1 07... . .
AA-= 1 1] ) [ 1 - 2]-[_1 +1 3- 2] lo 1]bmm matris sonucunu vermektedir
Ornek 2.

2 -3 —4
A=|1 0 —2| A'=? Yukanda ¢oziilmiis olan 6rnekten;

0-5-6

—10 6 -5
Kof(A)=|2 -—12 10 | burada;
6 0 3

6 —-12 0
-5 10 3

EK(A)=Adj(A)=)=Kof(A)T=

-10 2 6]

Yine daha 6nceki drneklerden bu matrisin determinanti;

|A|=-18 olarak bulunmustur.

~10 2
BT g] |-18-18-18

4_Adj(A) |- 6 —12 0 . .

AL=ATA) _ |os 10 3l-] "] geklinde elde edilir.
4| ~18 T |-18-18- 18|

-5 10
l18 —-18 — 18J

100
0 1 ojolur.

001

Denendiginde goriilecektir ki; A.Al=

2.7.3. Elementer Yontemlerle Ters Bulma; Satir Doniisiimleri Yontemi.

A ni tersini bulmak i¢in A ve onunla ayni biiyiikliikteki birim matris I yan yana yazilarak
elde edilen [A| I] matrisinin A tarafi birim matrise doniisecek sekilde indirgenmis bigimi
bulunur. [A| I] mn indirgenmis bicimi olustugunda sag taraftaki birim matris A~1 matris
tersine doniismiis olur. (1| A Y [A|I]~[I]|AY]

Matris indirgeme esnasinda;

1)Satir yer degistirme,

2)Satir1 sabitle ¢carpma,

3)Satir1 sabitle bolme,

4)Satir1 baska satira ekleme, ¢ikartma,

5)Satir bir baska sayiyla bolme/¢arpma baska satira ekleme/¢ikartma iglemleri yapilabilir.
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Ornek 1.

o1 . Rapr1 100 101 -1
A‘[o 1]'[‘4“2]‘[12"4 I= RZ[O 1 : 0 1] [0 1 : 0 1]
[ R S— - -
A | = | A~
(-1).R-+Ri—R, -1.0+1=1 , -1.1+1=0, -1.0+1=1, -1.1+0=-1
Ornek 2
1 3 3
A=[1 4 3 [A : I5]=[I;: A7)
1 3 4
Ri[1 3 3 1 0 0] [1 3 3 1 0 0] [1 0 3 4 -3 0
Ry[1 4 3 0 1 o[~|0 1 0 -1 1 o|~lo 1 0 -1 1 0|~
R;l1 3 4 0 o 1l lo o 1 -1 0 1 lo o 1 -1 0 1
1 0 0 : 7 =3 =3
010 : -1 1 0
0 0 1 -1 0 1

(-1)xRi+R2=R>  -1x1+1=0 -1x3+4=1 -1x3+3=0 -1x1+0=-1 -1x0+1=1 -1x0+0=0
(-1)xRi+Rs=Rs  -1x1+1=0 -1x3+3=0 -1x3+4=1 -1x1+0=-1 -1x0+0=0 -1x0+1=1
(-3)xR2tRi=R: -3x0+1=1 -3x1+3=0 -3x0+3=3 -3x-1+1=4 -3x1+0=-3 -3x0+0=0

(-3)xRs+tRi=R:  -3x0+1=1 -3x0+0=0 -3x1+3=0 -3x-1+4=7 -3x0+-3=-3 -3x1+0=-3

7 -3 -3
A'l=l-1 1 0
-1 0 1
Ornek 3.
3 3 -1
A=|-2 =2 1|—>A1=?
-4 -5 2
3 3 -1 : 1 0 0 1 1 0 1 1 0
[A: ]3] =|-2 -2 1 : 0 1 0]~|—-2 -2 1 0 1 0
-4 -5 2 : 0 0 1 -4 -5 2 0O 0 1
1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 2 5 5 1
~l0 0 1 2 3 0[~]0 -1 2 4 4 1|(~|0 -1 2 4 4 1
0o -1 2 4 4 1 0 0 1 2 3 0 0 0 1 2 3 0
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-1
2
3

1
0

=Ry

R2+tR1

, 4.R1+R3

R

2.Ri+tR>=

R2eRs(yer degistirme )

=R>

, (DR

=Ry

R>+Rs

, -2.RstRi=Ri

R>

2 . R3+R2

Ornek 4.

‘ matrisinin tersini bulalim

-1 3 1
-1 2 0
01 -1
1 0 -1

1
0
-1
1

|

11 0 oﬂ

|

11 0 0 O
0o 1 0 O
001 0 1 0
-2-1 0 0 1

-1 3
-1 2
-1 4

2 -3

1
0
0
0

I—)

|

0 0

-1 0 O
1
0

oo
o — o
— o o
o oo
O v
I
MmN O
— O
[

0
0

1

1
0
—-2-1

1
1
1
2

1
0
0
0

-1 0 O 1

-1 0 0 0
e

0

0

1

1

0| 0

-2

0
-1 1 0

0] 1

2

3
-4
-2

1

1 0 0
01 0
0 0 1
0 0 O
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Qoo
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—~1/4 3/4 -3/4 1/2

1 —2 1 0
1/2 -1/2  1/2 0
3/4 -5/4 1/4 —1/2

A'l=

2.7.4. Ters matrisle ilgili birkag 6zellik

a) I, tersinir matristir ve [,”* =1, dir.

b) Bir kare matrisin satirlarindan birinin tiim girdileri sifir ise, o matrisin tersi yoktur.
C) Bir kare matrisin satirlarindan ikisi ayni1 ise, o matrisin tersi yoktur.

d) A ve B tersinir n x n matrisler ise, AxB de tersinir ve (AxB)~1=B"14"1 dir.

e) A tersinir kare matris ise, AT de tersinir ve (A7)l =(A4"HT dir.

Ornek 5.
1 2 -1

Al=[2 6 1| olduguna gore A y1 bulahm.
-2 1 10

A~ 1 in tersi A oldugundan verilen matrisin tersini bulmamiz yeterlidir .

1 2 -1 100 0 0
[A~YAl= |2 6 1 0 1 o] — -2 1 0

-2 1 10 0 0 1 0 1
12 -1 1 00 —4 —10]
_>01§_110_,01§—1%0

2 2
058201[00§7—§1J

1 0 0 59 -21 8
-0 1 0 =22 8 -3
0 01 14 -5 2
Boylece goriiyoruz ki
59 -21 8
A=1-22 8 —3] dir.
14 -5 2
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4. LINEER DENKLEM SISTEMLERININ SAYISAL COZUMLERI

Bir denklemin kékiinii bulmak ya da o denklemi ¢ozmek demek, f(X)=0 seklindeki denklemi
sifir yapan x degerlerinin belirlenmesi demektir. Bu nedenle denklemlerin koklerine bazen bu
denklemlerin sifirlar: da denir.

Matrisler ve Dogrusal Denklem Sistemleri;

Su ana kadar matrislerle ilgili tiim islemleri tanimlamig bulunuyoruz. Dogrusal denklem
sistemleri ile matrisler arasinda daha yakin bir iliski oldugunu gorecegiz:

(4% + Qg% + o+ ay,x, = by
QgyXy T lpp%, + -+ g%, = b,

Ig";"nl":'::l + ‘Im:x: + -+ amnxn = bm

Denklem sisteminin katsayilar1 bir m x n matris, degiskenleri bir n x 1 siitun matrisi ve sag
taraf sabitleri de bir m x 1 siitun matrisi olustururlar:

(111 ﬂ’l? . alﬂ xl bl
a a wee X b,
A = 21 22 2Zn 1 X= : ,B: :;
Am1 Az - App Xn bm

Kolayca goriilebilecegi iizere , ( %y , *3,.. ,%,) degerlerinin yukaridaki sistemin bir
¢Ozimi olmasi igin gerek ve yeter kosul, bu sayilarin olusturdugu X matrisinin A.X=B matris
denklemini saglamasidir. A katsayilar matrisi, B ¢ikis matrisi X denklemin ¢6ziim kiimesi
matrisidir.

Bu sisteme denk olan matris denklemi A.X = B dir. Eger A matrisinin tersi 4% varsa
sistemin ¢0ziimii sdyle bulunur:

AX=B, AL(AX)=A1B, (ALA).X=A4"1B, I1,X=A1B X=ALB

Denklem sayis1 degisken sayisina esit olan bir dogrusal denklem sisteminin katsayilar matrisi
bir kare matristir. Boyle bir sistemin bir ve yalniz bir ¢6zlimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Sistemin ilaveli matrisinin indirgenmis big¢imindeki siitun sayisinin sifirdan farkli satir
sayisindan bir fazla olmasi, yani hi¢ sifir satir1 bulunmamasidir ki, bu, sistemin katsayilar
matrisinin indirgenmis bi¢iminin birim matris olmasina denktir. Bu durum katsayilar
matrisinin tersinin var olmasma da denktir ve ¢Oziimiin bulunmasinda ters matristen
yararlanilabilir.
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4.1. Analitik Coziim Yontemleri
4.1.1. Yok Etme Ve Yerine Koyma Metodu

Ornek 1.

1) 3X1 + 3X2 — X3 = 1
2) _2X1_2X2 +X3 :1
3) - 4X1 - 5X2 + 2X3 = 1

1 ve 2 denklemlerini toplarsak;

X1+x2=2 olur. Buradan x, =2 —x;
1 denklemini 2, 2 denklemini 3 ile ¢arpip toplarsak;
2.(3x1+3x2-x3 =1)
6x; + 6X, — 2X3 = 2
—6x4 — 6X, +3x3 =3
X3 =5
Bu sonuglar 3. denkleme yerlestirilirse;
-4x1-5(2-x1)+2.5=1
-4x1-J+5x1+10=1

x1=1 x, =2-1=1 elde edilir.

4.1.2. Katsay1 Matrisinin Tersini Alarak Yapilan Coziim

AX=B = X=A"1B seklinde elde edilen yontemde; A katsayilar matrisi, B ¢ikis matrisi
X denklemin ¢6ziim kiimesi matrisidir. Katsayilar matrisinin tersini alip ¢ikis matrisiyle
carparsak ¢oziim kiimesi elde edilir.

Ornek 1.

3X1+3X2 — X3 = 1
—2X; —2X; + X3 =1 denklem sistemini ters matris yontemi ile ¢ozelim.
—4x, — 5%, +2x3 =1

Denklem takimini matris igerisine alirsak;
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3X1 + 3X2 — X3 [1
—2Xq1 — 2X; + X3 |= 1] asagidaki sekilde boliimleyebiliriz;
__4‘X1 — 5X2 + 2X3 1

3 3 -1 X1 1
-2 =2 1|1 x|X;| = [1] bu yazilim A.X=B seklinde ifade edilir. Buradan;
-4 -5 2 X3! 1
3 3 -1 X1 1
A= [—2 -2 1|, X=[Xzf, 82[1]
-4 -5 2 X3 1

AX=B = X=A"1B yaklasimindan A katsayilar matrisinin tersini bulmak gerekir.
Katsayilar matrisi daha 6nceki orneklerde ¢alisilan bir matris oldugundan tersi oradan asagiya
alimmustir.

1 -1 1
Al=[o 2 -1
2 3 0
Xq1 1 -1 1711 [X1] [1
X=A"'B [Xz|=]0 2 —1]||1|=[X:|=7|1];C= {(X1.X2, X5) (1,1,5) }
X3l 12 3 0111 X3l L5
Ornek 2.
X1 —X2 +3x3 +Xx4 1
—X; +2x = 1
2 3 denklem sistemini ters matris yontemi ile ¢ozelim .
—X1 +x3 —Xg4 = 1
X1 +x2 —X4 = 1

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin tersini 6nceki 6rnekte bulmustuk.

X1 1
1 -1 3 1 [x ] [4
10 -1 2 0 _ |72 _ C . )
A= _1 0o 1 -1l X= %3 B= 1 , A matrisinin tersi yukaridaki
1 1 0 -1 l
X4 1
orneklerde ¢oziilmiistiir, buradan;
-1/4 3/4 -3/4 1/2
[ -2 1 0
A 1= | seklinde elde edilir.

L1212 172
l3/4 ~5/4 1/4 —1/2J
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-1/4  3/4 -3/4 1/27[1] 1/4
[ 1 —2 1 0 l'll [ 0 1
AX=B, X=A1B= . = | |
1/2  -1/2  1/2 0 |1| | 1/2 |
l 3/4 -5/4 1/4 —1/2J 1 [=3/4l

Coziim kiimesi;

C={(x1,x2,x3,x4)1/4,0,1/2,-3/4)} .

Ornek 3.
3x1 —X3 +x3 = 1
le +X3 = 4
4-x1 —X2 +2.X'3 = 3
3 -1 1
denklem sisteminin katsayilar matrisi A = |2 0 1
4 -1 2

Coziim i¢in A~1’i bulalim;

3 -1 1|1 0 0 1 -1 0|1 =1 0
[Al]l]=]2 0 1/0 1 ol-|2 o
4 -1 210 0 1 4 -1 210 0 1

—_
o
—_
o
!

-1 0|1 -1 0] 1 -1 01 -1 0 1 -1 0| 1
2 1{(-2 3 O0|—|0 3 2 |-4 4 1|—|0 1 1|-2
3 2 1-4 4 1] o 2 11[-2 3 O 0 2 1/[-2
1 0 01 1 -1
1 1 (-2 1 1|]—(0 1 0] 0 2 -1
0O -112 1 -21 10 0 1'-2 -1 2

© © B ©o o K
(@]
[
I
—_
o
[

1 1 -1 1
Boylece, A7'=| 0 2 —1]eldeedilir. B= Ié}‘ oldugundan ,
-2 -1 2 3
2
X = A~1.B = |5| ve sonug olarak ¢6ziim kiimesi olan C = { (2,5, 0) } elde edilir .
0
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4.1.3. Cramer Yontemi

AX=B, D=|Al X, =7, X, =2, Xs=-

D1, A matrisinde 1. Siitiinii ¢ikartarak B matrisinin yerlestirmesiyle elde edilen
determinantidir.

D2, A matrisinde 2. Siitiinii ¢ikartarak B matrisinin yerlestirmesiyle elde edilen
determinantidir.

D3, A matrisinde 3. Siitiinii ¢ikartarak B matrisinin yerlestirmesiyle elde edilen
determinantidir.

Ornek 1.

2X, —3X, +2X; =-11
X1 + X2 - 2X3 = 8
3X; — 2X, — X3 = —1 denklemler matris formuna dontistiiriiliir.

2 -3 2] [x11 [-11
AX=B=[1 1 -=2|. [x2 =[ 8]
3 -2 -1l Lx3 -1
D=|Al=-5
-11 -3 2
D1=| 8 1 —-2|=I|Dy|=-5
-1, -2 -1
o
B
2 —11 2
D= 11 8 =2|=1Dy]=-15
3 -1 -1
)
B
2 -3 -11
D;=1]1 1 8|=1IDs;] =10
3 -2 -1
!
B
D1 -5 D2 -15 D3 10
=5 =5=1 Xy=F5 =7 =3 Xs=F =572
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Ornek?2

3X1 + 3X2 _X3 = 1
_2X1 - ZXZ +X3 = 1
_4‘X1 - 5X2 + 2X3 = 1

3 3 —17 [X1 1
-2 =2 1.1X2| = 1]
-4 -5 21 1X3 1

|Al, |D|= (-1)2.3.(-4+5)+ (-1)3.3.(-4+4) + (-1D*(-1).(10 — 8)

I[ID|]=3-2=1
1 3 -1

D=1 -2 1[{=1(-4+5+-1).3).2-1D)+(-1).(-5+2)=1-3+3=1
1 -5 2

D1=1
3 1 -1

D,=[-2 1 1/=03).2-1D-1D.13).(-4+4) +(-1).(-2+4)=3-2=1
—4 1 2

D2=1
3 3 1

D;=|-2 -2 1|=03).(-2+5)+(-3).(—2+4)+(10—-8)=9—-6+2=5
-4 -5 1

D; =5

X1—%= %:1 Xz—%=%=1 X3:%:§:5

4.1.4. Gauss Eliminasyon Yontemi

(Coziim yonteminde A.X = B formatinda katsayr matrisi ve ¢ikis matrisi yan yana yazilarak,
[A | B] katsay1 matrisinin st {iggen matris olmasi i¢in metodik bir sekilde eliminasyon
yontemleri uygulanir. Ardindan tekrar A. X = B sekli olusturularak islem yapilir ve bilinmeyenler
elde edilir.

a;; Qi Qg3 1 k12 ki3] [X1] [P1
Az1 Gz Q23 xz = ko3 .[x2]=[P2]
a3z dsz QAss 11 [xsl 1P
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x1 + klzxz + k13x3 = P]_
x2 +k23X3 = Pz
x3 = P3

X1 = Py — kyyx; — kyzxs
Xy = P, — kp3x3
X3 = P3

[k asamada iist iiggen matris olusturulur.

b
Ri[a11 @12 a43][by <><a—i> <13 a_lll Ci2 Ciz 1
Ry (@21 Q22 Qa3 |b2|"|ay, ay, az? b, ~6121 Az QA3 ~0
R;lazy as; b3l |az; as, ass bs azy Az aszs
R
—1=R1
aii

1
~lo €23 f2]~

0 C33 dj
R,
— = RyR;1.¢3, — R, = Ry
C22
[ 1 €23 f2 ]
€32 — 1.c3; €33 —e€33.C3; d3— fr.03

€23 €33 fs
1

[O e33 ] [833 633 [ g3]

0 1 ey f
0 O 1 g3

1 ¢y c3
0 1 ey
0 O 1

Ornek 1.

1 ¢y 3 d;
” bu samadan sonra matrisler ayrilir

X7

2X1 - 3X2 + 2X3 = _11
X1 +X2 - 2X3 = 8
3X1 - 2X2 _X3 = _1
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AX=B

2 -3 27 rx1 —-11
1 1 -2 [le :[ 8]
3 -2 —11x3 -1

[A | B] Biriiggen matris elde edilir.

2 -3 2 |-111 [1 -15 1 [|-55 1 —-15
1 1 =2 gl~[1 1 =2 gl ~ lo +25
3 -2 -1 -11 3 —2 -1 |21 3 -2

%:Rl -1.R1+R2=R2 -3.R1+R3=R3
1 =15 1 |-=55 1 =15 1 |-55
[o 25 -3 13,5]~ [0 1 -12 | 54|~
0 25 —4 |155 0 25 —4 |155
1 -15 1 551 [1 —-15 1
0 1 =12 |54]|~l0 1 =12
0o 0 -1 2 0 0 1
R_R2 25R2+R3=R3  2-R3
2,5 -1
1 =15 1 1pxl
0 1 -1,2 [le=
0 0 1 Jlx3
X3=_2
X,=54+12.Xs =54+12.(-2) =54—2,4 =3

X, =-55+15.X,—Xs=-55+153—-(-2)=1

4.1.5. Gauss Jordan Yontemi

1 | =55
-3 | 135
-1] -1

55
S
-2

-55
54
-2

Gauss eliminasyon yontemiyle elde edilen iist tiggen matris birim matris haline doniistiiriiliir.

I

2.satir aq, ile carpilip 1. Satirdan ¢ikartilir.
3.satir1 aq3 lin yeni degeri ile ¢arpip 1. Satira eklenir.

3.satir1 a,3 lin yeni degeriyle ¢arpip 2. Satira eklenir. Bu islemler tiim matrislerde yapilir.

A.X=B,[A|B], [I|Byl, .X=By

seklinde doniisiimden sonra X = By seklinde sonuglar dogrudan bulunur.
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Ornek 1.

1 -15 1
0 1 -1,2

0 0 1

X1 —5,5
xz] = [ 5,4]
X3 -2

denklem sistemini Gauss-Jordan yontemiyle ¢oziiniiz.

2.Satir1 -1,5 ile ¢arpip 1. Satirdan ¢ikartiriz;

1 -15 1 1[-55] 1 0 -—-08][26
[0 1 —1,2” 5,4] ~[0 1 —1,2][ 5,4]

0 0 1 -2 0 0 1 -2

3.satir1 -0,8 ile ¢arpip 1. Satirdan ¢ikartiriz.
1 0 0 1
0 1 -12|| 54
0 0 1 -2

3.satir1 -1,2 ile garpip 2. Satirdan ¢ikartiriz.

1 0 0]r1
0 1 0 l 3]
0 0 1ft=2

Matrisler eski konumlarina yerlestirilir;
1 0 O0]px 1
YL
0 0 1lbXs —2

X1=1, x2=3 X3=—2
Gauss-jordan yontemiyle ters matrisin elde edilmesi

Katsay1 matrisi boyutu kadar birim matrisle A./ seklinde yan yana yazilir. Gauss eliminasyon
yontem ve kurallart uygulanarak iist licgen matris ardindan Gauss Jordan yontemiyle A
matrisi birim matrise doniistiiriiliir. Bu islemler sonunda yanda islemlerden etkilenen I birim
matrisi A’ ters matrisine doniisiir.

A .1 eliminasyon sonucu I.A™! dogrulugu igin A.A~! = I olmalidir.
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4.1.6. Choleski (L U Ayristirmasi) Yontemi

A katsayr matrisinin L; alt iiggen matris ve U; kdsegen elemanlar1 1 olan {ist tiggen matrisin
carpimindan olustugu diisliniiliir.

AX=B

L.U.X =B, doniisiimiinde L.U = A bu ¢arpma isleminden L ve U matris elemanlar1 elde
edilir.

L.U.X = Besitliginden U.X =Y denilirse L.Y =B denY bulunur.

Ardindan U . X =Y esitliginden X

Lll 0 0 1 U12 U13 all a12 a13
Ly Ly O [x[0 1 Uy|=][%1 a2 423
L3y L3y L33 0 O 1 az; dAszz d4szs
Ornek 1.

1 2 3‘ [ ‘ [

L11 1 U12 U13 1 2 3

L21 L22 0 .10 1 U23 =|2 5 2

L3y L3 L33l 1O 0 1 3 1 5

Bu islem yapilip 1ki matris ¢arpilirsa L ve U degerleri bulunur.

L11 = 1
L11. U12 =2 > U12 =2
L11. U13 =3 = U13 =3

L21 = 2
L21.U12 + L22 = 5 = LZZ = 1
L21.U13 + L22.U23 = 2 = U23 = _4

L3; =3

L31.U12 + L32 == 1 = L32 == _5
L31. U13 + L32. U23 + L33 = 5 = L33 = —24‘

1 0 0 1 2 3
=2 1 ojuU=jo0 1 -4

3 =5 =24 0 0 1
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1 0 01 V1 14 Y1 14
L.Y=B, |2 1 01.]Y2 =l18]=> Y2 =l—10] hesaplanir.
3 =5 =241 13 20 Y3 3
1 2 31 [*1 14 X1 1
U.X=Y =0 1 —4.x2=l—1Ol=> x2=l2]
0 0 11 Lx3 3 X3 3
Ornek;
X1 0
4 2 -1 0 | 7]
1 -2 3 1 (* :|—5|
2 -3 5 1|° X3 -5
oz el ||
X4 3

Denklem sistemlerini choleski (L, U) yontemiyle ¢oziiniiz.

4.2. Iteratif C6ziim Yontemleri

4.2.1. Gauss Siedel Yontemi

Denklem takimlarinin ¢éziimlerinde hata degerlerinin kullanimi

ay1%; + ay3%, + ay3%3 = by hy =|x; — x¥] < Ax
a21x1 + azzxz + a23X3 = bz hz = I xz —_ xgl < AX
asz1X; + A3pXx, + az3xs = b hs = | x3 — x3| < Ax

Her ii¢ denklemde de h<AX sarti saglanana kadar iterasyon yapilir. Denklemlerin sirasi
Pivotlama denilen bir yontemle degistirilir. Kosegenlerin biiyiikliigiine gore siralanir. |aq4]
1.denklem, |a,,| 2. denklem, |as3| 3.denklem yapilir. Bu yontemle ¢6ziim olabilmesi igin asal
kosegende 0 olmamalidir.

by—aypx, @D gy Y
xl(n) _ bi—aizxs 13X3

h1=|x1— x?|<AX
a1

(n-1)
3

by—az1x1 ™ —ay3x
x, (™ = =2 211a = hy, =|x, — xJ| < Ax
22

bs—az1x1 ™M —az,x, ™
X3(n) — D370d31 1a 32X2 h3 — |X3 _ xgl < Ax
33

Yakinsak ¢oziim olabilmesi i¢in;
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la;;| = Z;-l=1|al- ]-| ve |a;;| > Z;-l=1|ai ]-| J # i saglayan bir denklem sistemi olusturulmalidir.
Bazan bu sartlar olmadan da yakinsak ¢6ziim olabilir.
Ornek 1.

X1 +4x, =4
x1_2x2:1

Denklem takimmi x? = xJ = 0, Ax = 0,05 mutlak hatasiyla ¢dzelim. Pivotlama yapilarak
denklemler yeniden siralandi ve denklemlerde kdsegeni olusturacak degisken yalniz birakildi.

X1 — 2x2 = 1, |a11| en buyuk X1:1+2x2
o e 4—x41
X1 + 4x2 = 4, |a22| cen buyuk Xoy= "
n=1, 1. Adim
Xy = 44;1 = 0,75
n X4 X, hy h,
n =2, 2.adim 0 0 - -

— 142075 =25 1 1 0.75 1 0.75
1= D=4 2 25 0375 |15 |0375
X, = 4—425 = 0,375 3 1.75 0.5625 0.75 0.1875

4 2.125 | 0.4688 0.375 | 0.0938
n =3, 3. adim 5 1.9375 | 0.5156 0.1875 | 0.0469
6 2.0313 | 0.4922 0.0938 | 0.0234
x, =1+420375=175 7 1.9844 | 05039 | 0.0469 | 0.0117
x, = 2275 = 0,5625
Ornek?2.
2x1 — 3%, + 2x3 = —11
X1+ Xy — 2x3 = 8
3x1 —_ ZXZ_Xg = —1

Denklem sistemini x = 0.5,x3 = 2, x3= -15 baslangic degerleri Ax = 0,065
mutlak hatasiyla ¢6ziiniiz.



Pivotlama yapilarak denklemler yeniden siralandi

lay,| = |aqz| + lagz| = 2 =5 saglamaz
lay,| = |ay.| + lays] = 1= 3 saglamaz
lass| = |azi| + |aszz| = 1 =4 saglamaz

Bu nedenle a,, katsayisi en biiyiik denklemi 1.siraya a,, katsayisien biiyiik denklemi ikinci
siraya aldik bu durumda 3 > 3 olmasi yeterlidir. (pivotlama)

~142
3X1 - 2X2 _.X3 == _1 Xl =—+ §2+x3
—-11-2x1-2
2x; — 3%, + 2x3 = —11 xzz%
8_ _
x1+ Xy — ZX3 =8 X3=—x_12x2
n=1
X, = —-1+2X2+X3 — —142%2+4(-1,5) — —-1+4-1,5 — 0‘5
3 3 3
—11-2¢0,5-2#(—1,5) _ —11-143 _ —1243 _ -9
X2 = ( ) = + = + = —_— = 3
-3 -3 -3 -3
8-X1-X2 _ 8-0,5-3
X3 = = = —2,25
-2 -2
n=2
X, = —1+2*3;-(—2,25) — —1+63—2,25 — 0’917
Xy = _11_2*0'92‘2*(‘2'25) = ‘11_i'§2+4'5 = 2,778 X3 = —8_0'91_72'2'778 = —2,153
fterasyon sayisi uzadigindan Matlab | " | *1 [*2 X3 M ha hs
¢6ziimii yapmak daha dogrudur. 05 |2 15
0,5 3 -2,25 0 1 0,75

0,917 | 2,778 |-2,153 |0,4167 |0,222 |0,0972

0,801 | 2,765 |-2,217 |0,1157 |0,0123|0,064

Bl W N

0,771 | 2,703 |-2,263 |0,0296 |0,0624|0,046

Ornek 3.

x; +4x, —3x, =8

3x1 +2x, +x3=6

Xy + Xy +x3+5x, =8

X1+ 2x3+x,=4

Denklem takimlarin1 Gauss-siedel yontemine gore € = 0,05 mutlak hata degeri ile ¢oziiniiz.

x?=x9=x3=0
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4.2.2. Jakobi (Basit iterasyon) Yontemi

Gauss Sidel yontemine benzer. Gauss sidel yonteminde her ¢oziimden elde edilen degerler
bir sonraki denklemde kullanilarak iterasyona devam edilir. Bu yontemde ise baslangic
degerleri her denklem takimi i¢in ayni sekilde kullanilir. Yeni elde edilen degerlerde yine her
denklem icin ortak kullanilir, yani birisinde elde edilen digerinde kullanilmaz.

a1 Q412 Qg3
a1 Qdpz QAzz xz =
asz; dszz; dsz

0 0 0 0
x1 _ bi—aix9—a,3x3 xl = by—az1x1—az3x3 x! = bs—az1x1—aszzx;
1 = 2 = 3 =
aii Qaz2 ass

Her denklem ayr1 ¢oziiliir. Elde edilen yeni sonuglar ikinci iterasyonda tiim denklemlerde

kullanilir.
M _ b1—a12xgn_1)—a1 xé” v M _ bz—a21x§n_1)—a23xgn 1 m _ b3—a31x§n_1)—a32x§n_1)
a1 ' 2 az2 ’ aszz
Ornek 1.

9 b B

x? = x? = x9 = 0 yaklasik kokleriyle Jakobi yontemini uygulayarak ii¢ yeni kok takimi
bulunuz.

m) _ 24— x50 (n) _ 21+ X (n) _ 300- x4 70
1= 10 2 10 3 100
n X, X X3 hy h, h;
0 0 0
1 |24 2,1 3 2,4 2,1 3

2 |189 |2,04 3,018 0,51 0,06 0,018

3 11,8942|1,9872 |3,0219 |0,0042 |0,0528 |0,0039

4 11,89911,9872 |3,0208 |0,0049 |0 0,0011

49



5. DOGRUSAL OLMAYAN DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMU

Dort veya bes dereceli polinomlardan yiiksek dereceli polinomlar, trigonometrik ve {istel
terimler iceren denklemleri analitik yontemlerle ¢6zmek neredeyse imkansizdir. Bunlarin
sayisal ¢coziimleri i¢in ¢esitli yontemler gelistirilmistir. Dogrusal olmayan Sayisal ¢éziimleme
yontemlerinin bir ¢ogunu temelinde Taylor serisi vardir. Coziimlere gegmeden dnce bu seri
tanimlanacaktir.

5.1. Taylor Serisi

Taylor serisi, siirekli bir fonksiyonun herhangi bir Xj+1 noktadaki degerini, bu noktanin yakin
komsulugundaki bir Xj noktasindaki degerleri ve tiirevleri cinsinden ifade eden asagidaki gibi
sonsuz bir seridir;

(g1 — xp) (Xir1 — ) (Xix1 — ) (Xipr — X"

f(xiv) =f(xi)+7f( L)+7f”( L)+7f"'( i)+-~~+7f"( )+ Ry

Dikkat edilirse, serinin sonunda (n + 1). terimden sonsuza kadar olan terimlerin hesaba
katildig1 bir r, kalint1 (ya da kalan veya hata) terimi vardir. Bu terim asagidaki sekilde ifade
edilir. Burada & degeri x; ile x;,, arasinda bir degerdir.

Ry = SeaX0T pni )

(n+1)!

Genellikle (x;;q — x;) farkina h = (x;,; — x;) adim denir ve Taylor serisi ile kalan terimi
siklikla adim cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

F@irD) = FO) + 2 £ G + 2700 + 2o 7 ) + -+ L () + Ry

_
(n+ 1!

fn“(f) seklinde ifade edilir.

n

Ornek 1. Sifirmci ila 4. Mertebeden Taylor serisi yaklasimlar1 kullanarak asagidaki
fonksiyonun x;,; = 1 deki degerini x; = 0 daki degerleri ve tiirevleri cinsinden belirleyiniz.

f(x) = —0.1x* — 0.15x3 — 0.5x%2 — 0.25x + 1.2

Bilinen bir fonksiyonla ilgilendigimizden f(x) fonksiyonunun 0 ve 1 deki degerlerini
belirleyebiliriz. Sekilde goriildiigii gibi fonksiyon f (0) = 1.2 de baslamakta ve f (1) = 0.2
olacak sekilde asagi kivrilmaktadir. Buna gore Taylor serisi ile yaklasik olarak belirlemeye
calistigimiz deger gergekte 0.2 dir. (h = 1 )“dir,
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n = 0 icin; sifirinc1 dereceden Taylor serisi yaklasimi serinin sag tarafinda tek terim olmasi
durumunda elde edilir:

fGiv) = flx), F)=f0)=12 ,6=02-12=-1

n = 1igin; (n = 0, 1degerleri), x = 0 da birinci mertebe tiirevin belirlenmesi gerekmektedir:

Floxpy) = Fl) +2L ;fxi) seklindedir. f'(x) = —0.4x3 — 0.45x2 — 1x — 0.25 ,

f'(0) = —0,25 dir. Birinci mertebeden yaklagim

F(D) =fO0)+hf'(0)=12+1.(—0,25) = 0,95 hatadegeri & = 0,2—0,95=—0,75
. . o . .« . h ! (h)z n
n = 2 icin (n = 0,1,2) i¢in taylor serisi; f(x;41) = f(x;) + ﬁf (x;) + Tf (x;)
.. .. h ., (h) " (h)3 "
n=3igin(n = 0,1,2,3) i¢in; fxp1) = f(x) + 5 f'0e) + = F" () + =7 (%)

11 ! 2 n 3 nr *
n=4igin (n = 0,1,234) flxin) = f0r) + 3/ + 5 () + G F () + G F 4 ()

n=5igin (n = 0,1,2,3,4,5) flxi) = FG) + 2 0 + 2 £ Ge) + L7 0 + 25 4G + 2 15 x)

(Not: n = 2,3,4,5 igin degerler hesaplanacaktir.)

i flx) Zero order
® Ax ;) = flx)
1.0 fx, 1) = fix) + £(x)h
0.5 | Ax, 1) = Ax) + Flx)h + f!ff] 2
flx;, )
0 | | .

h

Mertebe artirilarak devam edildiginde, 4. Mertebeden yaklasim icin kalan ifadesi

_
(n+ 1)!

f”“(f) ifadesinden R, = (O f4+1(§) olacaktir.

n (4+1)!

Ornekteki f(x) 4. Dereceden bir polinom oldugundan 5. Derece tiirevi sifir olacaktir.
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(h)4+1

T (4+1)!

FH1(&) = 0 olacaktr.

4

Bu fonksiyonun taylor serisi terimleri yukaridaki grafikte gosterilmistir;

Taylor serisi sayisal yontemlerin temelidir. Eger f(x) fonksiyonu, x = a civarindaki degeri
icin sonsuz seri ile ifade edilebiliyorsa, o zaman bu f(x) fonksiyonunun x = a civarinda
“Analitik” oldugu sOylenebilir. Taylor serisi sagidaki sekilde de kullanilabilir.

f@) = f@) + (e — ). f'(@) + L f(a) + 2 f(a) + -

Serinin yakinsaklik kosullarini belirlemek zor olmasina karsin f(x)’in x = a’daki tiirevinin
mevcut olmasi ve sonlu olmasi lazimdir. Eger taylor serisi mevcut ise x’in a’dan farkli fakat

a civarindaki bir degerine karsilik diisen f(x)’i bulabiliriz. Ancak serinin yakinsak olmasi ve

x=adaf'(a) = %(;) in mevcut olmasi gerekir. Yakinsak ¢6ziimi¢in seride yeterli sayida

terim alinmalidir. Bu konuyla ilgili yukarida bir 6rnek verilmistir.

Yukarida da anlatildigi gibi Taylor serisi bir terime kadar ifade edilir, kesilen terimlerin
yerine hata terimi konulur. Ornegin 2. Terimden sonra seriyi kesecek olursak;

f&)=fl@)+x—-a).f'(a)+ %f”(a) + R.(x — a)® buradan yapilan hata;

R(x—a)¥=fx)— @+ x—-a).f'(a)+ (x_z—?)z f"(a)) seklinde hesaplanabilir.

Seriden n adet terim alinip n + 1 ve sonraki terimler kesilirse 0 zaman yapilan maksimum
hata ise;

(|x—a|)"+1 d(n+1)f(x) . g . . _ (h)n+1 n+1
)] Tl | max . seklinde yazilabilir. Bu ifade yukaridaki R, = rave (&
ifadesiyle aynidir.

Hesaplanan terim kesme hatasinin, maksimum hatadan kiiciik olmas1 gerekir.

Ornek 2.

f(x) = e* fonksiyonunu a = 0 civarinda Taylor serisine agmiz. Daha sonra serinin ilk {i¢
terimini alarak x = 0,5 noktas1 i¢in f(x) ‘i ve kesmeden olusacak hatayr bulunuz ve
maksimum hata ile karsilastiriniz.

f@) = f@) + (e —a).f'(@) + 2 (@) + 27 (a) + -
fx) =e*
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fle) =f"(x) == f"(x) =e* = f(x)

oldugundan, denklemin sag tarafinda a = 0 i¢in;
F@) = £(0) + 2. £(0) + E22 (0) + 22 £7(0) + -
flx)=e©® + —e(o) + e(o) + —e(o) +o=e¥

* = 1+x+§+§+---

2
x = 0,5 noktas1 icin ilk ii¢ terimden; f(x) = e© + %e(o) + %e(o) + R.(x —a)® =e*

0,5)° 5)

=1+ 0,5 +~==+ R(0,5)% = hata terimi; R(0,5)® = 0.023 olur. R = 0,19

3
0 < x < 0.5 araliginda Z (e:)
dx

= e* maksimum degerini x = 0.5 de alir. Bu nedenle hatanin

d("“)f(x)
dxnt+1

(|Jx—a))™*1
(n+1)!

ust siniri;

max ifadesinden (a = 0; n = 2)

3 3(,X 3
O TE) -G 05 =0,03438 olup buradan R(0,5)° = 0.023 < 0,03438 oldugu

goriiliir. Boylece maksimum hatadan kiiciik bir hata yapilmistir.

5.2.  Arahg Ikiye Bélme Yéntemi (Bisection)

Iki baslangi¢ noktas1 gerektirir. Bu iki baslangi¢ noktasinda fonksiyonun zit isaretli degerler
almasi istenir. X,, X, iki baslangic degeri buna karsilik f(x,), f(x,) zit isaretli fonksiyon
degeri, eger bdyle iki nokta Bulunmus ise kok mutlaka bunlarin arasinda ¢ikacaktir.

X = (Xq + xp)/2

bu yeni noktaya karsilik yeni bir f(x;) degeri bulunur ve bu yeni degerin f(x,), f(xp)
degerlerinden hangisiyle zit isaretli oldugu belirlenir. Ornegin f(x;), f(x,) ile aym isaretli
f(xp) ile z1t isaretli oldugunda kok x;ile x;, arasindadir. Islem artik bu iki nokta arasindadir.
Bu aralik tekrar ikiye boliiniir,

Xy = (%1 + xp)/2

yine isaret kontrolii yapilarak zit isaretli aralik {izerinden islem devam eder. Bu ¢6ziim son iki
x degerinin farkinin verilen mutlak yaklasim hatasinin kiigiik esit degerine ulasincaya kadar
devam eder.

|y = Xn-q| < Ax
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&)

f (xp)

f(xa)

Ornek 1.
f(x) =y =x*—9x3—2x? + 120x — 130

fonksiyonun 1 < x < 2 araliginda bir kdke sahip oldugu bilinmektedir. Bu kokii bisection
(aralig1 ikiye bolme) yontemiyle 0.006 mutlak hatastyla bulunuz.

=1 >y, =flx)=f1)=1*—-9.13-2.12+120.1 — 130 = —20

X, =2 oy, =f(x)= f(2)=2%—-9.23-2.224+120.2 — 130 = 46

71t isaretli oldugundan baslangi¢ degerleri dogru secilmistir.

X3 =(x1+x3)/2= (1+2)/2=15

ys = f(x3) = f(1,5) = (1,5)* — 9.(1,5)% — 2.(1,5)% + 120.(1,5) — 130 = 20,188
h=|x;—x,]=1]15—-2| =0.5

Yy, Ve veni y; degeri zit isaretli oldugundan, kok x; , x5 arasindadir.

Xy =(x1+x3)/2=(1+15)/2=1,25

ya = f(xy) = £(1,25) = (1,25)* — 9.(1,25)3 — 2.(1,25)? + 120.(1,25) — 130 = 1,74

h =|x, —x3] = 1,25 —-1,5] = 0.25

Tekrar igaret kontrolii yapildiginda y, ve y; zit isaretlidir, bu nedenle kok x, , x; arasindadir;
Xs = (x1+x4)/2= (14+1,25)/2 =1,125

ys = f(xs) = f(1,125) = (1,125)* — 9.(1,125)3 — 2.(1,125)? + 120. (1,125) — 130 = —8,74
h = |x5 —x4| = 11,125 — 1,25| = 0.125 mutlak hatadan kiigiik degildir isleme devam edilir.
Tekrar isaret kontrolii yapildiginda ys ve y, zit isaretlidir, bu nedenle kok x5, x, arasindadir;
Xe = (x4 +x5)/2 = (1,25 + 1,125)/2 = 1,188

ye = f(xs) = £(1,188) = (1,188)* — 9.(1,188)% — 2.(1,188)2 + 120.(1,188) — 130 = —3,4
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h = |x¢ — xs5| = 11,188 — 1,125| = 0.063 mutlak hatadan biiyiik bir adim daha devam edilir.

adim Xn Vn h

1,5 20,188 0,5

1,25 1,738 10,25

1,125 -8,744 10,125

1,188 -3,403 | 0,063

1,156 -6,049 | 0,031

1,141 -7,390 | 0,016

1,133 -8,066 | 0,008

O N0 AW~

1,129 -8,404 | 0,004

h =|xg —x,| =11,129 — 1,33] = 0,004 < 0,006, x =1,129 olarak elde edilir.

5.3. Dogrusal Interpolasyon (False Position) Yéontemi

Aralig1 ikiye bolme yonteminin yetersiz bir yonli fonksiyonun aralik simirlarindaki
degerlerinin biiyiikliiklerini g6z Oniine almaksizin aralifin her zaman ikiye boliinmesidir.
Sekilde de gortildigii gibi f(x;) nin f(x,) dan kiigiik olmas1 x; nin koke x,, dan daha yakin
olma olasiligini ortaya ¢ikarmaktadir. Bu durum bir avantaj olarak kullanmaya yonelik olarak

dogrusal interpolasyon yontemi gelistirilmistir. Bu yontemde araliin ikiye bdliinmesi yerine,
araligin u¢ noktalarindaki fonksiyon degerlerini birlestiren dogru pargasinin x-eksenini kestigi
nokta yeni tahmini kok degeri olarak alinmaktadir. Bdylece aralifin ug¢ noktalarindaki
fonksiyon degerlerinin biiyiikliikleri yakinsama hizini artirmak amaciyla bir avantaj olarak

kullanilmaktadir.
f(x»

f(x,)

Buna gore sekildeki benzer {iggenlerden
yararlanilarak
fe) _ fG)

Xr—X| Xr—Xu

yazilabilir. Buradan Xr c¢ekilirse dogrusal

interpolasyon formiilii;

_ £ () (x1—xy)
fx)— f(xw)

Xr = Xy

seklinde elde edilir. Yontemin algoritmasi araligi ikiye bolme ile esdeger olup, tek fark, xr nin
belirlendigi ifadelerde yukaridaki esitligin kullanilmasidir.
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Ornek 1.

fx) =222 (1 - e™016883%) — 40 denkleminin  kokini x, =12 Ve x, =16

degerlerinden baslayarak 0,08 bagil hatasiyla hesaplayalim,

n = 1; i¢cin

x =12, f(x) = f(12) = 222 (1 — e 7014684312 _ 40 = 6,0699

667,38
12
667,38 (

- 1-— e—0,14-6843 .16) — 40 = —2,2688

xy =16, f(x,) =f(16) =

_ £ () (x1—xy)

X, =X bagintisindan
e R Te ) B
_ _ f(16).12-16) _ _ —22688.(12-16) _
Xy =16 F(12)-f(16) 6,0699—(~2,2688) 14,9113
— _ 667,38 4 -0,146843.149113) _ 4() — _
f(x,) = (14,9113 ) 913 (1-e ) —40 0,2543

f(xp).f(x,) =—-15426 <0

oldugundan kok ilk alt aralikta kalmaktadir x,- degeri x,, degeri olarak atanirsa;
Kok x; ile x,, = x, arasindadir;

n = 2;i¢in

667,38
— (

= 1-— e—0,146843.12) — 40 = 6,0699

x =12, f(x)=f(12) =

x, = 14,9113, f(x,) = f(14,9113) = 2038 (1 — 0.146843.149113) _ 40 = — (2543

14,9113
£(14,9113).(12—14,9113) —0,2543.(12—14,9113)
X, = 14,9113 — = — = 14,7942
f(12)—£(14,9113) 6,0699—(—0,2543)
f(x,) =—0,0273
g = 272427149113 .%100 = %0,79 diger adimlar matlab ile

14,7942

adim | x| x| fG0) | f(a) Xr f(x) €

12 |16 0,5 -2,2688 1491 |-0,2543

12 [14,91|0,25 -0,2543 14,7942 -0,0273 |0,7854

12 14,790,125 |-0,0273 14,7817 |-0,0029 |0,0845

12 14,780,031 |-0,0003 |14,7802|-0,00003 |0,0009

1

2

3

4 12 |14,78]0,063 [-0,0029 |14,7804[-0,0003 |0,0090
5

X = 14,78

56



Ornek 2.

f(x) =x'® —1 fonksiyonunun 0 ile 1,3 aralifinda kokiinii dogrusal interpolasyon

yontemiyle bulunuz. Her adim i¢in yaklasik €, ve &; ger¢ek bagil hatalar1 hesaplaymiz

yeni__eski yeni
_ |Xr —Xxr _ |Xg=*r
Eq = T yemi .%100 N xg .%100
T

1. adim x; = 0,
fxp=f0)=x"-1=0-1=-1

x, = 1,3,
fx)=f13)=x-1=(1,3)1-1=12,78

S (x)-(x1—x4) -
Xy = Xy — m bagintisindan
13— £(1,3).(0-13) _ 1278(-13)

Xr = fO-r@3) -1-(12,78)

= 0,09434

f(x,) =x1°—1=(0,09434)1° — 1 = —1 negatif oldugundan ve kok zt isaretli aralikta
olacagindan x,, x, araligi alinir. x; = 0,09434 olarak diizeltilir.

g, = |M| .%100 = %90,6 gercek hata.
2. adim
x; = 0,09430,

f(xp) = (0,09434)10 — 1 = —1
x, = 1,3,
) =7f13)=x"-1=(1,3)1-1=12,78

f ) (e1—xy)
X, =X, —————
r Y- fxw)

_ £(1,3).(0,09434-1,3) _ 12,78.(—-1,2057)
£(0,09434)—£(1,3) - -1-(12,78)

x, =1,3 = 0,18180

f(x,) =x°—-1=(0,1818)1° — 1 = —0,9999 negatif oldugundan x,, x, aralig1 alnr.
x; = 0,18180 olarak diizeltilir

_10,18180-0,09434
a— 0,18180

1-0,1818
1

%100 = %48,1 , &, = | |.%1oo = 981,8

3. adim
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x; = 0,1818,
f(xp) =(0,1818)1° — 1 = —0,9999

x, = 1,3,

fx) =f13)=x°-1=(1,3)°-1=12,78

_ £ () (x1—xy)
feD)— f(xw)

_f(1,3).(o,1818—1,3) 13- 12,78.(—-1,1182) — 0,26293
£(0,1818)—£(1,3) —0,9999—(12,78)

x, =13

f(x,) =x1°—1=(0,26293)1° -1 =-0,9999 negatif oldugundan x,, x, aralig alnr.
x; = 0,26293 olarak diizeltilir.

__10,26293-0,18180

1-0,26293
- .%100 = %30,9 g=|'—
a 0,26293 % %309, & 1

|.%100 = 94,73.7

4. adim

x; = 0,26293

f(xp) =(0,26293)1° — 1 = —0,9999

x, =13
flx)=f13)=x"-1=(1,3)1"-1=12,78

_ £ () (x1—xy)
Fx)— f(xew)

Xy = Xy

£(1,3).(0,26293 -1,3) 12,78.(—1,037)
£(0,26293 )—£(1,3) - —0,9999—(12,78)

x, =1,3 = 0,33825

f(x,) =x—1=(0,33825 ) —1 =—-0,9999 negatif oldugundan x,, x,, aralig1 alinr.
x; = 0,33825 olarak diizeltilir

__|0,33825-10,26293

1-0,33825
= .9%100 = %22,3 €=|'—|
a 0,33825 % %223, & 1

.%100 = %66.2

5. adim

x; =0,33825

f(x) =(0,33825)1° — 1 = —-0,9999
x, =13

Fx) =f(1,3) =x1°—1=(1,3)1-1=12,78
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_ _ J(xy).(x1—xy,)
= X T e~ )

£(1,3).(0,33825 -13) 12,78.(—0,96175)
£(0,33825 )—£(1,3) - —0,9999—-(12,78)

x, =13 = 0,40798

f(x,) =x1—1=(0,40798)1° — 1 = —0,9998 negatif oldugundan x,.,, x, aralig1 alinr.

x; = 0,40798 olarak diizeltilir

0,40798-0,33825
0,40798

%100 = %17,1 , ¢

_ _|1-0,40798
a= t= |77

|.%100 = 9%59,2

adim X Xu | Xy &g &

0 1,3 0,0943 (48,1 90,57

0,0943 (1,3 0,1818 30,85 81,82

0,1818 1,3 0,2629 22,25 |73,71

0,26293 |1,3 0,3381 [17,1 66,18

Ol bW N

0,3381 (1,3 0,4079 13,69 |59,21

&, = 0,01 hata degeri ile 39 adim sonunda x = 0,9997 elde edilir.

5.4. Basit Iterasyon Yontemi

f (x) fonksiyonunun koéklerini bulmak igin f(x) = 0 denkligi x = g(x) durumuna sokulur.
Bu esitligin anlami1 y = x dogrusu ile x = g(x) fonksiyonunun kesim noktasini bulmaktir.
X = X, baslangi¢ degeri icin g(x,) bulunarak, x’in yeni degeri x; = g(x,) alinir islemler
tekrarlanirsa;

x1 = g(xo)
x; = g(xq)
Xn = g(xn—l)

Yapilan her islemin sonunda yeni bir x degeri elde edilir. Eger &, = |x;,, — x,_4| yaklagim
hatas1 degeri gittikge kiigiiliiyorsa ¢6zlim yakinsak olur. C6ziim i¢in istenen hata degerinden
daha kiigiik bir degere ulasincaya kadar tekrarlanir. Fark giderek biiyiliyorsa ¢6ziim iraksak
olur. Ya yeni bir baslangi¢ degeri ya da farkli bir ¢6ziim yontemi denenmelidir.

Ornek 1.
f(x) =4.e79%% — x

denkleminin kokiinli x, = 3 baslangi¢ degeri i¢in &, = 0.05 hata degeri ile bulunuz.
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f(x) fonksiyonu f(x) = 0 denkligi ile x = g(x) durumuna sokulur

4.e7%5% —x =0, x=4.e7%% g(x) = 4.e % sekline déniismiis olur.

g(3) = 4.e7%%3 =0,89

g(0,89) = 4.e70508% = 2 56
9(2,56) = 4.¢705256 = 1,11
g(1,11) = 4.¢705111 = 229

24 adim sonra x = 1,7 bulunur (Matlab)

Ornek 2.

adm| x | g(x) |h=|x, — x4
1 3 0,89 (2,11
2 0,89|2,56 |1,66
3 256|111 |145
4 1,11(2,29 1,18
5 229|127 1,02
6 1,2712,11 |0,84
7 2,1111,38 0,73
24 11,68|1,72 (0,047

f(x) = 4.Ln(x) — x denkleminin kokiinii x, = 3 baslangi¢ degeri igin &, = 0.05 hata degeri

ile bulunuz.

f (x) fonksiyonu f(x) = 0 denkligi ile x = g(x) durumuna sokulur

x =4.In(x), g(x)=4.Ln(x) sekline doniismiis olur.

g(3) =4.Ln(3) = 4,39

9(4,39) = 4.1n(4,39) = 5,92
g(5,92) = 4.Ln(5,92) = 7,11
g(7,11) = 4.Ln(7,11) = 7,84

5.5. Newton - Rapson Yontemi

adm| x | g(x) |h=|x, —xp_1
1 3 1439 (1,39
2 439|592 |1,52
3 59217,11 1,19
4 7,1117,84 10,73
5 7,8418,2 0,39
6 82 843 0,19
7 8,43|/8,53 0,09
8 8,53|8,57 |0,04

X yaklasik kok, h yaklasimdaki mutlak hata olsun; kokiin diizeltilmis hali; x; = x, + h olan
x1; f(x) fonksiyonunun kokiiyse f(x;) = 0yani f(x, + h) = 0 olmalidir.

f(xo + h) “1n toylar serisi agilimi;

h = x; — x, oldugundan;

60



i) = FO) + R G + 2500 + Lo ) + -+ L5 () + Ry

fto +h) = F(xo) + R f (o) + 25 £ Gxo) + L £ (xg) + -+ + 20 (o) + Ry

h yeterince kiiglikse ve bu agilimin sadece ilk iki terimi alindiginda biiyiik bir hata yapilmis
olmaz,

flxo+h)=f(xo) +h f'(xo) f(xo+h)=f(x;) denilirse;

fx1) = f(xg) + h. f'(xy) elde edilir.

X1, f (x)’in bir kokii oldugunda f(x;) = 0 olacagindan;
f(xo) + h.f'(xy) = 0 olur. Buradan;

_ f(xo0)
h= £'(x0)

= x; — x, elde edilir.

h hatasinin mutlak degeri, verilen Ax degerinden kii¢lik degilse x; degeri yaklasik kok olarak
kabul edilip x, gibi yeni kok hesaplanir. Bu durum mutlak kok degerinden daha kiigiik esit
bir hata degerine kadar siirdiiriiliir. Her adimda h = |x,,41; — x| < Ax hesaplanr.

£(xo)
11— % == H;

ifadesinden

X1 =Xg9 — ]{,((XO)) elde edilir

_ _ f(x1)
2 =X T e

_ _ f(x2)
X3 = X2 f(x2)

Xnt1 = Xp — If,(éc’;)) Seklinde iteratif ¢6ziim yapilir.

Ornek 1.

flx)=x*—-3.x3+6.x2—16 denkleminin x, = 4 civarindaki kokiinii &, = 0,05
yaklagim hatasi ile bulunuz.

fl(x) =4.x3 —9.x2 + 12.x!

_ (xo)
1= %o~ f(x0)
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(4*-343+6.42-16) 31
4.43-94241241 7

X1=4—

hata diizeyi heniiz istenilen diizeyde olmadigindan isleme devam edilir.

(31*-3.3,1)%+6.(3,1)2-16)

= f)
4.3,1)3-9.3,1)2+12.(3,1)! 2,46 n Xn Yntr | h= |— I

xz = 3,1_

4__ 3 2_
Xy = 2,46 — ((2,46)*-3.(2,46)3+6.(2,46)2~16) 114 3.1 0,9

4.(2,46)3-9.(2,46)2+12.(2,46)1 21

2 31 246 | 0,63

4_ 3 2_
Xy = 21— (2,1*-3.2,1)3+6.(2,1)%-16) = 2006

4.(2,1)3-9.(2,1)2+12.(2,1)1

31246 |21 0,35

_ _ ((2,006)*-3.(2,006)°+6.(2,006)2~16) _ 4 (21 2,006 | 0,09
x5 = 2,006 4.(2,006)3-9.(2,006)2+12.(2,006)1 2
51 2,006 |2 0,09
6 |2 2 0,006

Tablodan goriilecegi gibi 6. Adimda |h | < & 0.006 < 0.05 oldugundan; x = 2 dir.

5.6. Kiris Degistirme (Secant) Yontemi

Newton-Rapson yonteminde ortaya ¢ikabilecek potansiyel bir sorun birinci tiirevin analitik
olarak alinmasinin gerekliligidir. Basit polinomlar i¢in bu bir sorun olmamakla birlikte, bazi
karmasik fonksiyonlar i¢in birinci tlirevin alinmasinda giigliikler ortaya cikabilir. Bu tiir
durumlarda kullanilir.

y

Yo A(xo, Yo
y=fx)

X1 X2 X3/ X 5 X
Xg x
D(x3,y3
C(xy,
v (xx2,¥2)

B(x1r3’1) 6



x, ile x, arasindaki AB kirisinin denklemi (dogru denklemi);

Y—=Yo Y1— Yo Y1— Yo X1 — Xo
= = —_ = . —_ = f— — . —
Y —x T —xg (v — o) o x (x —x0) = (x —xp) T (v — o)
X1 — Xo
X = X9+ .y = o)
0 Y1 — Yo Y—Yo

AB Kkirisinin x eksenini kestigi nokta x, i¢in bu denklemde y = 0, x = x, yazilarak;

X1 — Xo
Y1~ Yo

Xy = Xo — Yo

AC Kirisi igin eksen parametreleri bu kirise gore yazilip kirisinin x eksenini kestigi nokta x5
icin ayni denklemde y = 0, x = x5 yazilarak;

X2 — Xo

3’2—3’0.)]0

X3=XO_

Mutlak yaklasim hatasinin belli bir diizeyine kadar bu islem devam eder. Genellestirilmis hali;

Xn — Xo
Yn—DYo

Xn+1 = Xo — Yo

Ornek 1.

y = f(x) = x3 — 20x + 16 denkleminin 3 ile 5 arasinda bulunan bir kékiinii kiris yontemini
uygulayarak &, = 0,008 yaklasim mutlak hatasi ile bulunuz.
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X9 = 5, x; = 3 seqilirse; y, , y; degerleri hesaplanir.
Yo = f(xo) = 5°—20.5+ 16 = 41

y1=f(x) =33-203+16 =-17

yontem adim adim ilerletilir.

Her adim i¢in yeni x,,, degeri hesaplanir. Ayrica her adimda kullanilmak tizere y,, = f(x,)
degerleri hesaplanir.

X1—Xo

Y2 = X055, Yo
_ e _ _(3-5) _
X =5 — =2« 41 = 3,59

y, = f(xz) = (3,59) — 20.3,586 + 16 = —9,6.

_ (359-5)

s #41=385

X3:5

ys = f(x3) = (3,85)* — 20.3,85 + 16 = —3.93

matlab ¢oziimii

n | Xn Yo =fGn) | Xn41 h=xn41 = Xn
015 41

113 -17

2 1359 |-96 3,99 0,59
31385 |-393 3,85 0,26

4 (39 |-13 3,95 0,1

5 398 |-042 3,98 0,03

6 (39 |-013 3,99 0,01

7 1399 |-0,04 3,99 0,003

x = 3,99 seklinde bulunur.
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5.7. Miller Yontemi

Polinom koklerinin hesaplanmasinda kullanilan bir yontemdir. Hatirlayacagimiz gibi, Secant
Y ontemi, kokiin tahminini, fonksiyonun iki noktadaki degerinden gecen dogrunun x-eksenine
uzatilmasiyla elde eder. Miiller yontemi benzer bir yaklasim kullanir, fakat ii¢ noktadan gegen
bir parabolii x eksenine uzatir. Yontem ii¢ noktadan gegen paraboliin katsayilarini bulmaktan
ibarettir. Bu katsayilar ikinci derece ifadede yerine konularak paraboliin x-eksenini kestigi
nokta, yani kok tahmini yapilir. Parabolik denklem uygun bir sekilde yazilarak yaklagim
kolaylasir;

fx)=a(x—x)>+b.(x—x,)+c

Bu paraboliin {i¢ noktadan gegmesini isteriz

[0, f (xo)1, [, f (x1)]1, [x2, f (x2)]

Yukaridaki esitlikte {i¢ nokta tek tek yerine konmasiyla hesaplanabilir
f(xo) = a(xo — x2)* + b(xg —x2) + ¢

flx) =a(x; —x3)% +b(x; —x3) + ¢

flxy) =alx; —x)> +b(x, —x)+c=c

c = f(xz)

f(x) Straight
line

f(x)

Root Parabola

estimate

I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
|
Xy

M ————

X, X

Root Root Root
estimate

(a) (b)
Sekil —a da koklerin secant yontemiyle b de ise miiller yontemiyle bulunmasi gdsterilmistir.

Denklemlerden ¢ = f(x,) katsayis1 hemen belirlenebilir, ve c-katsayis1 fonksiyonun tigiincti
tahmininden hesaplanmistir ve a, b’de hesaplanabilir

1.denklem f(xq) — f(x3) = a(xg — x3)% + b(xg — x3)
2.denklem f(x;) — f(xp) = a(x; — x3)% + b(x; — x3)

ho=x1—x¢9 , hy =x, —x; dir.
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60 — fx)=f(x0) , 61 — F(x2)—f(x1)

X1—Xo X2—Xq

, denilirse ve bu ifadeler yukaridaki iki denklemde yerine

konulursa;

6y = %ﬂﬂxo) , 0= w bu ifadeler yukaridaki iki denklemde yerlestirilirse;
1

xl—x2=—h1 h0+h1=x1—x0+x2—x1=x2—x0 ,xo—x2=—(h0+h1)dil’.

8 = LEETE0 = £ay) — f ) = —61. I

8 = FE0 TR = f(x0) = (1) = ~60.ho
2.denklemden;

fle) = flx2) = alxy — x3)% + by — x2)
—6,.hy = a(=hy )% + b(=hy)
hy.b—h%a=6.hy

b=§+ah

1.denklemden;

f(xo) = f(x) + f(xy) = f(x2) = a(xg — x2)* + b(xg — x3)

—89.hg — 81.hy = a.(—(ho + h))* + b.(—(ho + hy))
(ho + hl)b —_ (ho + hl)z a = 60.h0 + 61.h1

_ f(x1)—f(x0) 5y = f(x2)—f(x1)

ho=x1—x9 . hy1=x2—-x1 ,8
ho hy

_ 61-8¢
- h1+h0 '

b=6+ahy c=f(xy)

Boylece, asagidaki esitlik elde edilir

X3 =X + hem reel hem kompleks kokler bulunabilir.

b¥Vb%-4ac
Bu esitlikten elde edilen koklerin hesaplanma islemi i¢in durdurma kriteri;

X3—X2

£q = .%100

X3

Bu esitlikte isaretten dolayr iki kok elde edilir. Miiller yonteminde isaret b’nin isaretine
uyacak sekilde segilir. Bu se¢im en biiyliik payda degerini x,’ye en yakin kok degeri
tahminini verecektir.
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Bir kere x5 belirlenince siire¢ tekrarlanir. Bu durumda asagidaki stratejiler kullanilir;
1)Eger reel kokler belirleniyorsa, yeni kok tahmini x5’e en yakin iki orijinal noktay1 segeriz.
2)Eger hem reel hem de kompleks kokler hesaplaniyorsa, siralamali bir yaklasim kullanilir.

Ornek 1.

Miiller yontemini kullanarak x, =4,5 x; =55 x, =5 sirastyla Ilk tahminleriyle
f(x) =x3—13x —12  denkleminin koklerini belirleyiniz. e, = 0,03 (kokler, -3, -1 ve
4°tiir)

Once tahminlerden fonksiyonun degetlerini hesaplayalim;
f(xo) = f(4.5) = 20.625,

f(x1) = f(5.5) = 82.875,

flxz) = f(5) = 48

Tahmin adimlarinda;

ho=55-45=1 hy =5-55=-05

8o = f(x1)—f(xo) . 8y = 82.875-20.625 _ 62.25
R 5,5-4,5

61 — f(xZ)—f(xl) , 61 — 48—-82.875 — 69_75

Xo—X1 5-5,5
a=u=% b=ah+8, c=f(x)
h +h,
_ 81-89 _ 69.75-62.25 _
T hithy  (=0,5)+1 15

b=a.h; + 6, =15.(—0,5) + 69,75 = 62,25
c=f(xy) =48

—-2c . . .. . cqe
X3 = Xy + PR s denkleminde diskriminantin karesi denenmelidir

|b + Vb2 — 4ac| > |b — Vb2 — 4ac|, /62,252 — 4.15.48 = 31,54461,
162,25 + 31,54461| > |62,25 — 31,54461],

oldugundan paydada pozitif deger kullanilmistir.

- 2 _ _T2(48)
X3 =Xz F b+Vb2—4ac 62,25+31,54461 3,976487

Hata kestirimi gerceklestirilir;
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—1,023513
’*%“’0 = ’W * %100 = 25,74%

x3 - xz 3,9764’87 - 5

3,976487

* %100 = ‘

E, =
a x3

Hata ¢ok biiyiik oldugu igin yeni degerler hesaplanir. Bu islemler i¢in x, yerine x;, x; yerine
X2, , X, Yerine x3. Bundan sonra yeni iterasyon;

Xo=55 x;,=5 x,=3976487 degerleriyle devam eder.

Hata oraninin makul diizeylere indigi adimlarda x,, = 4 olarak bulunur.

n X X X5 ho hy b 6, a b c X3 £q(%)
1 4,5 55 5 1 -0,5 62,25 | 69,75 | 15 62,25 | 48 3,97 | 25,74
2 5,5 5 3,97 |-05 -1,02 | 69,75 | 47,69 | 14,48 | 32,88 | -0,82 | 4 0,62
3 5 397 |4 -1,02 | 0,02 | 47,69 | 34,73 | 12,98 | 35,05 | 0,037 | 4 0,026

x = 4 seklinde bulunur.

5.8. Genellestirilmis Newton-Rapson Yontemi

Dogrusal olmayan denklem takimlarinin ¢éziimiinde en ¢ok kullanilan yontemdir.

f,y) =0
g(x,y) = 0 denklemlerinin yaklasik kokleri; x , v, ise
X1 = Xp + Ax,

Y1 =Yo t+4,, dizeltilmis kok i¢in yukaridaki denklemlerden;

f(xo+0,y0+4,)=0
g(xo + A, Yo+ Ay) = 0 bu fonksiyonlarin Taylor serisi aginimlart;

A, 0f (x,, A, 0f (xg,
f(xo + A, yo + Ay) — f(xo’yo) + _xM+_yM + .
1! 0y 1! ay

A, 0g(x,, A, 0g(x,,
11 o, 11 o,

Ay ve A, ¢ok kiiglik sonlu farklar oldugundan A, ve A, nin kuvvetlerinin oldugu terimler
terkedilir.

af(Xo,yo) +A af(xO'yO) —

2, Y7 0

f(XOIyO) + Ax
y
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9g(x0, ¥o) dg(xo,¥o) _

9(x0,¥0) + A 2. + 4, 3, 0
[0f(x0,¥0) af(xo')’o)]
0, a | 3] < [/ G0
|99(x0,¥0) 9g(x0,¥0) |y g(xo,0)
a, 3,

Bu noktadan sonra dogrusal denklem takimlarinin c¢oziimiinde kullanilan yontemler
kullanilabilir. Mutlak hata kontrolii yapilarak € < |A,|, €< |Ay| oluncaya kadar iteratif

¢Ozlim yapilir.

Ornek;
fOoy)=x*+y-3=0
gxy) =y’ +x-5=0

denklem takiminin x, = 0,6 ve y, = 1,5 noktas1 civarindaki kokiinii ¢ = 0,08 mutlak
hatastyla bulunuz.

X9 = 0,6 vey, = 1,5 igin;
f(x0,¥0) = 0,6+ 1,5 -3 = —1,14,

g(x0,¥0) = 1,52+ 0,6 — 5 = —2,15 hesaplanir. Tiirevler alinir.

df (xo, 0f Cxo,
Oy 0y

090, ¥0) _ 99C0ye) o hi15o3
Ox Oy g '

Matris formuna yerlestirilir.

] e

A= 0,489, A,= 0,554
Bir adim sonraki x; y; degerleri hesaplanir.
X, =x9+A,=0,6+ 0,488 = 1,089

Y1 =Yo+4,=15+ 0,553 = 2,054
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f(x1,¥1) = 0,239, g(x1,y1) = 0,31 hesaplanur.

Tiirev ifadesinde degisenler tekrar hesaplanirsa;

of (x4,
Ox
dg(xy,

wzzwzzm,os:z},n
y

A
[2'177 4,111] [Aﬂ - [06,23319]

A,= 0,085, A,= 0,054 A,< e ve Ay< € olmadigindan isleme devam edilir.
X, = x1 +A,= 1,088 + (—=0,07) = 1,004

Y2 = y1 + Ay= 2,054 + (—0,54) = 2

n X0 Yo Ax Ay
1 0,6 15 0,4885 | 0,5538
2 1,0885 | 2,0538 | 0,0848 | 0,054
3 1,0037 | 1,9998 | 0,0037 | 0,0002

x =1, y =2 seklinde bulunur.
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6. INTERPOLASYON (ARA DEGER BULMA) YONTEMI VE SONLU
FARKLAR

Bilimsel ¢alismalarin ¢ogunda deneyler sonucunda veya sayisal islemler sonucunda bir
fonksiyonun ayrik noktalar1 elde edilir. Elde edilen bu degerlerden faydalanilarak o6l¢iimii
yapilmamis yeni degerlerin elde edilmesi islemine interpolasyon islemi denilir. Bu islemde
bagimsiz degisken x’in x; ..x, araligindaki Olgiimleri iginde yeni bir degerine karsilik x;,
f(x;) elde edilir.

Bu 6lgiim araligimin digindaki bir x,,, ; degeri i¢in f (x,4;) hesabina ise Extrapolasyon islemi
denilir.

interpolasyon yontemlerinin ve bazi sayisal ¢ozliim yontemlerinin daha iyi anlasilabilmesi igin
sonlu farklar (ileri-orta-geri yon) yontemlerinin iyi bilinmesi gerekir;

6.1. Sonlu Farklar

6.1.1. ileri Yonlii Sonlu Farklar

x bagimsiz degiskeninin esit araliklarindaki degerlerine karsilik diisen bagimli degisken y’nin
degerleri sekildeki gibi yg, V1, Va2, - .., Yy ise bunlarin ileri yondeki sonlu farklari;

y=fx)

Y3

V2

Y1

Yo

Xo X1 Xy X3 X

Ayo =y1—yo = f(xo + h) — f(x0)
Ay; =y, —y1=f(xs + h) — f(x1)
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Ay, =y3—y2 = f(x2 + h) — f(x2)

AYyn = Yn+1 = Yn = f(Xn + h) — f(xm)

Bu farklarin kuvvetleri ise

Ay, = 4.(4ye) = A(y1 —yo) = Ay1— Ayo = y2 —y1— (V1= ¥o) = ¥2 = 21 * Yo
Ay = A.(8%,) = A4y, — Ayp) = A%y1 = A%yp = y3 = 3y2 + 3y1— Yo

Ayy = A. (A" Lyy) = AP Ly, — ALy,

Genellestirme yapilacak olursa;

A"y, = A(A" 1. y,.) elde edilir.

fleri yondeki bu farklar ve kuvvetleri tablo halinde verilen x ve y degerlerinden asagidaki
gibi kolayca elde edilir.

Ornek 1.

Bir deneyle oOlgiilen verilerin tablosu asagidaki gibi olsun. Tablodan faydalanarak ileri yon
sonlu farklar tablosunu hazirlayiniz.

x\012345

y 73 6 2562 129
x y Ay A%y Ay Ay | A%
A = i
5 129

Ayo=-3—-(=7)=4, Ay;=6-—(-3)=9, Ay,=25—-6=19,.....
A%y, =9—4=75, A’y, =19-9=10, A%y, =37-19=18,.....
A3y, =10—-5=35, A3y, =18-8=10, A3y,=30-18=12,...
A*y,=8—-5=3, A*y, =12 -8 =4,

Ay, =4-3=1
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6.1.2. Geri Yonlu Sonlu Farklar

Sekildeki gibi x ’in h esit araliklarla degerlerine karsilik diisen bagimli degiskenler
Yor V=1,Y—2, -+, Y_yn, degerleri ile bunlarin Geri Yondeki Sonlar1 Farklari;

Vyo = Yo —¥-1=f(xo) — f(xg — h)
Vy_1=y-1—y-2=f(x-1) —f(x_y —h)
Vy_s=y-2—y-3=f(x2) —f(x_,—h)
VYn=Yon = Y-tusr) = f(Xxp) = flx_n — )
Olacak bunlarin kuvvetleri ise;

VYo =V.(Vy) = V(-1 =Y0) =Vy_1=Vyo = y_2 —y-1— (V-1 = Yo) = Y-2 — 2y_1 + Yo

P3yo = V.(V2y0) = V(Vy_, = Vyo) = V?y_, = V¥ = -3 =3y_5 + 3y_1 — ¥
Vyo = V. (V" hy) = A" Ly s — V" oy,
Genellestirme yapacak olursak;

Vy_,, = V(V""1.y_,,) elde edilir.

Vny—m = V(Vn_ly—m) = (Vn_l-y—m - Vn_ly—(m—l))

y=fx)

Yo
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Ornek 1.

Yukaridaki 6rnekten geri yon sonlu farklar1 elde edersek,

Vyo=—-3-(=7)=4, Vy,=6—(-3)=9, Vy_,=25-6=19,...
V2y, =9 —4 =5, V2y ,=19-9=10, V?y_,=37—19=18,...
Vy,=10-5=5 V3y_,=18-8=10, V3y ,=30-18=12,...
Vty, =8—-5=3, Viy_, =12 -8 =4,

Vy,=4-3=1

x y Vy V2y vy vty vy
0 7
1 3 > 4
2 6 9 5
3 25 — 19> 10—~ |5
>
4 62 g = | g "~ |g—~ |3 —
5 129 67 30 | 10—~ |4 1

6.1.3. Merkezi YOon Sonlu Farklar

x’in h’ esit araliklarina karsilik diisen y noktalart ( yo, y1,¥2 «..Yn) Olsun, x’in g

araliklarma karsilik disen noktalarda; y .1, v .1, y,.1,..,¥, 1 ise i. noktaya iligkin
2 2 2 2

merkezi fark;

5y, +% = y;41 — Y; olarak tanimlanir.
0y1 =¥1=Yo =0

6y = Yiel T V2 i=1/2
5y1+§=yz -y ,i=1

Syn% = Yn+1~Yn

8"V i1 = 8" Ymi1— 8"y,
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y=f)

X3

X1

5

>
>
>
> 30

?19
:

Xo

7>4
<,

V3

Yos

Y2

1

Y1+

V1

5
8
12

>
>
>

0
8

—

1

3

©

6

2
6
12

5

x = 2 temel satir alinirsa;

=6

21y0

Xg =

9, 5y+% =19, §%y, = 10, §%y, = 18

1

Sy_

3, 54y1 =4

54}’0 =

=8,

5,53y+%

1

53
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6.2. Interpolasyon Yontemleri

6.2.1. Gregory Newton interpolasyon Yéntemi
6.2.1.1. G.N lleri Yén Sonlu Farklar Yéntemini Kullanarak Interpolasyon

Yl == YO + AYO == (1 + A)YO
YZ == YO + ZAYO + AZYO = (1 + A)ZYO
Y; =Y, + 3AY, + 3A%Y, + A3Y, = (1 + A)3Y,, bir genellestirme yapilirsa;

Yp = (1 + A)P.Y, Bu fonksiyonun binom a¢cihmida

"(” ”AZY + 2PVE2) A3y 4 elde edilir.

Yp=Yo+1 AY0+ -

Bu bagintiya “Gregory-Newton ileri yonlii sonlu farklar interpolasyonu” denilir.

Yp = f(xp) = f(xo + P.h), P. noktanin herhangi bir nokta olarak agilmasi haline yeni
herhangi bir x noktasi i¢cin y = f(x) = f(xq + P.h) olur

X0

Yukaridaki agilimda P = x_h , da kullanilabilir.

Ornek 1.

Ileri yon sonlu farklar tablosundan faydalanarak Y(1.1) 1 bulunuz.

X | Yu | Ay | A%y | A3y | Aty | Ay
0 |7 |4 |5 |5 |3 |1
1 |3 |9 |10 [8 |4

2 |6 |19 [18 |12

3 |25 |37 |30

4 |62 |67

5 |129

Interpolasyonu istenen noktanin apsisine en yakin x deger x, degeri olarak alinir ve bu satira
tablonun “temel satir1” denir. h degeri tablodaki x siitunundan belirlenir.

x = 1.1 i¢in en yakin deger x, = 1 temel satir segilir. h = 3 — 2 = 1, x degerleri arasindaki
farktan bulunur.

Coziim igin ileri yoniimii, geri yonimii kullanacagimiza karar verirken, seriye giren terim
sayisinin daha fazla olmasina dikkat etmek gerekir bu nedenle V tablosu degil A tablosu
kullanilir.

P = == =0,1 Boylece G-N ileri yon sonlu farklar interpolasyon formiiliinden;
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Vp = yo + %AYO + @Azyo w A3y, + P'(P_l)(i'_z)(P_3).A4yO temel satir

iizerinden islem yapilir;

0,1(0,1-1) 10+ 0,1.(01-1)((0,1-2)) 84 0,1.((0,1-1)).((0,1-2)).((0,1-3)) 4

2! 3! 4!

0,1
Y = (=3) + oot
Yaun = =3 + 0,9 + (—0,045).10 + (0,0285).8 + (—0,0206625).4

Y1 = =3 +0,9 — 0,45 + 0,228 — 0,08265 y(1,1) = —2,40465

6.2.1.2. G.N Geri Yén Sonlu Farklar Formiilleri Kullanarak Interpolasyon

E=1+A= 1%7 = (1 — V)~ bagintisindan faydalanilir.

yp = (1 +D8)P.y,=(1-V)"Py,

P. (P+1) |72 P(P+1)(P+2) |73

Yp=Yot7 Vyo+ o

Bu formiile “Gregory-Newton geri yon interpolasyon formiilii” denir

Ornek 1.

Bir sistemle ilgili yapilan se¢gmeler sonucunda , bir motorun yiik momenti ve devir sayisi
asagidaki tabloda verilmistir. My = 7,8Nm’ lik degerine karsilik devir sayisi n degeri ne olur.

I\f(]g)vm) 10000 216 :36 7;) 6284 Bu degeri G-N interpolasyonlarindan faydalanarak
bulunuz.

My | n v, |V?%, |73, |V,

0 | 1000

2 |916 |-84

4 1836 |-80 4

6 | 740 |-96 -16 | -20

8 |624 |-116 |-20|-4 |16

My = 7,8Nm degeri 8 e yakin alt tarafta bulundugundan, geri yon sonlu farklar
kullanilmalidir.
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My=8Nm h=[0-2|=2 P= =222 _-_01 n,=624d/d

P.(P+1)(P+2) \73710 + P(P+1)(P+2)(P+3)

V*no + -
3! 4!

n=n0 +%Vn0 +%T1)V2n0+

n=624+(-0,1).(-116) + (—0.1)(2$+1)l (=20) + (—o,1).(—0,1;1)(—o,1+2) (-4) + (—0,1)+(—o,1+1)il—0,1+2)(—0,1+3) 16

n=624+11,6+09+0,114 — 0,3306 = 636,3d/d

My =78nmicin n=6363d/d

6.2.2. Merkezi Farklarla Interpolasyon

Bir nokta etrafinda esit araliklarla dagilmis verilerden yapabilmek icin merkezi farkliliklardan
faydalanilir. Once merkezi farklar tablosu olusturulur ve verilecek iki yontemle interpolasyon
yapilir. Merkezi yon sonlu farklarin birka¢ yontemi vardir.

6.2.2.1. Stirling Enterpolayon Formiilii

P.(P%2-1)
2.3!

2/p2_
)+ P sy

2
y() = yo + 5 (8ys + 8y_s) + 5 8%y + 2ED (82, + 8% -
2 2 ) 2 )

2

6.2.2.2. Bessel Interpolasyon Formiilii

_ P(p-3)(P-1)
P 2y + 8y) + TR

- 63)’1 + P(P+1)(P-1)(p-2)

3! 2 2.4!

(84_')’0 +64y1) +..

y(x) =yo + Pdy: +
2
Ornek 1.

Merkezi farklar tablosunun ¢ikarilisindan verilen 6rnek ele alinacaktir. y(2,7)’yi bulalim.
x = 2,7 degeri tabloda x = 3 e ¢ok yakin oldugundan tablodaki bu satir temel satir olarak
alinir. Dolayisiyla;

X=X 2,7-3

h=2-1=1,x=3 p="2=2=-03

x|01 2 3 45
Y7 -3 6 25 62 129

Yo =y(x0) =25,y;, =62 8y =32 6%y, =18 6%y, =30, 83y =12
2 2
64y0 == 4
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X |y | 8yqa| &% | 8y | Sty | 8° =
0 |-7
4
1 |-3 5
9 5
2 |6 10 3
- 19 8 1
3 |25 18 4
37 12
4 |62 30
67
5 |129

Bessel fomiiliiniin ilk ti¢ teriminden

p.(p—-1)

(”‘l)(”‘l) p(p+1)(p-1)(p-2)
par PP/ §3y, 4 B@ADE-DED)

.
(6%y0 + 8%y1) + 3l 1 4l

2

y() = yo +15;-6y1 + *Yo+8ty1)+.

(=0,3).(-0,3-1)
2.2!

~0,3)(~0,3-3)(-0,3-1 —0.3).(— 0.3-1)(—03—
(=0,3)( 3l2)( ).12+( 0,3).( o,3+1)2(4|0,3 1)(-0,3 2).4

y(2.7) = 25 + (—0,3).37 + (18 + 30) +

y(2.7) =179 araliga uygundur

P p? P.(P2-1 P?(P2-1
y() = yo + 58y + 8y_s) + 267y + EZ0 53y, + 6%y ) + ZE gy, o -
2 2 : e 2

> 4!

(=0,3)?-1) (12 + 8) + (=03)2((=0,3)2-1) 4
2.3! 41

y(@,7) =25+ 52237 +19) + E22 18 4 L0

y(2,7) = 17,85

6.2.3. Langrange Interpolasyon Yéntemi

xX’in esit olmayan araliklart i¢in yapilan interpolasyondur. Bu interpolasyonda verilen (n +
1) adet veriye n. Dereceden bir polinom uydurulur. Boylece ayrik noktalar i¢in elde edilen
polinomdan faydalanilarak x’in herhangi bir degerine karsilik f(x) degeri bulunur.

909 = ) L) f(x)
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L;(x) i. Nokta i¢in Langrange katsayisi.
g(x); uydurulan polinom

(c = x0) (x — 1) (x — x2) oo (X — x3-1) (X — Xi41) (X — Xiyp) oo (X — Xp)
(g — x0) (2 — x4) (g — 2x2) wor (g — X- ) (6 — X)) (3 — Xi42) oo (X — Xy)

Li(x) =

Ifadenin paymnda (x — x;) paydasinda (x; — x;) c¢arpani yoktur. Verilen her x igin bu
katsayilar hesaplanilarak g(x) bulunur.

y=f(x)
¢
V1 ® ® i
Yo [T T i ! °
i L ’
P P i x
Xo X X, X3 X4 Xs
Ornek 1.
i 01 |23
x 113 |46

y=fX) |-7|5 |8]14

(x=x)x—x)x—x)  (x=3)x-HHx-6)

Lol = G T o — e —x) A= 3)(A—H - 6)
L) = (x—x)(x—x)(x—x3) _(x—Dx-Dx-6)
! (x —x0) 0 —x)(x; —x3)  3—1B-4)(B-6)
LG = (x—x)(x—x)(x—x5) _(x-1Dx-3)(x-6)
g (3 —x0) Gty —x)(x; —x3)  (4—1)(4—3)(4—-6)
L) = (x—x)(x—x)(x—x)  (x—Dx-3)(x—4)

(x3 —x0)(x3 —x)(x3 —x,) (6 —1)(6—3)(6—4)
g(x) = Lof (x0) + L1 f (x1) + Lo f (x2) + L3f (x3)

g(x) = _7L0 + 5L1 + 8L2 + 14L3
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_ (x2-7x+12)(x—6) _ x3—7x2+12x—6x2+42x—72
N -2.-3.-5 -30

Lo

_x3-13x%2+54x-72
Ly=
-30

_ (x2-5x+4).(x-6) _ x3-5x2+4x—6x2+30x—24

Ly

2.-1.-3 6
L. = x3-11x%+34x—24
1= 6
L. = (x2-4x+3).(x—6) _ x3—4x%+3x—6x%+24x—18
2= 3.1.-2 -6
L. = x3-10x%+27x—18
2 -6
L. = (x?—4x+3)(x—4) _ x3—4x?+3x—4x2+16x—12
3 5.3.2 30
L. = x3-8x2+19x—12
g = —

30

glx) = __—370(x3 — 13x% + 54x — 72) +§(x3 — 11x?% + 34x — 24)
+_—i(x3 — 10x2 + 27x — 18) + %(Jﬁ —8x2 + 19x — 12)
g(X)=5- (7x% — 91x, + 378x — 504 + 25x3 — 2752 + 850x — 600
—40x3 + 400x% — 1080x + 720 + 14x3 — 112x3 + 266x — 168)
1
gx) = 30" (6x3 — 78x% + 414x — 552)
g(x) == (x* — 13x2 + 69x — 92)

Burada x’in herhangi bir degeri i¢in g(x)Interpolasyon bulunabilir.
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7. EGRI UYDURMA YONTEMLERI

Stirekli bir ortam boyunca veriler siklikla ayrik degerler seklinde verilir (veya elde edilir).
Ancak yine siklikla bu ayrik veri degerleri arasindaki bazi degerlerin bilinmesine gereksinim
duyulur. Bu boliimde, s6z konusu ara degerlerin belirlenmesinde kullanilan yontemler
incelenmektedir. Bu yontemler genel olarak egri uydurma (curve fitting) yontemleri olarak
adlandirilir. Egri uydurma yontemleri bazen karmagik bir takim fonksiyonlarin yerlerini
alabilecek daha basit fonksiyonlarin belirlenmesinde de kullanilmaktadir.

Uydurulan egri ile veri degerleri arasindaki hata dikkate alindiginda, egri uydurmada
kullanilan yontemleri iki grupta incelemek miimkiindiir.

Birinci grupta uydurulan egri ile veri degerleri arasinda Onemli derecede hatalar soz
konusudur. Bu tiir yontemlerde amag veri degerlerinin genel dagilimini veya egilimini en iyi
sekilde ifade eden bir egrinin belirlenmesidir. Veri degerlerinin ¢ok hassas bir dogruluga
sahip olmadig1 bu uygulamalarda, uydurulan egrinin veri noktalarinin tiimiinden gegmesi s6z
konusu degildir. Bu amagla uygulanan bir yontem en kiicitk kareler regresyonu olarak
adlandirilir.

(9
°

™

(a) X
(9

(b) o
(2

() X

Sekilde noktalardan gegen en iyi ii¢ egri denemesi.

Daha once sonlu farklart kullanarak ayrik veri noktalarina polinamial yaklagimlar yapmistik
ve son olarak Langrange interpolasyonuyla bu ayrik noktalari fonksiyonel sekilde ifade
etmistik. Simdi ise verilmis bu ayrik noktalara belirli bir formda fonksiyonlarin nasil
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uydurulacagini gérecegiz. Oyle ki uydurulan egriye gére verilen noktalar iizerinden
hesaplanan hata minimum olacaktir.

7.1. En Kugiik Kareler Yontemi

gix 4 f

fi
g(x;)

Sekildeki gibi verilen f; noktalarina g(x; ) fonksiyonu uydurulacak olursa her noktada

g=9x)—fi

Mutlak hatalar1 ortaya cikar. & negatif ve pozitif deger alabileceginden toplam hata
hesaplanirken bunlarin karelerinin toplami alinir. Boylece hatada birbirini gotiirme durumu
ortadan kaldirilmis olur.

Toplam hata;

2 -
E=3N 2 =" [g9an— fi] eldeedilir.

Eger E en kiiciik yapilirsa (minimize edilirse), €; mutlak hatasinin karesi en kii¢iik yapilmig
olur. Verileri degistiremeyecegimize gore E’yi en kiiciik yapmak i¢in g(x) fonksiyonlarmin
katsayilarini uygun segmemiz gerekir.

Ornegin;

g = Ao +ag - x +ay - x?

seklinde bir polinomsa bu polinomda a,, a,, a, 6yle degerlere sahip olmalidir ki, toplam
hata E minimum olsun.

0E 0E 0E
— =0, — =0, — = 0 olmalidir.
6a0 6a1 aaz

9x) fonksiyonunda ne kadar belirsiz katsay1 varsa o kadar Z—E = 0 gibi denklem elde ederiz.

a
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fi veri noktalarmin dagilimina goére dogrusal, polinominal, rasyonel, exponansiyel ve
trigonometrik sekilli egriler ortaya ¢ikabilir. Bunlar i¢in ¢6ziim yontemleri asagidaki sekilde
olacaktir.

7.1.1. Lineer Denklem Uydurma

Ornek 1.

x |21 622 717 10,52 13,68
fi129 3,83 598 571 7,74

Olarak verilen noktalara en kiiciik kareler yontemiyle

9 = ag + ag.x dogrusunu uydurmak i¢in once E’nin ifadesi ¢ikarlabilir. Daha 6nce
verilen tanimdan;

2
E=3N e =3[90 — fi] = Zitilao + ai.x — f;]* buradan;

_9 Z[g(m) f] g(xl)
i ' ag(xl) z fi ag(xi)
i=1 gen” daq

n n
Z(a0+a1xi).1 = zfi-l
i=1 i=1
n n
ap n+ al-inz Zfi
i=1 i=1
O
a_al =0=> Z Ixi)* g(xl) Zf agc(:)
n n
Z(ao +a,xi).x; = Zfi - xi
i=1 i=1

n

n n
ao-in+a1-in2 =Zfi-xi
i=1 i=1

i=1

1 ve 2 denklemlerinden ;
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5
Z xi=21+6,22+717+ 10,52 + 13,63 = 39,69
i=1
5
Z xi? = 2,124+ 6,22% + 7,172 + 10,52% + 13,63% = 392,32
i=1

5
Zfi =2,9+3,83+598+571 +7,74 = 26,16

=1

fi-xi=29-21+6,22-383+7,17-598+10,52-5,71 + 13,68 -7,74 = 238,74

5
=1

L

Yerlerine yazilirsa

1-) ap-5+ a;-39,69 = 26,16

2-) ap+39,69+ a; -392,32 = 238,74 elde edilir. ki denklemin ¢Ozlimiinden;
a, = 2,0383, a; =0,4023 elde edilir ve

g(x) = 2,0383 + 0,4023.x bulunur.

Denemek i¢in x = 2,1 degeri yerine yazilirsa;

g(x) = 2,0383 + 0,4023-2-1 = 2,88313 elde edilen deger fi ye yakin bir degerdir.

7.1.2. Polinom Fonksiyonlar

Ornek 1.

x| 0 0,2 0,4 0,7 0,9 1
fi 11,016 0,768 0,648 0,401 0,272 0,193

9o = o+ ay - x +ay - x?

2
E=Y% e =Y 1900 — fi] =Ziilao+a;-x+ay-x* — f;]* olur buradan;

6 6
0E Z dg z dg
aao Lse L g(Xl) aao L f" aao

6 6

6
6.ay + a1-2xi+a2-2xi2 = Zfi
i=1

i=1 i=1
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6

6
OE . dg . 0g
da, Oise Zg(x") da; Zflaal
1=

i=1

6 6 6

6
ao-Zx,-+a1-in2+a2-zxi3 = Zfi.x,-
i=1

i=1 i=1 i=1

6 6
66_52: 0 ise Zg(xi)-aa—fzz Zfi;—i
i=1 i=1

ag X x +ag N xd +ap X xt = X fix?
serilerin degerleri elde ediler;

x;=02+04+07+09+1=32

®  x2=0224+04%+0,72+092+1=2,5

©x3=02240434072+09%+1=2,144

¢ x*=0.2%+04*+0,7*+0,9* +1 = 1,923

l-6=1fi = 1,016 + 0,768 + 0,648 + 0,401 + 0,272 + 0,193 = 3,293
Yo x.fi=0%1,016+ 020,768 + 0,4 = 0,648 + 0,7 * 0,401 + 0,9 % 0,272 + 1+ 0,193 = 1,1313
Yo, fi.x;? = 0,768 * 0,22 + 0,648 * 0,4% + 0,401 % 0,72 + 0,272 * 0,92 + 0,193 * 1 = 0,744
Bunlar 1, 2 ve 3 nolu denklemlerde yerlerine konulursa;
6.ap+ 3,2.a; - +2,5.a, = 3,293
3,2.a0 + 2,5.a; + 2,144.a, = 1,1313
2,5.a0 + 2,144.a, + 1,923.a, = 0,744
Buradan a, = 0,9986, a; = —1,006, a, = 0,2103

9 = 0,9986 + (—1,006 - x) + 0,2103 - x2 olarak ifade edilir.

7.1.3. Rasyonel Dagihimli Veriler i¢cin En Kiiciik Kareler Yontemi
Ornek 1.

B = f(H) karakteristigine ait noktalar verilmektedir.

Hi| 0 100 250 350 500 800 1000 1400 1800 As/m
Bi| 005 0825 1 11 125 13 135 14
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Bunlar B H  diizlemine yerlestirildiginde rasyonel bir fonksiyon civarinda dagildiklar
gortiliir. Burada c,ve c, belirlenecek katsayilar olmak iizere;

olsun.

1,6 H
B(H) - C1+C2H

1,6 H

g(H) =c; + c,H _B(H)

1,6 Hi

Verilen noktalardan f; = B

bulup bunlara g(H) dogrusunu uyduracak olursak c; ve c,

bulunabilir.

Hi| 0 100 250 350 500 800 1000 1400 1800 As/m
fi| 0320 485 560 727 1024 1230 1660 2057 T

a_cl_owezgﬂﬂ ac, Zf ac;
9 9

9.C1+ CzZHi:Zfi
i=1 i=1

a_cz_ 0ise Z‘g@ ac, Zflacz

9 9 9
cl-ZHi+cz -ZH,-Z = Zf,-.H
i=1 i=1 i=1

 Hi=6200%2_, fi = 8063 Y7, HZ = 7285000 Y2, f.. H; = 8788550
9.¢, + 6200.c, = 8063
6200. c; + 7285000.c, = 8788550

¢, =1567 ¢, =1,073

1,6 H

———elde edilir.
156,7+1,073H

B(H) =

7.1.4. Exponansiyel (eX) Fonksiyonlar

Ornek 1.

X | 0 05 1,25 2 27 3 35 39 475 5,25
fi
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Veriler koordinat diizleminde exponansiyel bir dagilim gosterir.
g(x) = A.eB*

Ing(x) =LnA+Bx z(x)=C+Bx

elde edilebilir.

y; = Ln(f1) noktalarini hesaplarsak .

y; i¢in tablo asagidaki sekilde olur.

x | 0 05 125 2 2,7 3 35 39 475 5,25
1,41 1,58 1,79 2,07 2,3

Simdi bu y; lere z(x) = C + Bx dogrusunu en kii¢iik kareler yontemi ile uyduracak olursak
C ve B dolayisiyla A katsayisi belirlenmis olur;

10

0E Y
c - ise zz(x) Zyl

i=

10 10

10.c + B-Zx,- = Zy,-
i=1 i=1
10

J0E 0
35" ise Zz(x) Zyl

i=1
C-Y0 x;+B-Y° x? 0 yi.x;

Pox;=269 Y0 y;,=129 Y2 x?=100 X% v.x; =45
10C+269B = 12,9
26,9 C + 100 B = 45 bunlarin ¢éziimiinden;
C=0,2548 B =0,3855 C( =LnAiseA = eoldugundan
A =e%%5%8 = 12902 olarak A yida bulduktan sonra;

g(x) = A.eB*¥ = 1,2902e°3855* elde edilir.

7.1.5. Trigonometrik Fonksiyonlar

x|[0 1 1523 25 4 51665 7 81 9
fi|0,2 082525 35 433 5352413 2
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x| 93 11 11,3 12,1 13,1 14 15,5 16 175 178 19 20
fi| -03 -13 -3 -4 -49-4 -52-3-35-16 —-11,4 —-0,1

Veriler koordinat diizlemine girildiginde periyodu 1—”0 olan bir siniis egrisinin etrafinda

dagildig goriiliir. Uygulanabilecek en uygun fonksiyon;

g(x) =A+ BSin Z—zolur.

59( D 09 (x))
a—OLse Zg(xl) ad Zfl ad
24 24

. TTX;
Z(A+BSm 1= Zfi.l
. 10 .
i=1 i=1
Zfl

09( D 09 (x;)
ﬁ—OlSé zg(xl) X Zf‘ X
24

Z(A+BSm 10 Zfl Sm—
i=1
10 Zf’
nxl

Y2 Sin —' =1,1328 Y¥ fi=-13 Y Sin? (”"l) = 11,0537 X, f; Sin = = 47,5154

Seriler hesaplanip yerine yazildiginda;
24 .A+1,1328.B = —1,3
1,1328.A4 + 11,0537.B = 47,5154 bunlarin ¢6ziimiinden;

A =—0,2583 B =4,3251 uydurulacak olan fonksiyon;

g(x) = —0,2583 + 4,3251. Sin () elde edilir.
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8. SAYISAL TUREV
8.1. Sonlu Farklarla Sayisal Tiirev

y = f(x) gibi bir fonksiyonun x, gibi bir noktada tiirevi y = Z—i olarak tanimlanir. Bunun

geometrik anlam1 x = x noktasinda y = f(x) ‘e cizilen tegetin egimidir.

8.1.1. Geri-Yon Sonlu Farklarla Sayisal Tiirev

Geri-Yon Sonlu Farklardan;

Sekil-a’daki D1 dogrusunun egiminden;

(Y(xo)-y(xo—h)) — lim (w)h

, d .
0 d h h—0 h

X h—0

cok kiiciikse limit ifadesi kaldirilarak tiirevin yaklagik ifadest;

- v
Vixe) = % = % = % geri yon sonlu farka bagl olarak elde edilir. **1**

Teget

Yo

(xo —h) Xq X
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8.1.2. lleri-Y6n Sonlu Farklarla Sayisal Tiirev

Ileri-Yonlii Sonlu Farklardan;
Sekil-b’deki D2 dogrusunun egiminden;

(W) = lim (%) h cok kiicikse limit ifadesi kaldirilarak

, _ay .
Vixo) = 5 = lim lim

X h—0
tiirevin yaklasik ifadest;

dy _ y1-yo _ 2

Vixe) = ™ - % ileri yon sonlu farka bagl olarak elde edilir. ~ **2**

y=f(x)

Y1

Yo

8.1.3. Merkezi Yon Sonlu Farklarla Sayisal Tiirev

Merkezi-Yonlii Sonlu Farklardan;
Sekil-c’deki D3 dogrusunun egiminden;

oy e (Yot TV i (Y1TY-1 - oo .
Yao) =5, = }11_r)r(1)( ” ) = }ll_r)r(l)( ” ) h ¢ok kiiciikse limit ifadesi kaldirilarak

tiirevin yaklasik ifadesi;
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y=fx)

D3

Yo | TN T T T T T T T T T T T
|
|
|
8 |
|
|
- ———— |
Yo I I
| |
| |
V-1 F=—=2 | |
| h
| | |
I | |

(X0 —h) X0 (xqg + h) x
- 8
Vixg) = % = % = ﬁ merkezi yon sonlu farka bagli olarak elde edilir. **3**

Yukaridaki li¢ yontemdeki ii¢ ifadeden goriilecegi gibi analitik ¢6zlim yerine sayisal olarak
verilen y = f(x) den faydalanarak 1. Tiirevler alinabilir. Yiiksek mertebeden tiirevler igin;

. T y(x)_y(x—h) _1vy _Vy_ _1

y(xo)_,lll_l;%< ° h ° >—E| -1 n ! —ﬁ(vyo—vy_l)

szoz Vyo — Vy_,= Yo—2y_1+y_, oldugu bilinmektedir; yukaridaki denklemde yazilirsa,
2 —_— —

Piugy = 20 = LTtz Ye0 TR P02 g e il

Genellestirme yapilirsa n. Mertebeden tiirev;

v .
J’?;(),) = h—ryl“ geri-yonlii sonlu farklar

Aty
yg’;())) = h—fl“ ileri-yonlii sonlu farklar

" .
yg:())) = ?}:’ merkezi-yonlii sonlu farklar
Ornek 1.

y = f(x) = e* fonksiyonunun x, = 1 deki tiirevini h = 0.1 igin;
a)Geri-yonlii sonlu farklarla,
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b)ileri-yénlii sonlu farklarla,
c)Merkezi-yonlii sonlu farklarla,

d)Bagintidan analitik yolla ger¢ek degerini bularak sonuglar1 karsilastiriniz.

)Ya(x) = W = Yaq) = y(l)_gi(ll_o'l) = el;io'g = 2,5868
b)Y g) = w = Yy = Y(1+061’)1—Y(1) _ el _ 5 gegg
C)},Ic(xo) = W = 3"c(1) — Y(1+o,1)0,—2y(1—o.1) _ 91'10:03 — 27228
)y == (e*) =e* Juy=e' =27183

tiim ¢Ozlimler i¢in bagil hata hesaplanirsa;
g, =24V 100 = 944837 ¢, = 'y‘iy‘—y"' 100 = %5,17 ¢, = 2229 100 = %0,167
d

Yd Yd

Hata oranlarindan da en yakin ¢6ziimiin merkezi-yonlii sonlu farklardan elde edildigi goriiliir.

8.2. Taylor Serisi Ile Sayisal Tiirev

Sonlu farklarda ¢ok sayida y degeri kullanmadigimizdan hata biiyiik ¢ikmaktadir. Bunu
Taylor serisi kullanarak ¢6zebiliriz;

y = f(x) gibi bir fonksiyonun x = x, gibi bir noktasinin a = m. h civarinda taylor aginimi;
Yo + @) = y(xo) + L3(00) +SI0x0) + S5 xo) + .

y(xo + mh) = y(xo) +mh y(xo) + L 5xg) + L 5(xe) + ..

1-) m=1 i¢in,;

y(xo + h) =y1 =yo+h.y(x) +%j}(x0)+--- e

Yo = ¥(xo) = (X22) = 25(x0) + ..
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Yo = ¥0xo) = (*32%) + R(W) 5

**2*%* bagintistyla aynidir, hata mertebesi de belirlenmistir.

2-) m= -1 i¢in;
. n? ..
y(xo— h)=y_1=vyo—h y(xp) +%y(x0)+... Kk Gk

Yo = ¥(xo) = (*57) + R(h) e
**1** denklemiyle aynidir, hata mertebesi de belirlenmistir.
3-)
FXLAX* ye **GF* bagintilarindan;
. h3 ..
y(xo + h) = y(o — h) = 2.h.3(xo) + 5-Y(xg) + -+ *RgF*

— _ h?
y(x0+h)2hy(xo n yy(xo) + .

Yo = y(x0) =

Yo = ¥(xo) (X22) + Rh? wxgrx
Bu denklem **3** denklemiyle aym olup hata mertebesi h? dir.

0 < h <1 oldugu diisiiniilecek olursa **9** denklemi **5** ve **7** denklemlerine gore
¢ok daha hassas sonuglar verir.

Bu bagintilarda kullanilan nokta sayisini artirarak hata mertebesini kiigiiltelim;

1)

. . . (h)? .. (h)3 ...
m=1l§1n;y1 = Yo +h Yo +Ty0+?y0+

. . 2.h)? .. 2.h)3 ...
m=21(;1n; Y2 = Yo +2hy0 -|-( 2!) y0+( 3!) y0+

1. denklem 4 ile ¢arpilip 2. Denklem -1 ile ¢arpilirsa;

. 4.(h)? .. 4.(h)% ...
4y = 4y, +4hyy + g0+ 20 4 e
. 4h? . 8.h3 ... . c e
—yy = —=Yyo— 2.h.yy — Vo= Yo — elde edilen iki esitlik taraf tarafa toplanirsa;

. —y2+4y1—3y0) h? ...
= (222) 4 g+
Yo ( oh + 3 YoT....
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Vo = (W) + RA? ileri-yon noktalar kullamlmaktadir ~ **10**

Burada; y, = y(x,) , v =y(xg+h), y2 = y(xo + 2h) oldugundan bunun ileri
noktalar: kullandig: goriiliir.

2)

.. . . (3.
m = —1 i¢in; y_1 = Vo —h ¥y +73’0_T)’0+"'

2 3
m=-2icin;  y_; = yo—2h.Yo + 25— E 5o+ esitliklerinden;

Yo = (W) + Rh? Geri-yon noktalar kullanilmaktadur. ol W Rl

3.)
Yukarida 10 ve 11 denklemlerinde m = 1, 2, —1, —2 igin elde edilen denklemler iizerinden;

m = 2 i¢in elde edilen denklemi -1 ile

m = 1 i¢in elde edilen denklemi 8 ile

m = —1 i¢in elde edilen denklemi -8 ile

m = 2 i¢in elde edilen denklemi 1 ile carpip taraf tarafa toplarsak;

Vo = (_y z+8y 11_2? 11y '2) + Rh* merkezi yon noktalar igin elde edilmis olur. **12**

Ileri, Geri, Merkezi noktalar1 kullanan formiiller i¢in; 1, 2, 3, 4, 5. mertebede denklemler icin
katsay1 tablolar olusturulmustur.

Ornek 1.

Taylor serisinden faydalanarak y (birinci mertebeden tiirev) igin ileri yonde dort nokta
kullanan bir baginti1 gelistirip hata mertebesini bulunuz.

.. . (h)? .. (h)3 ... (h)*
m = 1igin; y1 = Yo +h Yo +T3’0+T3’0+T3’04+"'

.. . 4h? |, 8h3 ... 16h*
m = 2 i¢in; Y2 = Yo +2hY T Yot 5Vt

y04' + “ee

27h% ... | 81h* 4
s Yot 7Yoo

o . 9h? ..
m = 3 i¢in; Y3 = Yo +3hy0 +7y0+

Bu ii¢ denklemden y,'ia, y,’yib, y3’iic ile carpip taraf tarafa toplarsak;

hZ
ay, + by, +cys=(a+b+c)y, +(a+ 2b+ 3c)h.y, +(a+4b+9c)(2—)|j}0
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+(a+8b+270) 5, + (a+ 16b +810) Lyt 4 -
y ifadesi elde edilirken j, ve ¥, ifadeleri yok edilirse ve bunun i¢in katsayilar1 sifir alinirsa;
(a+4b+9c)=0
(a+8b+27c)=0
a,b,ctamsayiriseve b =ky.a , ¢ = k,.a alinirsa;
a(l + 4k, + 9k,) = 0
a(1l + 8k, + 27k,) = 0 elde edilir;
a # 0 oldugundan
1+ 4k, + 9k, = 0
1+ 8ky + 27k, =0 ¢ikar.

denklemleri ¢oziilirse; k; = —1/2, k, = 1/9 bulunur buradan ;
1 1
b = (—E).a, c= (5).a dir.
b ve ¢ tam say1 olacagindan a hem 2’ye hem de 9’a tam boliinebilmelidir. Buradan;

a=18, b = -9, ¢ = 2 olarak bulunur.

3
18y1 - 9y2 + 2y3 = 11 yo + 6hy0 +E.h4.y04 +

. _ 2y3—9y2+18y1—11y0 3 - - -
Yo = ( o ) + Rh> elde edilir. 13
Ornek 2.

Taylor serisinden faydalanarak y (ikinci dereceden tiirev) igin ileri yonde dort nokta kullanan
bir bagint1 gelistirerek hata mertebesini bulunuz.

Bir 6nceki 6rnekte katsayilara gore elde edilmis olan

h2
ay; + by, +cy; = (a+b+c)y, + (a+2b+ 3c)h.y, +(a+4b+9c)(2)| Vo

+(a+8b + 27c)—y0 + (a+ 16b + 810)—y0
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de Vo'yvi Yo, Vi, Y2 veys ile hesaplayip y, ve ¥, niin goziikmemesi igin katsayilari
sifirlanirsa;

(a+2b+3c)=0

(a+8b+27c)=0

ayni sekilde; b = ky.a , ¢ = k,.a alinirsa;

1+ 2k;+3k,; =0

1+ 8k, + 27k, =0

denklemleri ¢oziilirse; k; = —4/5, k, = 1/5 bulunur buradan ;

b= (- g). a, C= (%). a olur a, b, ¢ nin tam say1 olmasi i¢in; a = 5 segilirse

a =5, b=—4, c=1olarak bulunur. Bu katsayilardan;

19
Sy, — 4y, + y3 = 2y, — %, +E-h‘*-y4 +

o = (—y3+4.yzh—25.y1+z.yo) + RK2 elde edilir. Jok g
Ornek 3.

t(s)| 01 02 03 04 05 06 0,7
V(?)' 104 99 94 93 94 10,2 11

t = 0,3 anindaki ivmeyi; sonlu farklar yontemiyle (geri, ileri, merkezi) ve taylor serisinin
merkezi yon sonlu farklar yonteminden ve ileri yon dort nokta kullanarak bulunuz. Ivme
a = AV /At dir.

Verilerden h = 0,1 oldugu goriliir

dy _ Yo=¥-1 _ Yyo

1)}/(x0) = x o e geri-yon sonlu farklardan
_ VoVoa _ 94-99 _ —5m/sn?
h 0,1
2)y =T _nn_ Ly ileri-yon sonlu farklardan
Yaeo) == " n ~ h y
g =V _ 93794 _ —1m/sn?
h 0,1
. _ a4y _ yi—y-1 _ 8y A
3) Yoo = 3x = " an —on merkezi-yon sonlu farklardan
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_Vi-Voi _ 9399 _ )
T 2k 2(01) 3m/sn
DY xy) = (_y 2+8y 11_2iy‘1+y ‘2) + Rh* Taylor serisi merkezi yon noktalar i¢in elde edilmis

a4 = (—VZ+8V1—8V_1+V_2) _ (—9,4+8*9,3—8* 9,9+10,4

_ 2
12h 12%0,1 ) = —3,16m/sn

, _ (2y3—9y,+18y;—11y,
5)V(xo) = (

— ) + Rh3 Taylor serisi ileri yon dort nokta

_ (2V3—9V2+18V1—11V0) _ (2*10,2—9*9,4+18*9,3—11*9,4)
- 6h - 6+0,1

a = —0,33m/sn?

En iyi hata mertrebesi h* oldugundan en giivenilir sonu¢ 4. Coziimdeki merkezi noktalar
kullanildiginda elde edilir.

8.3. Gregory-Newton interpolasyon Formiilleriyle Sayisal Tiirev

Tiirev alinacak noktanin verilen y degerleri tablosunda basta veya sonda olusuna gore
formiilleri ileri yon, geri yon diye iki farkl sekilde kullanilmisti. Dolayisiyla;

a)Gregory-Newton ileri yonlii sonlu farklar interpolasyon formiiliinden;

Yoy = Yo+ o Ay +—— P(P ) ——— A%y, + —P'(P_;)!(P_z).A3yo+... , P = —(x_hx(’) olarak tanimlanmusti.
oy _dy dp _ d_yi(w)_ 1_1d
y T dx  dp'dx  dp'dx\ h T 'R h'dp
Ustteki denklemi p ye gore tiiretirsek;
Yooy = Yo + %Ayo (G ) p) A%Y, + ﬂ A3Yp+...... p ye gore tiirev alirsak;
, 1d 1 (2P-1) (3P%2-6p+2)
yp = ﬁ ﬁ = H(Ayo + Azyo + TPA3yO+ ...... ) (1)
X = x, da tiirev istenirse P = (x_hx(’) (xohx(’) 0 olur. Buradan;
1 1 1 1 1
y,0 = E (Ayo - EAZyO + 5 . A3y0 - ZA4y0 + E . A5y0_ ...... ) (2)

G.N. ileri yon icin birinci mertebe tiirev formiilii elde edilir.

b)Gregory-Newton geri yonli sonlu farklar interpolasyon formiiliinden;

P(P+1)(P+2) \73

_ P P.(P+1) o
Yy = Yo + VY + =202 +———

Yo + -
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’ 1d 1 (2P+1) 3P“+6p+2
Y =na = n o+ 72Y, + @\731/ +0) (3)

(x—xo) (x9—x0)
h

X = X, tlirev i¢in P = = 0 olur. Buradan; P = 0 koyarsak

= _(Vyo + - szo + V3y0 + - V4y0 + V5y0+ ...... ) (4)

G.N. geri-yon icin birinci mertebe tiirev formiilii elde edilir.

Yiiksek mertebeli tiirevler i¢in (1) ve (3) formiilden faydalanabiliriz;
Ornegin; y"' tiirevi icin (1) denkleminden;
g 1dy 1 6P1-6 . .
y' = Z'd_J; = ﬁ(Azyo +(p—1).M3ys+ ) {% V3Y, seklinde tiirev}

w=xo) _ (o=X0) _ ( g|yr. Buradan; P = 0 noktasindaki tiirev;

X =Xxgyani P =

A h
y' == % (A%yy — A3y + ---) G.N. Tleri yon ikinci mertebe tiirev formiilii. (5)
Ayni sey (2) denkleminden elde edilirse;
y' == % (VZyo + V3y, + ---) G.N. Geri yon ikinci mertebe tiirev formiilii. (6)
8.4. Bessel interpolasyon Formiilii Ile Sayisal Tiirev
Merkezi farklar1 kullanan Bessel interpolasyon formiilii;
p—2)(P-1) _1)(p—
y() = yo + P.8ys + 520 (6250 + 8731) +L5 yy + HEREREE (84, + 8%,).
3 2,P
y(@) = yo +P.5y1 + &) (52, + 62y,) + (P3—I_D+2)5 yi + E2ER) (54 4 shy )t
Yp=1 "—Iy, %[Sy% + (2” U 82y, + 8%y,) + 7( i )63y% G i 1) 628_2"”) (6*yo +8*yD+..1  (7)
X = xg yani p = 0 noktasindaki tiirev;
Yo =3 [0y1 =3 (8250 + 8y1) + 1 8%y1 + 50 (8%yo + 8ty +..] ®

Benzer Sekilde stirling enterpolasyon formiiliinii kullanarak bagint1 gelistirilebilir.
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Verilmis olan y tablosunda h aralikli x, ile x arasindaki herhangi bir noktadaki tiirev

isteniyorsa o zaman p = @ dan p hesaplanarak y; lerden tiirev bulunur.

Ornek 1.

Verilen tablodan G-N ileri yon ve Bessel merkezi yon sonlu farklar tablolarini hazirlayarak
to = 0,3 anindaki ivmeyi hesaplayiniz.

t(s) | V(mss) | av xy; XY, A%V A5V
0,1 |104 -0,57 0 — 0,47 -0,67' 1,3
02 |99 -0,57 0,4 — -0,2 0,7 -1,9
4 -0,1 2 -1,2
0,3 |9, 0, — 0, —— 0,57 ,
04 |93 |01=— |07— |07
05 |94 0,87 0
0,6 |10,2 0,8
0,7 |11
Vo = %(Ayo — %Azyo + §.A3yo — iA43’0 + %.A5y0— ...... ) G.N. ileri ydn sonlu farklar

turev formiili
to = 0,3 ‘deivme
a=V'=(=01-2+2 Ay, + = +0)

a=V' =266

Tablodan Merkezi Yon sonlu farklar elde edilirse;

t(s) v(m/s) Vit | 62V 83Vyiqp | 64V 8°Vi1yn | 85V
0,1 10,4
0,5
0,2 9,9 0
-0,5 0,4
0,3 9,4 0,4 -0,6
-0,1 -0,2 1,3
0,4 9,3 0,2 0,7 -3,2
0,1 0,5 -1,9
0,5 9,4 0,7 1,2
0,8 -0,7
0,6 10,2 0
0,8
0,7 11
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Y6 = [6y1 — 7 (820 + 62y1) + = 8%y1 + — (8*yo + 6*y,) + ] merkezi yon sonlu
2 2

farklar formuli

r=Lr_p1-1 L L
a=V'=[-01-7(04+02) +(=02) + 5 (06 +0,7)]

a=V ==>[-01-0,15—0,0166 + 0,0042]

T 01

a=V'=-2625 azalanivme

Ornek 2.

y = e* fonksiyonuna iliskin y degerlerini 0,7.. 1,4 araliginda h = 0,1 araliklarla hesaplayip
Ay ve 6, farklar tablolarim ¢ikariniz. Bu tablolardan faydalanarak ve asagidaki
denklemlerden x, = 1 deki tiirevini bulup analitik yolla bulunanla karsilastiralim.

x y | Ay Ay | Ay | Ay

0,7 |2,013 0,212 0,022 | 0,003 | -0,001
08 |2,225 0,234 0,025 | 0,002 | 0,001
09 |2459 0,259 0,027 | 0,003 |0

1,0 | 2,718 0,286 0,030 | 0,003
1,1 | 3,004 0,316 0,033
1,2 | 3,320 0,349
1,3 | 3,669

Yo = %(Ayo - %Azyo + g.A3y0 - iA43’0 + %.A5y0— ...... ) G.N. ileri yon sonlu farklar

turev formiulu

xo = 1 ‘deki tiirev;
r_ 1 _1 1 =
Vo =103 0,286 —.0,03 +3.0,003] = 2,72

Merkezi yon tablosu hesaplanirsa;

X y 81172 | 6% 83Y11/2
0,7 2,013

0,212
0,8 2,225 0,022

0,234 0,003
0,9 2,459 0,025

0,259 0,002
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1,0 2,718 0,027

0,286 0,003
1,1 3,004 0,03

0,316 0,003
1,2 3,320 0,033

0,349
1,3 3,669

Vo = (_y 248y 1_8y_1+y_2) + Rh* Taylor serisi merkezi yon noktalar icin elde edilmis tiirev

12h
formiilii;
, _ (—3,320+8%3,004—8%2,459+2,225) __
vo=( o ) = 2,7208
Y = % [Sy% - i (6%y, + 6%y, + 1—12 5 3y% + ---] merkezi yon sonlu farklar tiirev formiilii;

g =— -2 1 _
Yo =01 [0,286 20,027 +0,03) + — (0,003)] = 2,7204

Analitik ¢0zlim;

Vo = e*0 =2,718

8.5. Polinomlarla Sayisal Tiirev

Sonlu farklarla, polinomlar arasindaki iligkiden polinomlar: kullanarak sonlu fark bagintilari
¢ikarma seklinde tiirev aliabilir.

y(x) = Ax? + Bx + C polinomunda

Xo =0, x; = h, x, = 2h noktalarindaki degerler y,, y;, y, iS€;
Xg=0 =2>y,=C

x,=h =y, =AhR*+Bh+C

x, =2h =1y, = 4Ah? + 2Bh + C elde edilir. Bu iic esitlikten;

—ya+4y, -3 -
B = (W) elde edilir.

y'(x) = 2Ax + B ve y'(0) = B oldugundan;
yo=B= (W) ileri yon sonlu farklar formiiltidiir.

Eger x, =0, x; = h, x, = 3h araliklari i¢in y,, y;, y, verilmis olsaydi
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Xg=0 =2>y,=C

x,=h =y, =AhR*+Bh+C

x, =2h =y, =9Ah? + 3Bh + C elde edilir. Bu iic esitlikten;
Yo =B = (F2E2122) eide edilir.

Ornek 1.

x 001 2 3 4 5
y=f(x)| 5 0,5 80 355 95 198,5

Yukaridaki bilgiler bir polinoma aittir. Bu polinoma ait bilgilerden; polinomun kaginct
dereceden oldugunu, polinomun terimleri icerisinden en biiylik dereceli olanin katsayisini
bulunuz.

Geri veya ileri yon sonlu farklar kullanilabilir;

X y Ay A’y | N3y
0 1 -0,5 8 12
1 0,5 7,5 20 |12
2 8 27,5 32 |12
3 35,5 59,5 44

4 95 103,5

5 198,5

3. farklar sabit oldugundan Polinom 3. Derecedendir.
3. dereceden tiirev sonlu farklar cinsinden;

2y

—3 = Ahg—3y + R(h) hatay1 ihmal ederek x’in degerinden h = 1 oldugundan;

d3 A3 12
&Y _2Y_22_ 12
dx3 h3 1

Bunun ardisik integrasyonuyla aranilan polinomun;
y = C3x3 + C,x% + C1x + Cy oldugu ortaya cikar.

En biiyiik dereceli terimin katsayisi;

% = 3Cx2 + 2C,xt + €4
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2
Y — 6Cixt + 26,

dx2

3
23 = 6.C; = 12 oldugundan C; = 2 dir.
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9. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMU

Diferansiyel Denklemlerin Céziimii; 0 diferansiyel denklemi saglayan bagimli degiskendir.

L % + Ri = Sinwt denklemin ¢6ziimii, bu diferansiyel denklemi saglayan i degeridir.
9.1. Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi

a)Katsayilarina Gore Diferansiyel Denklemler

1-Sabit Katsayili Liner (Dogrusal) Diferansiyel Denklemler
c1 Z—z + ¢,y = f(x), (cq,c, sabit sayilar)

2-Degisken Katsayuli Liner (Dogrusal) Diferansiyel Denklemler
01 (0). 2+ ¢ (x).y = f(x) , (c1, ¢, X'in fonksiyonu)

3-Nonliner (Dogrusal olmayan) Diferansiyel Denklemler

a1 (y). 3—3: +c,(y).y = f(x), (cy1,c, y'nin yani bagimli degiskenin fonksiyonu)

b)Derece ve Mertebelerine Gore Diferansiyel Denklemler

damy

(dxm)” m mertebeyi, n dereceyi gosterir.

m. mertebeden, n. dereceden bir diferansiyel denklem olarak tanimlanir.

2 2
1 3732’ +c, % + ¢5.y = f(x) (sabit katsayili, 2. Mertebeden liner diferansiyel denklem)

2 2
1 (3732])3 +c, (%)2 +c3.y = f(x) (sabit katsayili, 2. Mertebeden 3. Dereceden liner
diferansiyel denklem)

L Z—i + Ri = Sinwt  (Sabit katsayil1 Liner 1. Mertebeden diferansiyel denklem)

L(i) & 4 Ri = Sinwt (Nonliner 1. Mertebeden diferansiyel denklem)
dt

d?i

L
dat?

+R Z—i + é = wSinwt  (Ikinci Mertebeden sabit katsayili Liner diferansiyel denklem)
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a2 a2 . e . . g .
ﬁ ﬁ =0 (sabit katsayili ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklem)

d 94 d Ba\ _ i e . o .
P (V( A 5) + % (V( 4) 5) = —j (ikinci mertebeden, nonliner, kismi diferansiyel denklem)

9.2. Taylor ve Maclourin Serileri ile Diferansiyel Denklemlerin Cozumi

Maclourin Serisi kullammmi; Diferansiyel denklemin verilen ilk kosullar1 (baslangic
degerleri) bagimsiz degiskenin sifir degeri i¢in verildiginde kullanilir.

Taylor Serisi kullammmi; Baslangic degerleri sifirdan farkli degerler icin veriliyorsa
kullanilir.

Ornek;
12 1 2
y' =50 +x).y

bu diferansiyel denklemin x, = 0 i¢in y, = 1 ilk degeri ile ¢oziimi igin verilen diff
denklemden;

, 1 , 1 1 1
Y =s0+x0.9% ¥ (x,y0) =5;0+x).yf =5;(1+0).1% =2

" 1 - ' " 1 5 , 1.2 1
y'=sy + @+ x).y.y" ¥y (xe,y0) =5¥5 + (1 +x0).y0y" =51+ (1+0).5.1=1

nr ! 1 ! .7 n .7 12 ! ! n
Yy"'=0+y.y' + G2y Yy vy +xy'y +xyy” =2y + (1 +0).[(0) +y.y"]

1

" 1 2 9

Seklinde ardigik tiirevler alinarak ( xg, yo) degerleri yerine yerlestirilerek maclourin serisi
asagidaki sekilde elde edilir.

2 3
y(x) =yo +%y’(x0,yo) +%y"(xo,y0) +%y”’(x0’y0) + - (1)
x 1 x? x39
y) =1+ o+ 1+
2 3 3
YOO =14+ + =+ @)

seklinde bir seri olusur. Bu seri sayisal ¢oziimleme i¢in uygun degildir.

106



9.3. Euler Yontemi ile Diferansiyel Denklemlerin Cozimu

h = Ax = (x; — x,) Ve verilen ( x,y,) ilk degerleri i¢in Taylor serisinden ;

h ! h’z n h3 rnr
Yyi = Yo T 1Y (%0, ¥0) LT (%J’o)"‘;y (X0, ¥0) + -
2
Y1 = Yo +h.y' (x0,0) +h7y"(x0,y0) + ... ilk iki terim alinirsa;

Y1 = Yo + h.y' (x4, y0) bagmtisi elde edilir.

Verilen diferansiyel denklem, h ve ( x, y,) ilk degerlerinden y ‘nin y,; gibi yeni bir noktasini
bulabiliriz. Béylece x; = (xo + h) i¢in y = y; bulunmus olur. Her bulunan noktanin bir
sonraki noktaya baslangi¢ degeri olusturdugu diisiiniiliirse;

y2 = y1 +hy'(x,y1)
ile hesaplanir. y' = f(x, y) diferansiyel denklemin, h, x,,, y,, , i¢in genellestirilmistir.

Va+1 = Yn + h.y' (x,,y,) elde edilir.

Ornek 1.
1 R1
NV 2
10Q
- L1
—1ov $100mH
[ .

Seri bagli R = 10() direng ile L = 0.1H bobinden olusan bir devreye 10V bir dogru gerilim
to = 0 aninda uygulaniyor. iy = i(0) =0, ve h = At = 0,001 araliklarla i; = i(t;,), i, =
i(t,) yi Euler yontemi ve analitik yontemle hesaplayiniz.

Verilen devreye iligskin ¢cevre denkleminden;

E=R.i+ L.Z—i diferansiyel denklemden;

~ di E-Ri 10-10. . N di . .
fti) = - T o T 100(1—1i) = f(t,i) = i 100(1 — i) elde edilir.

Euler yontemi ¢oziimii,

tl = (to + h) = 0,0015n
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iy = ig + hf (¢, i) i3 =0+ 0,001.(100.(1—0)) =i, =0,14

t, = (t; + h) = 0,002sn

i, =iy + hf(t,iy) i, = 0,1+ 0,001.(100.(1—0,1)) = i, = 0,094
Diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii;

i(t) ==(1—e™t/%) (bobinin analitik ifadesi) ( = L/R zaman sabiti)

L _ 01
T=-=—=0,01
R 10

t
i) =2 —e0) i(t)=1(1—e™1%) olup
i, =1(0,001) = 0,0952, i, =i(0,002) = 0,1813 seklindedir.

Devreden akan i akiminin zamansan degisimi i¢in iterasyon sayisi artirilir.

9.4. Runge-Kutta Yontemleri ile Diferansiyel Denklemlerin Cozimu
9.4.1. ki Adimli Runge-Kutta Yéntemi

y' = f(x,y) diferansiyel denklemini x = x,, y = y, ilk degerleri Ax = h aralig1 ile ¢ozmek
icin ilk adimda;

1. Adim;

A = h. f(x0,¥0)

Xy = X + g

Ya=Yo+ 2

Ay, = h.f(x4,y4) aradegerlerini hesapladiktan sonra ikinci adimda
2. Adim

Y1 =Yoo+ Ay
X1 = Xo + h ile bulunur.

¥, ikinci noktay1 hesaplamak icin Ayni islemler x = x;, y = y; ilk degerleriyle tekrarlanir.
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Ornek 1;
. di .
f(,t) = i 100(1 — i)

diferansiyel denkleminden i, = 0, t, = 0 ilk degeri ve h = 0,001s igin i; Ve i, yi iki adimli
Runge-Kutta yontemini kullanarak hesaplayimiz.

i, in hesabi;
1. Adim;

A = h.f(t io) = 0,001.(100.(1-0))=0,1

0,001

ta = to+5 = 0+ 22 = 0,0005

is=io+5=0+2=005

Aiy = h. f(tsis) = 0,001 * 100(1 — 0,05) = 0,095

2. Adim
i, =iy +Ai; =0+ 0,095 =0,0954
ti =ty +h=0+0,001 =0,001
i, ikinci noktay1 hesaplamak i¢in Ayni1 islemler x = x4, y = y; ilk degerleriyle tekrarlanir
i, nin hesabi;
1. Adim;

A = h.f(ty,iy) =0,001 . 100(1-0,095)=0,0905

ty =t +2= 0,001 + 222 = 0,0015

0,0905
2

i =iy +%=0095+ = 0,14

Aiy = h. f(ts,i,) = 0,001 * 100(1 — 0,14) = 0,086
2. Adim

i, = iy + Ai, = 0,095 + 0,086 = 0,1814

t, =t + h = 0,001 + 0,001 = 0,002

Analitik sonuglar

i, =0,09514 i, =0,1814
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Ornek 2.

' 1
y' =2 +y).y?

diferansiyel denklemini x, = 0, y, = 1 baslangi¢ kosulu h = 0,1 adimla 2 adiml1 R-K
yontemini kullanarak y’nin , y; ve, y, gibi iki yeni degerini bulunuz.

1.Adim;
A1 = h.f (%0, ¥0) = h.5 (o +¥0)- %% = 0,1.5(0 + 1).1% = 0,05

xA=x0+%=O+Oé—1=0,05

Ya=Yo+35=1+22=1025

Ay = h.f(xa,ya) = b (4 + ya)-¥a% = 0,15 (0,05 + 1,025). (1,025)2 = 0,0565
2.Adim

Y1 = yo + Ay; = 1+ 0,0564 = 1,0565

Xy =x9g+h=0+01=0,1

Ay = h.f (e, y1) = hes Gy + y1). 312 = 0,1.2(0,1 + 1,0564).1,05642 = 0,0645
xa=x +2=01+%=015

Ya =1 +5=1,0564 + 222 = 10887
Ay, = h.f(xa,y4) = 0,12 (0,15 + 1,08866). (1,08866)2 = 0,0734

2.Adim
v, =y, + Ay, = 1,0564 + 0,0734 = 1,1299

X, =% +h=01+0,1=0,2

9.4.2. Dort Adimli Runge-Kutta Yontemi

1.adim 2.adim
Xa = Xo Xp = Xp +§
Ya = Yo Vs = yo + A
A=h.f(xa,Ys) B 0" 2
B = h.f(xp,y5)




3.adim 4.adim

xC:x0+§ Xp =xg+h

_ B Yp=Yo+C
Ye=Yoty D = h.f(xp, )
C:h'f(xCryC)

A, B, C, D, degerleri hesaplandiktan sonra;
Ay; = <[A+2B +2C + D]

ile hesaplanarak y’nin y, dan sonraki,
X1 = Xo + h deki degeri;

Yy, = Yo + Ay, olarak bulunur.

y’nin y, gibi ikinci degeri icin  x;, y; degerleri baslangic degeri kabul edilir. islemler y’nin
hesaplanacak nokta sayisinin sinir1 verilerek ya da biz x,,,, degerine kadar devam ederek
durdurulur.

Ornek 1.

Dort adimli R-K yontemini kullanarak A,= h = 0,1 icin asagidaki diferansiyel denklemden
yo = 3 ilk degeriile t; = t, + h anindaki y = y; degerini bulunuz.

fey) =5ty

1.adim
tA == to = 0
Ya=Yo=3
A=hf(ty,yy) =0,1.£(0,3) = 0,1 (%— ty) =01 (52— 0+3) = 0
2.adim
ty =to+5 =0+ =005

A 0
Yg=Yot5;=3+-=3

4x0,05

B = h.f(ts ys) = 0,1.£(0,05,3) = 0,1. (% —ty) = 0,1.(*2= - 0,05+ 3) = —0,0083

3

3.adim
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h ,
te=to+5=0+>=005
= 2,9958
€ =h.f(te,yc) = 01.£(0,05 , 2,9958) = 0,1. (% — ty) = 0,1. (2222 — 0,05 + 2,9958) = —0,0083

y 2,9958

—0,00833

B
YCZYO+;:3+

4.adim

tp=to+h=0+01=0,1

Yp =Yo+C =3+ (-0,0083) =2,9917

D= hf(tpyp) = 01.f(0,1 , 29916) = 0,1. (¥ — ty) = 0,1.(

40,1
2,9916

— 0,05 2,9916) = —0,0165

A, B, C, D, degerleri hesaplandiktan sonra;
Ay, = =[A+ 2B +2C + D] = [0 + 2  (~0,00833) + 2 x (=0,0083) + (~0,0165)] = —0,0083
vy = Yo +Ay; =3+ (—0,0084) = 2,9917

t1:t0+h:0,1

9.5. Yiiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Coztimiu

Yiiksek mertebeden diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek igin verilen diferansiyel
denklem uygun ara dontisiimlerle birinci mertebeden diferansiyel denklem takimina
donitistirtliir. Boylece elde edilecek denklem sayist verilen diferansiyel denklemin mertebesi
esittir.

Ornek 1.
ay" +by' +cy =U(x)
ikinci mertebeden diferansiyel denklemi ¢ozmek i¢in gerekli denklem takimini elde edelim;

,_dy_ e e ee e .
y' = =V ana dontisiimil yapilirsa;

av' + bv + cy = u(x)
Elde edilir boylece ¢6ziilecek birinci mertebeden iki diferansiyel denklem elde edilir;

1. v = % = f(x,y,v) = Ux)-bv=cy

a

2.y’ =Z—z=z(x,y,v) =v

elde edilen bu iki diferansiyel denklemin ¢oziimii daha once verilen yontemlerden birisiyle
yapilir.
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Ornek 2.
ay" +by" +cy' +y =u(x)

denklemini ¢ozmek i¢in ara doniisiiler yaparak birinci dereceden denklem takimini elde
ediniz.

Z—z=v , av"' +bv' +cv+y =u(x)
dv '

=W ., oaw +bw+cv+y=u(x)
aw —w = u(x)-bw—-cv—y

dx a

Buradan ti¢ denklem elde edilir;

d

w
a_f(xu’y'v'w) =

u(x)-y—-cv—bw
a

dv
= glx,y,v,w) =w

d - . : . e
ﬁ = z(x,y,v,w) = v gibi {i¢ adet birinci mertebeden diferansiyel denkleme doniisiir.
Ornek 3.
R1
1 A3 KL a
V1 100 100mH
C1

20 Vrms ——1uF

60 Hz

00

2

d

d_i = f(t,i,q) = a.sinwt + b.i(t) + c.q(t)

dq . _ s
” =z(ti,q) =1

Diferansiyel denklem takimini t =t, =0 , i;(0) =1, qo(0) = Q baslangig kosullariyla
secilen her h = At i¢in R-K metoduyla ¢6ziiniiz.

ta=t, h=1q91=¢q
Al = h-f(tA' iAl qA)

Ay = h.z(ta, is,qa)
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tB=t+h/2, lB=l+A1/2, qB=q+A2/ZC
By = h.f(ts, i3 q5)

B, = h.z(tg, i, qp)

tC:t‘l‘h/Z, lC:l+Bl/2’ QC:q+BZ/2
Cy =h.f(te ic, qc)

C, =h.z(tc,ic, qc)

tD:t‘l‘h, iC:i‘l‘Cl, qC:q+C2
Dy = h.f(tp,ip,qp)

D, = h.z(tp,ip,qp)

i =i+<[Ay+2B; +2C; + D]
q = q+[Ay + 2B, +2C, + Dy
t=t+h

Bu islem bir nokta igindir, yeni noktalar icin i ve q baslangic degeri alinarak bas tarafa
dontliir.

Ornek 4.
V(t) = 10 Sin(100t), L = 0,1H, VI on " 100mH
C1
At =h =0,0002s, V.(0)=0, i.(0)=0, 20 Vrms —1uF
60 Hz
C = 100pF, R =10 o )

Devreye iligkin diferansiyel denklemleri ¢ikartarak i(t) nin baslangi¢ noktasindan bagka ii¢
noktasinit daha t = h = 0,0002s ile R-K yontemiyle ¢ozelim.

o di®) | a@®
V() = R.i(t) + LE2 418

dq _ .
- = ()

di(y _ VO-Ri©-1E2  10sin(100n)-1i(0) L5

f(t; i, q) = - 10

dat L 0,1

£(t,i,q) = 100Sin(100t) — 10.i(t) — 1075.q(¢t)
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q(t,i,q) =2 = i(p)

1. Dereceden R-K yontemiyle; t, = 0, iy = 0, ve q, = 0 baslangi¢ kosullariyla;
1.noktanin hesabi;

Ay = h.f(to,i9,q0) = 2.107% f(to, i0,q0) = O
ty = to+>=1.107",

ia=io+32=0

t;=to+h=210"%

i1 =ipg+h f(tyisqu) =2.107*

Ay = h.g(to,io,qo) = h.ip =0
qa=qo+2=0

q1 = qo+h.g(ta,ia,qa) =0

2.noktanin hesabi;

Ay = h.f(ty,iy,q) = 4.107*

ty = t1+§= 3.107%,

g =i +2=4.107

t,=t; +h=14.10"%,

i, =iy + h. f(tyisqs) =8.107*
A, = h.g(ty,i;,q1) = h.i; = 4.1078
qa=q+2=210""

g =q; +h.g(ts,is,q4) =q, +h.iy =8.107*

3.noktanin hesabi;

A1 = hf(tz, iz, CIZ) = 8 10_4
th=t,+5="510"*,

i =iy +2=12.107
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t; =t, +h=6.10"%,

i3 =iy + h f(tsisq,) = 18.10
A, = h.g(ty,i5,q,) = h.i, = 16.1078
da = q> +AZ—2 =16.1078

qs = qz + h.g(ta,is,qa) = g, + h.iy = 32.1078 boylece;

t(s) i(4) q(C)

0 0 0

2.107% | 2.107* 0

4.107*| 8.107* | 8.1078

6.107* | 18.107* | 32.10°8

9.6. Kismi Diferansiyel Denklemler ve Sayisal Coziimleme

Miihendislik alanindaki uygulamalarin ¢ogunda fiziksel problemler genellikle birer kismi
diferansiyel denklemle ifade edilir.

o0%U
T ox2

dagilim1 denklemi olarak kullanilir)

a + ZZTZ = 0 (Eliptik diferansiyel denklem, Elektrik ve Magnetik alan dagilimi sicaklik

2 2
a. ZTZ - ZTZ = 0 (hiperpolik diferansiyel denklem, dalga denklemi)

92U oU . . . - . _—
a3z "5 = 0 (Parabolik, diferansiyel denklem, Difizyon denklemi, 1s1 iletim
uygulanamalari)

9.6.1. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi
Kismi diferansiyel denklemleri kartezyen koordinatlarda genel olarak;
Y 02U

a. 0x2 +b oxdy

o%u ou ou . . .r-
+ Ca_yZ+ da-l- e$+fU + g = 0 seklinde ifade edilir.

Burada katsayilar sabit olabilecegi gibi (dogrusal kismi diferansiyel denklem) bagimsiz
degiskenler x ve y nin fonksiyonu da olabilirler (dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemler).

Yukarida verilen genel formda eger;

1. b2 — 4ac < 0 (Parabolik diferansiyel denklem)
2. b? — 4ac = 0 (Eliptik diferansiyel denklem)
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3. b? — 4ac > 0 (Hiperbolik diferansiyel denklem)
Bu isimlendirme egrilerin yapilarindan kaynaklidir.
Cozlim igin iki 6nemli yontem vardir;

a.)Sonlu farklar yontemi; Coziilecek diferansiyel denklem, sonlu farklar cinsinden alinarak
ve smir sartlar1 da kullanilarak denklem takimina doniistiiriiliip ¢oziliir.

b.)Sonlu elemanlar yontemi; Diferansiyel denklem dogrudan ¢6ziilmez ancak sonuglar1 bu
diferansiyel denklemi saglayan ele alinan fiziksel problemin “Enerji Fonksiyoneli” minimize
edilir.

Bu iki yontem arasindaki temel farkliliklar;

*  Sonlu elemanlar diizglin olmayan sekillere daha kolay uygulanir.

*  Sinir kosullariyla belirlenmis, ¢oziim bolgesi elemanlara ayristirilan sonlu elemanlar
yonteminde, degisik biiyiikliikteki elemanlar kullanilabilir. Bu nedenle bagiml
degiskende biiyiik degismelerin s6z konusu oldugu yerlerde kiiciik elemanlar, kiigiik
degismelerin oldugu yerlerde de biiyiik elemanlar kullanarak ¢o6ziilecek denklem
sayisinda ve ¢6ziim zamani indirgenmis olur..

* Sonlu farklar yonteminde ¢6ziimde, genellikle iteratif ¢oziimlerle karsilasiimasina
karsilik sonlu elemanlarda bazen dogrudan dogruya bir islemle sonuca varilir.

9.6.2. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklarla C6ztim Yontemleri

9.6.2.1. Parabolik Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklarla Céztimii
Ornek 1.

Is1 iletimi yapmakta olan [ boyundaki bir ¢ubugun her iki basindaki sicakliginin bilinip ve
zamanla degismedigini varsayalim. Ayrica t = 0 aninda ¢ubuk boyunda sicaklik dagiliminin
da bilindigini kabul edelim. Ornegin sabit olsun. Bdylece ii¢ taraftan smir kosullari
belirlenmis olan alanda sicaklik dagilimini elde etmek i¢in U sicakligi gostermek iizere;

QLU U _ (1)

"oxz ot
bu tek boyutlu 1s1 iletim denklemini ¢6zmek gerekir.

Bu denklem parabolik bir kismi diferansiyel denklem olup ¢6ziim i¢in ¢6ziim alami sekilde
goriildigli gibi elemanlara ayrilmistir ve denklemdeki tiirevler yerine ikinci mertebeden
tiirevler i¢cin merkezi farklar, birinci mertebeden tiirevler icin ileri yon farklar alinir. Boylece
sekildeki gibi bir bolmeleme igin;
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U=U, Cozlim alani U="U,
0 4
U="U, a X
l
t
G+2)
G+
U °
(j_ 1) (xi't)
Ay
Ax
-1 @ ((+1)

02U _ U(x+Ax,t)—2U(x,t)+U (x—Ax,t)

0x2

oU _ U(xt+At)-U(x,t)

ot

At

(8x)?

olmak iizere (x;, t;) noktasi igin;

02U _ Ui4q1,j—2U;j+U;—q;

0x2

h2

oU _ Ujjy1—Uij

ot

k
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konulup gerekli diizenleme yapilirsa;

ak
p=— olmak iizere;
h2

Upjs1 = B-Uiprj+ (1 —2p).U;j + B.U;_q; cebrik denklemi elde edilir. 2
Kararli ¢oziimler elde etmek igin;

olmak zorundadir. Bu kosulla

B
p<— olacagindan h segilince k belirlenmis olur.

2. denklemde t = 0 oldugu x ekseni ilizerindeki noktalara uygulanirsa bu noktalarin degerleri
sinir  kosullarindan belli oldugu igin t = At = k olan yatay dogru iizerinde bulunan
noktalardaki sicakliklar belirlenmis olur. Boylece x ekseni iizerindeki noktalari baglangic
degeri olarak alirsak her k = At artiminda yani noktalarin sicakliklar1 hesaplanmis olur. Yani
(i—1,), (7)), (i +1,j) noktalarindaki sicakliklar biliniyorsa (i, j + 1) noktasindaki sicaklik
hesaplanabilir.

@ji+1)
R
i-1) @GN +1))

Ornek 1.

Bagil biiyiikliiler kullanilarak (1) denklemi

0%’U dU
22 _ZZ_p
0x? ot

Denklemde biiyiikliikkler norm olup birimleri olmaz. Bagil boyu x = 1 olan her iki basinda
bagil sicaklig sifirda tutulan bir ¢ubugu tam ortasindan u = 1 bagil sicakligina getirelim.
Sonra 1s1 kaynagini uzaklastiralim. Bagil zaman t = 0,005 olana kadar (h = 0.1, k = 0.,001)
aralikli noktalardaki sicakliklar1 bu denklemden; Biitiin t degerleri i¢in x = 0 ve x = 1°de
u =0 dr.

t=0 igin 0<x<> de U=2x

t=0 i¢in % <x<1de U=2(—-x) sinrdegerlerinden faydalanarak bulalim;
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a = 1 alinirsa (2) bagintis1 bagil biiyiikliikler cinsinden verilmis olan diferansiyel denklem
icinde gegerli olur. Boylece;

Upjs1 = B-Upprj + (1= 2.8).U; j + B.Ui_y

bagintis1 bagil biiyiikliikkler cinsinden verilmis olan diferansiyel denklem iginde gegerli olur.
Boylece;

g = ak _ 1x0,001 _
" hz T o001

dagilimi elde edilir.

0,1 i¢in yukaridaki denklem kullanilarak asagidaki tablo ve sekildeki

i 0 |1 2 3 4 5
X 0 (01 10,2 0,3 0,4 0,5
j=0 | t=0000 (O |02 |04 0,6 0,8 1
j= t=0001 [0 |02 |04 0,6 0,8 0,96
j=2 t=0002 |0 |02 |04 0,6 0,796 | 0,928
j=3 t=0003 |0 |02 |04 0,599 |0,789 | 0,901
j=4 | t=0004 [O |02 |04 0,598 | 0,781 | 0,879
j=5 | t=0005 |0 |02 0,39 | 0597 |0,773 | 0,859
u
E Simetri ekseni
i ----- t=0
'; — t=0001
1 A . ot =
AN .t = 0,001
e \\
S AN\
YAV N
// /,/ ! N \\
vl | N
Ry ! AN
// /,/ : ) \\
///./ e E \'\\\
Y | N\
0,2 y//ad , N\
)] 7 1
: N\
i E \ X
01 0,5 1
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9.6.2.2. Eliptik Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklarla Coziimli

Coziim bolgesi elemanlara ayristirilir. Denklemlerdeki tiirevler yerine merkezi farklar alinir.

AU = 0 ile gosterilen Laplace denklemi olarak ta bilinir.

Eliptik kismi diferansiyel denklemi ele alalim. Sinir kosullariyla belirlenmis R ¢6ziim bolgesi
sekildeki gibi k = Ay , ve h = Ax araliklara bolelim;

02U _ U(x+Ax,y)—2U(x,y)+U(x—Ax,y)
dx2 (Ax)?

02U _ U(x,y+Ay)-2U(x,y)+U(x,y—Ay)
dy? (Ay)?

olmak tizere (x;, y;) noktalar1 igin;

0%U _ Uit1,j—2U;j+Uiqj
o0x? h?

0%U __ Uij41—2U;j+Ujj . . .
e =Y k;] “/— yazarak denklemde yerine yerlestirip, ara islemlerden sonra;

Z(hz + kz) Ui,j = kZ(UH_Lj + Ui—l,j) + hZ(Ui,j+1 + Ui,j—l) (1)

cebirsel denklemini elde ederiz. Kolaylik olmasi i¢in; h = k alinirsa;

4, Ui,j = (Ui+1,j + Ui—l,j + Ui,j+1 + Ui,j—l) elde edilir. (2)
y
b
G+
0) .(xi'Yi)
G-1 R
k
h k é .
0 (-1 @ G+ . .
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R bolgesinin smirlart boyunca U degerleri verildigi i¢cin bolmeleme sonunda ortaya ¢ikan her
nokta i¢in bu denkleme benzer, denklemler yazilacak olursa bu noktalar sayisinca bilinmeyen
ve denklem elde edilir. Bu cebirsel denklem takiminin ¢dziimiiyle her bir noktanin U degeri
belirlenmis olur.

Sinir kosullart U’nun sabit degerleriyle verilebilecegi gibi bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu
olarak ta verilebilir. Bazen de sinir deger olarak U’nun bagimsiz degiskenlerinden birine gore

y y
U=0 U=100
U=50 R | v=10 U =50 R e 3, = 100
U=0 a x v _, a x
dy

birinci mertebeden tiirevinin degerini verir. Sinir kosullar1 U nun sabit degerleri ile
verilebilecegi gibi bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu olarak ta verilebilir. Bazen de sinir
deger olarak U nun bagimsiz degiskenlerden birine gore birinci mertebeden tiirevinin
degerleri verilir.

Sinir kosullar1 U nun tiirevleri seklinde verilirse bu tiirevleri sonlu farklar cinsinden yazarak
noktalarin U degerleri arasindaki iliskiler saglanir. Ornegin yukarida gosterilen ikinci sekil
kullanilirsa hata mertebesi kii¢iik olur.

oU(x,y) _ U(x—2Ax,y)—4U(x—Ax,y)+3U(x,y)
ax 2Ax

oU(x,y) _ —U(x,y+2Ay)+4U(x,y+Ay)—3U(x,y)
dy - 2Ay

e au . . o
Sonlu farklar kullanilirsa hata mertebesi kiiciik olur. a—z icin geri yon sonlu farklar
kullanilmasiin sebebi, x’in sinir degerinde tiirev alinmasidir, yani tiireve girecek olan x
o . . . . - . - a C e
degerleri bu smirin gerisindeki degerleridir. Benzer diisiinceyle % icin ileri yon sonlu

farklarin kullanilmasi gerekliligi ortaya ¢ikar. Boylece;

oU(x,0)  —U(x,2k)+4U(x,k)-3U(x,0)
dy o 2k -

0 0<x<a

0U(ay) _ Ula=2hy)-4U(a-hy)+30@@y) _ 109 0<y<b
0x 2h - -

Ilk esitlikte x ekseni ile ona k araliklarla paralel iki yatay dogru iizerindeki noktalara iliskin U
degerleri arasindaki iliski saglanir.Benzer sekilde ikinci bagintiyla
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x=a, x=a—h, ve x =a— 2h,

diisey dogrular iizerindeki noktalara iliskin U degerleri arasinda iligski saglanmis olur. Birinci
mertebeden bu tiirevler igin;

Uxy) _ Uy)-Ulx—Axy)  0U(xy) _ Ulny+Ay)-U(xy)
0x Ax dy Ay

Sonlu farklarla alinabilir. Ancak bir 6ncekine gore hassas sonuglar ¢ikmaz.

Ornek 1.

Sekilde sinir kosullar belirlenen R bolgesi iginde gosterilen noktalarda;
Ap = 8x%y?

poisson diferansiyel denklemini saglayan potansiyellerini bulunuz.

h = k = 1 olmak tizere daha Once;

92U o?u . . . . .
5z Ve 3,7 i¢in sonlu farklar cinsinden verilen ifadelerde U yerine ¢ alinarak;

22 92 : s .
a_x(f + a—yf = 8x2y? de yerlerine konulursa (2) bagintisina benzer sekilde;

Piz1,j T Qic1j+ Pije1 T Qijo1 — 4@ = 8x2y? elde edilir. Simetriden dolay1 sekil igin;
P1=P7 =93 = P9
P2 = Ps = P = Pg

oldugu hatirda tutularak ¢ikarilan bu bagitiy1 sekildeki 1, 2 ve 5 nolu noktalara sirasiyla
uygularsak;

y 0=0
1 2 3
®  2n
4 5 6 =0
=0
# 7[ 8 9
b
=0

1 noktasi i¢in;
@2+ ¢4 — 491 =8(-1D*(-1)? , ¢, = ¢, oldugundan 2¢, —4¢; =8
2 noktasi i¢in;
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@3+ @1 + @5 — 49, = 8(—=1)?(0)* @3 = @;oldugundan 2¢; — 4@, + @5 =0

5 noktas1 i¢in;

@6 + Q4+ @2 + 93 — 45 = 8(0)%(0)%, ¢, = ¢, = P = @g ,0ldugundan 4¢, —4¢s =0

20, — 49, =8

201 =490, + 95 =0
4¢9, — 45 = 0 denklemleri ¢oziildiigiinde;

@, =-3, ¢, =—2, @s= —2olarak bulunur.

9.6.2.3. Hiperbolik Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklarla Coziimti

Insaat ve Makine miihendisliginde akiskanlar teorisinde kullanilan asagidaki denklem;

ou

+ax0

Birinci mertebeden bir hiperbolik kismi diferansiyel denklem olup ¢oziimleri i¢in Lax-
Wendroff yontemi kullanilir (a > 0 olan bir sabit). Bu yonteme goére verilen diferansiyel
denklemden;

5]

Frii e aa_x , oldugu hatirlanarak U (x, t) fonksiyonu (x, t + At) noktasi civarinda Taylor

serisine agilir. Yani At = k alinarak bu a¢inim;

6U(xt) kz 92U (x,t)

U, t+k)=U(x,t) + k—== 12

+R..

R = 0 olup, t ye gore kismi tiirevleri yukarida verilen iliski geregince x’e gore kismi tiirevler
cinsinden yazarsak;

UGt +k) = Ulxt) — a k28D 4 1jzq2 Z0E0

h = Ax olmak iizere x’e gore kismi tiirevler yerine merkezi farklar yazilacak olursa;

UGt +k) = U t) =S [UG+ht) = UG —h,

h,t)] yani
_ ak k2a? . )
Ui,j+1 = Ui,j - E [Ui+1,j - Ui—l,j] + W[Ui+1,j - 2. Ui,j + Ui—l,j] ara 1$lemden sonra,

a.k .
P = — olmak tizere

1 1 .-
Ui,j+1 = Ep (1 + p)Ui—l,j + (1 — p)Ul,] — Ep (1 — p)Ui+1,j elde edilir.
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Boylece (i,j), (i +1,j) ve (i —1,j) noktalarinda bilinen U degerlerinden faydalanarak
(i,j + 1) noktasindaki U degeri belirlenmis olur.

@GLj+1
I k
h h
@- @
(i—1,)) @n (i+1,))

Ornek 1.
Analitik ¢6zimii U = %sin(nx) .cos(mt) olan

02U _ 9%U

= normalize dalga denkleminin;

*  Simurkosullarit > 0iginx =0vex=1delU =0
* Baglangic kosullar1 t =0 da 0 < x <1 arahig1 i¢in U = %sin(nx) ve Z—Lt, =0 ve
gx) =0
ile r = 1 alarak birkag¢ noktasini sayisal olarak hesaplayiniz.
r = 1 i¢in agagidaki esitlikten
Upjor = 12041 + 2.(1 = 13Uy ; + 172U;_1j — U; j_1  (bir 6rnekten elde edilmistir)
A Upjr1 =Uiprj t Uiy — U jq j=1
Uin = Uit10 T Ui10 — Ui j=0

i [Uix — U;—1] = g(x) (bir drnekten elde edilmistir)
Bu esitlikten g(x) = 0 i¢in j = 0 alinarak;
U;1 = U;_4 elde edilir.
Son iki esitlikten j = 0 i¢in;
b) Uix= %[Ui—l,o + Uit1,0]

simdi t =0 i¢in x ekseni boyunca h = 0,1 secerek (r =1 oldugu i¢in k =1 olur)
isaretlenecek her noktaya U = %sin(nx) den U lar1 hesaplayip koyalim. Sonra x = 0 oldugu t

ekseni boyunca k = 0,1 araliklarla alinacak her noktaya U = 0 degerlerini yerlestirelim daha
sonra t =k = 0,1 yatay dogrusu boyunca dizili noktalardaki U lar1 (b) bagmntis1 ile
hesaplayalim. Geri kalan noktalardaki U degerleri yukaridaki (a) bagintisiyla hesaplanir.
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U'nun stnur degerleri

0,5 0 o ° ° ° °
0,4 0 e o ° ° ° (@)bagintisiyla
0,3 0 o ° ° ° °
0 e ° °
02 ¢ ¢ (b)bagintistyla
0,036 0,069 0,096 0,113 0,119 ]‘
0,1 0 o ° ® ® U==si
0,038 0073 0,101 0118 0125 } g Sin(m)
. ° ® ® Py
0 0,1 02 03 0,4 0,5 X
U
t=20
0,125
t=0.1
0,1
0,075 t=0.3
0,05
t=04
0,025 f =05
X
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10. SAYISAL INTEGRAL

Sozlik anlamina gore integrasyon birlestirme, pargalari bir araya getirme, biitiinii olusturma
anlamina gelmektedir. Matematiksel olarak integrasyon;

I = f: f(x)dx seklinde gosterilmekte ve f(x) fonksiyonunun x = a ile x = b smurlari
arasinda x bagimsiz degiskenine gore integralini ifade etmektedir. integralin sembolii de
biiyitk harf S (summation=toplama) ‘den esinlenerek tiiretilmistir. Yukaridaki esitlikte
integrali alinan f(x) fonksiyonuna integrand denir. Sekilde integrasyon kavraminin grafiksel
ifadesi goriilmektedir. Buna goére f(x) fonksiyonunun integrali, x = a ve x = b sinirlari
arasinda fonksiyon ile X ekseni arasinda kalan alana karsilik gelmektedir.

o

10.1. Newton-Cotes Integrasyon Formiilleri Ile Sayisal Integral

Newton-Cotes formiilleri en yaygin olarak kullanilan sayisal integrasyon formiilleridir. Bu
formiiller karmasik fonksiyonlar veya tablolanmis veri degerleri yerine integrali kolay olan
yaklagik fonksiyonlarin kullanilmasi esasina dayanir. Matematiksel olarak bu durum;

=[] f()dx = [ f,(x)dx

seklinde ifade edilir. Burada fn(x), integrali alinmak istenen esas fonksiyonun yerine
konulacak olan ve

fn(@) =ag+a;x+ -+ a1 x" 1+ ax"
seklinde n. dereceden bir polinomdur.

Ornegin asagidaki Sekil a da karmasik bir fonksiyona birinci dereceden bir polinomla (bir
dogru ile) yaklasilmas1 durumundaki ve, Sekil b ‘de ise ikinci dereceden bir polinomla (bir
parabol ile) yaklasilmasi durumundaki integrasyonlar goriilmektedir.
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) 1t]

(a) (b)

(a) Diiz bir dogru ve
(b) Bir parabol altindaki alan yardimiyla integral hesab1

Integrale sabit uzunluktaki dilimler boyunca parca parga bir seri polinom kullanilarak da
yaklasilabilir. Ornegin asagidaki sekilde karmasik bir fonksiyonun x =avex =b
araligindaki integraline ii¢c dogrusal fonksiyondan olusan dilimler ile yaklagilmasi durumu
goriilmektedir. Ayn1 amag i¢in daha yiiksek dereceden polinomlar da kullanilabilir.

x)

Ug dogru parcasi altinda kalan alan yardimiyla integrale yaklagim.

10.1.1. Polinomlarla Sayisal integral, Yamuk (Trapez) Kurali

Asagidaki sekilde goriildiigii gibi; y = f(x) egrisinin altinda xy < x < x,, araligindaki alan;
n= % dilime bolerek elde edilen her bir dilimdeki y = f(x) egri parcasini bir dogru
pargast olarak alirsak dilim yamuga benzeyeceginden alan;

1. Dilimin alan1 I; = %(yl + yo) yamugun alani.

2. Dilimin alani1 I, = %(yz +y,)
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n. Dilimin alani I, = %(yn +y, 1)

y = f(x) egrisinin altinda xy, < x < x,, araligindaki alan n adet dilimin alanma esit
oldugundan, yani

I=[y()dx = [ y()dx + [[2y()dx + -+ [ y(x)dx
1211+12+I3++17’l

h h h
I=501+y0) +50z+y) ++ 7O+ yn-1)

h
I'=Zyo+2(y1+yz2+ "+ ¥Yn-1)+¥n) 1)

Yn

Y1

Yo

Her dilimin alani yamugun alanindan kiiclik de olsa farkli oldugundan (1) denklemindeki
ifade hata igeren bir ifadedir. Bu hatay1 kiigliltmek i¢in h araligi kiigtltilir, yani n dilim
sayist artirtlir. Bu yonteme Yamuk kural denilir. Burada y = f(x) yerine h araligindaki
dogru pargasi (1. dereceden polinom) alinmstir.

Yamuk kuralinin farkli bir yorumu asagidaki esitlikten n. dereceden polinomun, 1. Dereceden
dogru denklemi olmast durumuna karsilik gelir;

= f:f(x)dx Ef;fl(x)dx

Egri uydurma konusundan hatirlanacag: iizere dogru denklemd;

i) = f(a) + 2D (- g
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seklindedir. Bu bagint1 integral ifadesindeki integrand yerine yazilir ve a ve b sinirlar
arasinda integral alinirsa, bu dogru altinda kalan alan;

I = f: [f(a) +%(x—a)] dx

seklinde elde edilir.

f(a)

/ a b X

Sekil Trapez kuralinin grafiksel agilim1

(b)-f(a) (b) () (b)—a.f(a)
£ = (@) + 2L (x - a) = L2 x4 f(o) - LSS

f(b)— f(a) b.f(a)-a.f(a)-a.f(b)+af(a) _ f(b)-f(a) b.f(a)—a.f(b)
fl( )= b-a X+ b-a ~ b-a X+ b-a

Bu ifadenin x = a ve x = b araliginda integrali alinirsa

_ b [rb)-f(a) bf(a) af(b) f(b) f(a) x% | b.f(a)-a.f(b)
=7 [F2ES et | dx = L22HD X 2IOGTE)

_ f®)-f(@) ?*-a®) , bfl@-afd) ,
I = P - (b—a)

(b%—a?) = (b—a).(b +a)

I=[f(b) - f(@]. E2+ b.f(a) — a.f(b)

[ = b.f(b)-b.f(a)+a.f(b)—a.f(a) n 2b.f(a)-2a.f(b) __ f(b)[b+a-2a]+f(a)[-b—a+2b]
2 2 2

I'= (b —a) X2 sekinde elde edilir.

Elde edilen bu bagintt yamuk formiilii olarak bilinir. Geometrik olarak yamuk kurali
sekildeki f(a) ve f(b) noktalarini birlestiren dogru altinda kalan alana karsilik gelmektedir.
Yamuk kuralinin dogrulugunu artirmanin bir yolu  a ‘dan b ‘ye kadar olan integral araligini
belirli sayida dilimlere bolmek ve her bir dilime yamuk kuralint uygulamaktir. Her bir dilimin
alan1 toplanarak aralik boyunca integral hesaplanmis olur. Bu sekilde elde edilen formiil ¢cok
dilimli yamuk kurali veya kisaca yamuk kurali olarak adlandirilir.
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Yandaki sekilde yamuk kuralinin genel format1 ve kullanilan notasyon goriilmektedir. Integral
araligli boyunca n+1 tane esit araliklarla yerlestirilmis nokta (Xo, X1, X2, ..., Xn) vardir.
Dolayisiyla esit genislikli n adet dilim s6z konusudur. Buna goére bir dilimin genisligi,

h=2=2 {x =a x,=a} olmaktadr.

Eger a ve b sirasiyla x, Ve x,, olarak gosterilirse, toplam integral;
_ X1 X2 Xn
I= fxo f(x)dx + fxl fodx + -+ fxn_lf(x)dx

R Ok (P (AR (AT (RIS

seklinde yazilabilir.

x4
£xy)

2
%
St

fla, _a)

filx, _32)

flx, _ 1)

\ g

AN
AN

Flxg)

AN\

AN
AN

AN

QAN
NN

AN

P |

=
=

&

Tk
Il

Q.

|

[}

3

Ap = a x, = b

Yamuk kurali her bir integral i¢in uygulanirsa her bolme aralig1 esit h ile ifade edilerek;

elde edilir. Terimler gruplanirsa;
h -
I'=20f (o) + 2. 555 £ () + £ ()]
yamuk kural1 i¢in alternatif bir ifade h = b%a ifadede yerine yazilirsa;

n=1 ¢,
I ~ (b _ a) f(x0)+2-21=1 f(xl)'l'f(xn)

2n

seklinde elde edilebilir. Yukaridaki diger yontemle elde edilen ifadenin aynisidir.
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Ornek 1.

Asagidaki fonksiyonun a = 0 ve b = 0.8 araligindaki integralini hesaplamak i¢in iki dilimli
yamuk kurali uygulayin

f(x) =0.2 4+ 25x — 200x2 + 675x3 — 900x* + 400x°

Integralin analitik degeri I = 1.640533 olduguna gore gergek hata oranini bulun.

n=2, h="2=280_04 dilimler 0 dan baslayarak 0.4 adimlarla ilerler.

n 2

f(a) = f(x) = f(0) =0.2
f(x,) = f(0.4) = 2.456

f(b) = f(x) = £(0.8) = 0.232

n=1 (o x
I=(b-a) f o) +2 N fOe)+f (o) _ (0.8 — 0) 0.2+2+(2.456)+0.232 _ 1.0688

2.n 2%2
£ = 1'642211225688 .100% = 34.9%
n h I et(%)
2 0.4 1.0688 34.9
3 0.2667 1.3695 16.5
4 0.2 1.4848 9.5
5 0.16 1.5399 6.1
6 0.1333 1.5703 4.3
7 0.1143 1.5887 3.2
8 0.1 1.6008 2.4
9 0.0889 1.6091 1.9

=
o

0.08 1.6150 1.6

Yukaridaki 6rnegin iig-elemanlidan 10-elemanli duruma kadar tekrarlanmasiyla elde edilen

sonuglar tablo da 6zetlenmistir. Eleman sayisindaki artigla birlikte hata oranindaki diisiise
dikkat edilmelidir.

10.1.2. Simpson Kurali

Yamuk kuralin1 daha ince dilimlerle uygulamak integrasyonu iyilestirmenin bir yolu olmakla
birlikte, bir diger yol da, integrasyonda dogrusal elemanlar kullanmak yerine daha ytiksek
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dereceden polinomlarin kullanilmasidir. Asagidaki sekillerde gorildigii gibi eger f(a) ve f(b)
noktalar1 arasinda (@, b) araligini esit iki par¢aya bolen iiglincii bir nokta elde edilebilirse, bu
iic nokta bir parabol ile; benzer sekilde esit aralikli dort nokta elde edilebilirse bu noktalar
ticlincii  dereceden bir fonksiyon ile birlestirilebilir. Bu polinomlarin integralde
kullanilmasiyla elde edilen formiilasyonlar Simpson kurali olarak adlandirilir. iki gesit
simpson kurali tanimlanir;

10.1.2.1.  1/3 Simpson Kurali

Eger dogru parcast yerine y = ax? + bx + ¢ almirsa f(x)’e biraz daha uygun yaklasim
yapilmis olacagindan hata kiiciik olacaktir.

y=fk)

y=f
Vs | y=ax*+bx+c
|
|
!
|
Y2 L
| |
| | I |
I
| |
(AU
Vo \} | | !
: no1 h I h,| h |
AN T |
/
X0 X1 X2 X3 Xy  Xg X

x=2xy=—h i¢in y,=ax2+bxy+c y,=ah®?—bh+c
x=x,=0 i¢in y;=ax?+bx;+c y,=c
x=x,=higin y,=ax2+bx,+c y,=ah’+bh+c

denklemlerinden;

_ 1

1
a=550o—2y1+y2) b=5(02-Y0) c=n
Bulunduk tan sonra; x, < x < x, araliginda;

= 3 2
L= 2 y(dx = [77° (ax? + bx + c)dx = T+ 2+ ex |1,
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L=+ 2 g ch) — (-2 + 25y

I, = %“h3 + 2ch

a ve c yerlerine konulursa;

I = 2?(# (Yo — 2y, + 3’2)) + 2h.y,

I, = g(}’o + 4y, + y,) bu esitlige 1/3 Simpson kurah da denilir.
2h genisligindeki x, < x < x, aralifinda ayni kurali uygularsak;

h
I, = 5(3’2 +4y3 +y,)

Genellestirirsek; x,,_, < x < x,,

I, = g(yn_2 + 4y,_1 + y,) olur o halde;

I=["y(dx = [2y(dx + [ y()dx + -+ [ y(x)dx
I=L+1L+—+1,

I = g(YO + 4y; +y2) +§(J’2 + 4y +y,) + -

I=2(yo+ 41+ Y3+ Y5+ +Yu1) T 202 + Y4+ Yo+ + Vuz) + ¥

esitligiyle 1/3 Simpson kuralimin genel formu elde edilir.

Bir baska yontemle ayni kurallar elde edilebilir.

fl flx)

N\

.

a

a)Simpson’un 1/3 kuralinin grafik gosterimi, lic noktayi birlestiren bir paraboliin
altindaki alan1 kapsar.

b)Simpson’un 3/8 kuralinin grafik gosterimi, dort noktayr birlestiren bir kiibik
polinomun altindaki alan1 kapsar.
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Asagidaki esitlikte ikinci dereceden bir polinomun kullanilmasi durumunda 1/3 Simpson
kural elde edilir.

I= [0 fe)dx = [ f,(x)dx

Eger aveb, x, ve x, olarak gosterilirse, f,(x) fonksiyonu Lagrange-interpolasyon
polinomu ile ifade edilerek integrasyon asagidaki gibi ger¢eklestirilebilir.

(x=x1).(x— (x—x0).(x— (x—x0).(x—
| = f;;z Mf(xo) + Mf(xl) n Mf(xz)] dx

(xo—x1).(x0—x2) (x1=x0)-(x1—x2) (x2—=x0).(x2—x1)

Integrasyon ve ardindan diizenleme isleminden sonra asagidaki bagimt: elde edilir;
= g[f(xo) +4f(x,) + f(x,)] buradah = (b — a)/2 seklindedir.

Bu baginti 1/3 Simpson kurali olarak adlandirilir. 1/3 adlandirmasi bagmtidaki 1/3
katsayisindan kaynaklanmaktadir. Bu son bagintida h = (b — a)/2 degeri yerine yazilirsa
baginti;

[=(b-a) f(xo)+4f(6x1)+f(x2)

seklinde olur.

Buradaa = x,, b =x,, ve x; = (b+ a)/2, yani ave b arasindaki orta noktadir.

Yamuk kuralinda oldugu gibi Simpson kural da esit genislikteki ikiden fazla sayida elemana
uygulanacak sekilde genisletilebilir. Bu durumda dilim genisligi asagidaki gibi olacaktir;

h — (b_a)

n

f(x)

Simpson’un 1/3 kuralinin ¢oklu uygulamasinin grafik gosterimi, yontem, aralik sayisinin ¢ift
olmas1 durumunda uygulanabilir.

Bu durumda toplam integral asagidaki gibi olur;

1= f;;z f(x)dx + f;;f(x)dx + 4 f:_z f(x)dx
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Her bir integral icin 1/3 Simpson formiilii kullanilirsa;

[~ hf(xo)+4f(3x1)+f(xz) N hf(xz)+4f;x3)+f(x4) N hf(xn—z)+4f(3xn—1)+f(xn)

elde edilir. Uygun terimler bir araya toplanirsa 1/3 Simpson kuralinin genel formiilii;

f(x0)+4‘21 1,3,5.. flxi)+2 Z] 2,4,6.. f(xj)‘l'f(xn)

3n

[=(b-a)

seklinde bulunur. Yukaridaki sekilden de goriilecegi ilizere; 1/3 Simpson kural1 uygulanacak
ise ¢ift sayida dilim kullanilmasi gerekir

Ornek 2.

Asagidaki fonksiyonun integralini,a = 0 ve b = 0.8 araliginda dort elemanli (n = 4), 1/3
Simpson kural1 ile hesaplayiniz. Analitik integral degeri [ = 1.640533 “dir.

f(x) = 0.2+ 25x — 200x? + 675x3 — 900x* + 400x°

n=4, h=—= = 0.2, dilimler 0 dan baslayarak 0.2 adimlarla ilerler.

f(a) = f(xo) = f(0) =0.2

f(x;) = £(0.2) = 1.288

f(xy) = f(0.4) = 2.456

f(x3) = f(0.6) = 3.464

f(b) = f(xs) = £(0.8) = 0.232

fxo)+4.X1 s F(xD+2.872F 46 F(2))+F ()

[=(b—a) o
[ = (0.8 _ 0) 0.2+4*(1.288+3.422+2*(2.456)+0.232 — 1.62357
g = 1.04%

10 nokta ilerletilirse; Cift noktalarda ¢6ziimiin daha yakin oldugu goriilmektedir.

n h I et
Nokta | adim | integral | Hata

4 0,2 1,62 1,04
5 0,16 |1,5 8,28
6 0,133 |1,64 0,21
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7 0,114 1,57 4

8 0,1 1,64 0,065

9 0,089 1,6 2,42

10 0,08 |1,64 0,027

10.1.2.2.  3/8 Simpson Kurali

Yukaridaki 6rnekte 1/3 Simpson kuralinin olduk¢a dogru sonug verdigi goriildii. Bu nedenle
bir ¢cok uygulamada 1/3 Simpson kurali, yamuk kuralina tercih edilmektedir. Ancak 1/3
Simpson kuralinin bir sakincasi, ¢ift sayida dilim kullanilmasi zorunlulugudur. Bazi
durumlarda araligin yuvarlatma hatasi az olmasma yonelik olarak tek sayida dilimlere
boliinmesi uygun olabilir. Boyle durumlarda 1/3 Simpson kurali agsagida aciklanacak olan 3/8
Simpson kurali ile birlikte kullanilabilir.

3/8 Simpson kurali, 1/3 Simpson kuralina benzer sekilde tiiretilir. Ugiincii dereceden bir
Lagrange interpolasyon polinomu integrand olarak kullanilip integrali alinirsa;

I= [ fedx = [7 f5(x)dx

I=22[f(xo) +3f(rs) +3F(xz) + f(x3)] seklinde olur.

Burada h = (b — a)/3 tiir. Bu esitlik 3/8 Simpson kurali olarak adlandirilir ve genellikle tek
sayida elemen kullanmak gerektiginde, 1/3 Simpson kuraliyla birlikte son ii¢c elemanina
uygulanir.

Dilim genisligi yukaridaki formiilde yerine yazilirsa formiil;

I ~ (b _ a) f(x0)+3f(x1)+3f(x2)+f(x3)

S sekline gelir.

Ornek 3.

a)Simpson’un 3/8 kuralin1 kullanarak;

f(x) = 0.2+ 25x — 200x2 + 675x3 — 900x* + 400x°>

fonksiyonunun a = 0’dan b = 0.8’e kadar sayisal integralini hesaplaymiz.

b) Bes aralik (dilim) i¢in ayn1 fonksiyonun a = 0’dan b = 0.8’¢ kadar sayisal integralini 1/3
ve 3/8 Simpson kurallarin birlikte kullanarak hesaplayiniz.

(a): Simpson’un 3/8 kuralinin tekli uygulamasi dort adet esit aralikli nokta gerektirir;

b—a 0.8—0

n=4,h T=0'2667
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f(a) = f(xo) = f(0) =0.2
f(xy) = £(0.2667) = 1.432724
f(xz) = £(0.533) = 3.487177
f(b) = f(x3) = £(0.8) = 0.232

Esitlik 3/8 simpson kurali uygulanarak asagidaki sonuglar bulunur;

0.2+3%(1.432724+3.487177)+0.232
8

= 1.519170

I35 = (0.8 — 0)

1.640533—1.519170
£= .100% = 7.39%
1.640533

(b)
Bes dilim igin dilim genisligi belirlenirse;

b-a 0.85—0 =016

S
Il
ul
>
Il
Il

elde edilir. Buna gore veri degerleri
fla) = f(xo) = f(0) =0.2

f(x:) = £(0.16) = 1.296919
f(x;) = £(0.32) = 1.743393
f(x3) = £(0.48) = 3.186015
f(xy) = £(0.64) = 3.181929
f(b) = f(xs) = £(0.8) = 0.232

seklinde kolaylikla hesaplanabilir. Son {i¢ dilim Simpson 3/3 ile yapilacagindan geriye kalan
ilk iki dilim (aralik) i¢in 1/3 Simpson kurali uygulanirsa; Burada a degeri ayn1 kalirken b
degeri x, degeri yani h nin ikinci degeri olur. Buna bagli yeni f(b) degeri hesaplanir.

a=0 b=032 n=2

F(b) = f(x,) = £(0.32) = 1.743393

0.24+4%(1.296919)+2x(0)+1.743393
3.2

11/3 =~ (0.32—-0) = 0.3803237
bulunur.

Son ¢ dilim (aralik) i¢in 3/8 Simpson kurali kullanilirsa; Burada b degeri aym kalirken a
degeri a degeri x, degeri yani h nin ikinci degeri olur. Buna bagl f (a) degeri hesaplanir.
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a=032 b=08 n=3

f(@) = f(xy) = £(0.32) = 1.743393

1.743393 +3%(3.186015 +3.181929)+0.232
8

= 1.264753

I35 = (0.8 —032)
Boylece toplam integral, iki integralin toplam1 olacaktir.
I'=15+135=03803237 + 1.264753 = 1.645077
& = 0.28%

Sonuglart karsilastirdigimizda; hata orani 1/3 Simpson yo&nteminde;
Simpson yonteminde % 0.28’e diigmektedir.

10.2. Gregory-Newton Interpolasyon Ile Sayisal Integral

fleri yon sonlu farklar interpolasyon formiilii;

P P.(P-1
Yo(X) = Yo + 2 Ay, + 22 A2y, +

P(P-1)(P-2) x—
A S A 0

31 Yoty P=7y

% 1.04 iken, 3/8

20 pilindiginden.

X =x9+ph dx = h.dp Elde edilir. Yamuk kuralinin uygulandig: sekilde ki,

Xo <x<x;, (0<p<1),araligma diisen integral;

1
I, = f;;ly(x)dx =h [, y, dp

P.(P-1)
2!

P(P-1)(P-2)
3!

1 P
I =nh][, (Yo + 5 4y0 + A%y, + A%y + ) dp
p’ye gore integral alinip sinir degerleri yerlestirilir.
1 1 1 19
11 = h(yo + EAyO - EAzyO + £A3y0 - %A‘l-yo A O|UI’
Fakat hassasiyet i¢in dort terim yeterlidir bu durumda pratik olarak;
1 1 1 .

Eger parantez i¢indeki ilk iki terim isleme katilrsa;

h
Iy = h(yo +28%0) = h(yo +5 (1 — ¥0)) = 2 (1 + o)

(1)

olarak yamuk kuralindaki bagint1 elde edilir. Bu (1) denkleminin 6zel bir halidir.

X1 < x < xyp,1¢in (1< p < 2) aralig1 i¢in;
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I, = f;lz y(x)dx =h{ 12 Yp dp ‘den sinir degistirerek tekrar tiirev alindiginda elde edilen

sonug;
I, = h(y, + %Ayl — %Azyl + 2—14A3y1 ilk iki terim isleme katilirsa;

Boylece; xo < x < x,, , araliginda n dilim i¢in toplam integral;
I=L+L+L+-+1,

I=h Yo+ %AYk + %Az}’k + iA%’k)

veya ileri yon sonlu farklar tablosundan faydalanirken daha kullanish olan;
I=h[XkZoye + %(Zﬁ;é Ayy) — _(Z 0 A%y + (Z 0 A%y,)]  elde edilir.

Bu bagintidan faydalanarak, bazi terimleri ihmal ederek, Simpson kuralinda elde edilen
bagint1 ¢ikarilabilir.

Benzer yolla ileri yon farklar yerine geri yon farklar kullanacak olursak y, olarak;

P(P-+—1) VZ P(P+1)(P+2) V3

Yo =Yot Vy+ -

Yo + Yo + -+ alinip;

I, = f;col y(x)dx = h | 01 Yp dp  ayni adimlardan sonra;

I, = h(y, + %Vyo + %szo + §V3yo + -++) ilk iki terim isleme katilirsa;
Toplam alan;

I = h[ SR8 vk + 2 (SRZ5 Vi) + = (TR23 V2yi) + 2 (TRZ3 WPyl elde edilir

Islem geri yon sonlu farklar tablosundan yapilir.

10.3. Bessel Interpolasyon Formiilii ile Sayisal Integral

Merkezi yon sonlu farklar kullanan interpolasyon bagintisi;

P(P 1)

Yp = Yo+ P8y + = (8%y0 + 8%y1) + wy’y;%. seklindedir.
2

X9 < x < x;, 0<p < 1 aralifina diigsen integral

= [ y()dx = h f p dp den
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I, = h(y, + %63/% — i (82y0 + 82y1) n adet dilim i¢in integral n = —xn}:xo

I =h[SPly, + %(z;;;g 6yk+3) — L (Xpzi8%y,) eldeedilir. (merkezi yon tablosundan)

Ornek 1.

I = f_+22 e~**/2 dx integralinin I = 2,3925 sonucunu h = 1 adimlarla sayisal yontemlerle
bulalim.
xn—%o_2-(~2)

h 1
bolerek; xo, X1, X, X3, X4, noktalarma karsilik diisen y degerlerini hesaplayip A,, (ileri

y = e~x*/2 fonksiyonu xy = =2 < x < x,, = 2 araligin1 n = = 4 dilime

yon sonlu farklar tablosunu olusturalim.

k| x y | Ay A%y | A3y | Aty
0 -2 10,135 (0,472 -0,078 | -0,709 | 1,418
1 -1 10,607 |0,393 -0,786 | -0,709

2 0 1 -0,393 | -0,079

3 1 0,607 |-0,472

4 2 0,135

y(=2) = e~ /2 = 0,135
y(—1) = e"D*/2 = 0,6065

y(0)=e’=1
y(2) = e~®@*/2 = 0,135

Ay, = 0,607 — 0,135 = 0,472

Ay, =1 — 0,607 = 0,393

Polinomlarla sayisal integral (trapez) formiiliinden

h
I'=>(o+ 2(y1 + y2 + -+ yu_1) + y,) (yamuk kurali)
I, = %(0,135 + 2(0,607 +1 + 0,607) + 0,135) = 2,349

1/3 Simpson formiiliinden;
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=20+ Y+ 202 + Ya + Yo + -+ Ynz) + 401 + Y3 + Y5 + -+ Yna)
I, = (0,135 + 0,135 + 2(1) + 4(0,607 + 0,607) = 2,375
G-N interpolasyon formiiliinden;
I = h[Zi3 i + 5 (CR2 Ayi) — 5 (RS A%y, + o= (BRs A%y
3y = 0,135+ 0,607 + 1+ 0,607 = 2,3484
Y41 Ay, = 0,472 4 0,393 + (—0,393) + (—0,472) = 0
Y421 AZy, =(-0,079)+(-0,786)+(-0,079)= - 0,9424
Y421 A3y, = (-0,707)+(0,707)=0
I, =1[2,3484 + % (0) — % (—0,9424) + i (0) = 2,4269
Bessel sayisal integral formiiliinden;

Merkezi yon tablosu & elde edilirse;

k| x y |8y A8%y
0 -2 10,135
0,472
1 -1 | 0,607 -0,079
0,393
2 |0 1 -0,786
-0,393
3 1 0,607 -0,079
-0,472
4 2 0,135

_ 1 _ 1 _
I =h[¥Royi + ;(Z’;}:é 5yk+%> — —(ZR25 8%y
r 1y, =2349

S48 8y, 1= 0,472+0,393+(-0,393)+(-0,472)=0

Y471 §2y, = (-0,079)+(-0,786)+(-0,079)= - 0,944

I, = 12,349 +§(0) - 1—12 (— 0,944) = 2,4269
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EK-1

11. MATLAB VE PROGRAMLAMA MANTIGI

MATLAB; temel olarak niimerik hesaplama, grafiksel veri gdsterimi ve programlamayi
iceren teknik ve bilimsel hesaplamalar i¢in yazilmis yliksek performansa sahip bir yazilimdir.
Matlab programinin tipik kullanim alanlari: Matematik ve hesaplama islemleri / Algoritma
gelistirme / Modelleme, simiilasyon (benzetim) ve On tipleme / Veri analizi ve gorsel
efektlerle destekli gosterim / Bilimsel ve mihendislik grafikleri / Uygulama Gelistirme
seklinde Ozetlenebilir.

MATLAB adi, MATrix LABoratory (Matris Laboratuari) kelimelerinden gelir. ilk baslarda
bilim adamlarina problemlerin ¢dziimiine matris temelli teknikleri kullanarak yardimeci
olmaktaydi. Bugilin ise gelistirilen yerlesik kiitiiphanesi ve uygulama ve programlama
ozellikleri ile gerek liniversite ortamlarinda (basta matematik ve miithendislik olmak tizere tiim
bilim dallarinda) gerekse sanayi ¢evresinde yiiksek verimli aragtirma, gelistirme ve analiz
araci olarak yaygin bir kullanim alan1 bulmustur. Ayrica isaret isleme, kontrol, fuzzy, sinir
aglari, wavelet analiz gibi bir ¢ok alanda ortaya koydugu Toolbox adi verilen yardimc alt
programlarla da 6zellestirilmis ve kolaylastirilmis imkanlar saglamis ve saglamaya da devam
etmektedir.

Matlab, komut temelli bir programdir. Command Window penceresinde » isareti Matlab’in
komut prompt’unu gosterir ve bu isaret bulundugu satir komut satir1 olarak adlandirilir. Bu
isaretin hemen yaninda yanip sonen | seklinde ki isaret komut ve metin yazma cursor’u yani
imlecidir. Bu isaretin oldugu yerde klavyeden giris yapilabilir demektir.

Temel Matris islemleri; Ornek uygulama komutlari asagida gosterilmistir.

clc %komut satirini siler

A=[245T] % A satir matrisi

B=12,4,5,7] % B satir matrisi

C=11;2;4;6] % C stitun matrisi

C1l=1-10:2:20] % C1 satir matrisi dizisel tanimlama
C2 =[-10:2:20] % C2 siitun matrisi dizisel tanimlama
length(C2) % C2 siitun matrisi eleman sayisi
Cls=size(Cl) % C1 matris boyutu satir siitun seklinde
C2s=size(C2) % C2 matris boyutu satir siitun seklinde
AQ3)=27 % A satir matrisinin 3. elemanini degistirir
B(6)= -5 % B satir matrisinin 7. elemanini degistirir arada olmayan elemanlara 0

degeri atar
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B(2)=[1] % B satir matrisinin 2. elemanini siler

A=A+3 %tiim elemanlarla toplar

B =B*2 %tiim elemanlarla carpar

B=B/2 %tlim elemanlarla boler

C3=A.*A %A nin tiim elemanlarinin eleman elamn ¢arpar

Al=[1:1:4]

C4=A Al %A nin tiim elemanlarinin A1 elemanlariyla birebir {issiinii alir
V1=zeros(1,10) %Tiim elemanlar sifir bir satir vektori

V2=zeros(10,1) %Tim elemanlar sifir bir siitun vektori

V3=ones(1,10) %Tum elemanlar1 1 bir satir vektorti

V4=ones(10,1) %Tlim elemanlar1 1 bir satir vektorii

V5=rand(1,10) %Tlim elemanlar: rastgele bir satir vektorii

V6=randn(1,10) %Tlim elemanlar1 ortalamasi 0 standart sapmasi 1 oacak sekilde

rastgele secilmis bir satir vektorii

C1

ort=mean(C1) %Ortalama deger

ortd=median(C1 ) %Orta deger

stds=std(C1) %Standart sapma

byk=max(C1) %Vektoriin maksimum degeri
kck=min(C1 ) %Vektoriin minimum degeri
vryns=var(C1) %V aryans

topl=sum(C1 ) %Elemanlarin toplami1

carp=prod(C1) %Elemanlarin ¢arpimi

sirala=sort(C1 ) %Elemanlar biiytikliige gore siralama
sr_yua=flipud(C1 ) %Siralamay1 yukaridan asagiya degistirme
sr_solsag=fliplr( C1) %Siralamay1 soldan saga degistirme
A=[14;23]

B=[14;23]

C=[03;12]

D=A+C %toplama

D1=D %transpoze

D =2*A %skaler ile islemler
D=A/2

E=C*A %iki matrisin ¢arpimi

DT=det(A) % matrisin determinanti
Ainv=inv(A) % matrisin tersi
tst=A*Ainv  %matris le tersinin ¢arpimi1 birim matris
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Imat=eye(3) %3x3 boyutlu birim matris
rnk=rank(A) % bir matrisin rank 1

A=[23-1;-123;012] %Denklem ¢6ziimlerinde katsayr matrisi

b=[-19 5] %sonu¢ matrisi
x=1nv(A)*b %degiskenler
x=A\b

EK-2

12. ORNEK PROBLEMLER
1. Asagidaki islemleri yapiniz.

_ _ 4 -511-1 2 o
of M7 Amf E[E Y o
2 3 _ _ _ 1
o5 A5 Fol2 FU ezfs 2 -
2. Asagidaki iglemleri,
a=le P30 e Czl}l —:3 Zﬂ D:E) —21]

matrisleri i¢in, eger yapilabiliyor ise, ger¢eklestiriniz.
a) AC b)C+DA ¢)DT-AC ¢)(3)BA+(4HAC d)C?=CC
e) ACD f) CDA g) DBA g) BAD h) A(C?)
1) AT iyCAT j)CDT k) DTC l) DBT
3. Asagidaki matris denklemlerinden a,b,c ve d yi bulunuz.
At okl T ZEbl SIE s 2
4. Asagida verilen matris ikililerinin ¢arpiminin birim matris oldugunu gézlemleyerek bu
matrislerin birbirinin tersi oldugunu gosteriniz.
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-1 1 1 -2 1 =2
A% J1E abls 2 ol s -1 s

2 0 -1 t—4 2 =5
5. Ave B n x n matrisler; C, D ve X n X 1 siitun matrisleri ise, asagidaki matris
denklemlerinden X i bulunuz. (Gerekli olan tiim ters matrislerin varligi kabul ediliyor.)

a) AX-BX=C b) AX—-X=C C)AX+C=BX+D

6. Asagidaki denklemleri, matrislerin tersini kullanarak ¢oziiniiz.

le + 3x2 = 0

3x1 + 4‘x2 = 1 _
a){4x1+5x2=3 b){x1+2x2+3x3—2
_xZ - 5x3 = 1

7. Asagidaki denklem sistemlerini ters matris yontemi ile ¢oziiniiz.

5x1 + 8x2 = 30 6x1 + 6x2 + 8X3 == 155

3x1 + 5x2 - 2x3 = 5 8x1 + Xy + 7X3 = 153
a){ b){
X1 + 3x2 - 9x3 = 25 4‘x1 + 3x2 + 6X3 = 105

8. Verilen matrisin, varsa, tersini bulunuz.

2 3 -1 s g 1 0 1
a)A:ll 0 OIb)A:[z 3]C)A:l2 —2 0]

1 10 3 -2 -2

2 1 -1 ~1 -2 2 —6 4 -8
(;)A:[l 1 —1ld)A:[4 3 Ole)A:[9 —4 1]

1 0 0 4 0 4 3 -2 2

9. Asagidaki denklem sistemlerini ters matris yontemi ile ¢oziiniiz.

—6x; + 4x, — 8x3 =5 —6x; +4x, —8x3; = —8
9 9x —4x, + x3 =30 , {9x1 —4x, + x3 =20
3x, — 2x5 + 2x3 = 25 3x1 — 2x, + 2x3 = 16
—6x; +4x, —8x; =12
9%, —4x, + x3 =40
3%y — 2x, + 2x3 = 32
1 0 -1
10. A‘lzl 0 1 1 lolduguna gore A y1 bulunuz.
-1 1 -1
1 -1 0 1 0 1
11. A"1=l 0 1 1 lve B_1=l1 1 1] olduguna gére BA ¢arpimini bulunuz.
-1 1 -1 1 3 2
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