SAB 104 - OLASILIK

Olasilik kavramina P.Fermat ile B.Pascal'in buyuk katkilari olmustur. Pascal hesap makinesini
gelistirerek Fermat ile birlikte olasiligin temellerini olusturmustur. Daha sonra Rus matematikgi
Kolmogorov olasilik aksiyomlarini ileri sirmuslerdir. Olasiligin gelismesinde 4 anahtar kelime
onemli rol oynamaktadir.

- Deney (Experiment)

- Orneklem (Sample)

- Orneklem uzayi (Sample space)

- Olay (Event)

1.1. Orneklem Uzayi (S)

Deneme, birden fazla sonucun mimkin oldugu sire¢ veya prosedirr. Orneklem uzayi, bir
denemenin S ile gdsterilen érnek uzayi, olasi tim deney sonuglarindan olusan bir kiimedir. Deney,
teorik olarak belirli kosullar altinda sonsuz defa tekrarlanabilen, her tekrarinda farkli sonuglar elde
edilebilen ve olasiI sonuglarin ¢ok iyi tanimlandigi bir suregten olusur. Deneyin sonuglarindan her

birine veya belli 6zellikleri saglayan deney sonuglar kimesine de olay denir.

Ornek: Madeni bir paranin Ug kez atildigini géz ontne alalim.

a) Orneklem uzayini belirleyiniz.

b) Aolayi, yazilarin (Y) turalardan (T) daha fazla oldugu deneyleri gostersin. A olayini tanimlayiniz.

Cozum: Boyle bir deneyde 8 tane farkli sonug vardir. Bu sonuglar érneklem uzayini olusturur.
Orneklem uzayinda yer alacak sonuglari Y ve T sembolleri ile gosterecek olursak, paranin (g atiligi

sonucunda elde edilecek 8 farkl sonug¢ asagida verildigi gibi olacaktir.

S={(Y,YLY) (YLY,T) (Y, TY) (TY,Y) (Y, T,T) (T,Y,T) (T, T,Y) (T, T,T)}

Orneklem uzayindan, yazilarin turalardan daha fazla oldugu érneklem sonuglarinin sayisi 4'tir.
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A={(Y,Y,Y) (Y,Y,T) (Y, T,Y) (T,Y,Y)}

seklindedir.

Ornek: iki farkl renkteki zarin birlikte atildigi durumu goéz 6nine alalim.

a) Orneklem uzayini belirleyiniz.
b) A olayi zarlarin Gzerindeki sayilarin toplaminin 7 olmasini ve B olayi da iki zarin Gzerindeki

sayllarin ayni olmasini gostersin. Buna gore A ve B olaylarini belirleyen kiimeleri yaziniz.

C6zum: Bir zar atilisinda zarin 6 farkli yazi gelebilir ve 6rneklem uzayi: S ={1,2,3,4,5,6} seklindedir.

Eger iki zar atilirsa (veya hilesiz zar iki kez atilirsa), 6rneklem uzayi asagidaki gibidir.

e Cpe] L] [ o) [ e (LY L2 4.3 Q9 (1,5 (6
el R R R oy 2 @) es en @6
HEgHD e EE] s e 33 G 6.5 (.6
BHEIE BRI HIEER i %D @4 @4 44 @5 (4.6
B2+ 2] R s wE D G2 63 G5 65 (56
B :J @ @ 33 6,1 (6,2) 63 6,4 6.5 (6,6)

A olayi zarlarin Uzerindeki sayilarin toplamlarinin 7 olmasi olduguna goére,

A={(1,6), (2,5), (3.4), (4.3), (5,2), (6,1)}
kimesidir. B olayi iki zarin Gzerindeki sayilarin ayni olmasi olarak tanimlanirsa,

B ={(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5.,5), (6,6)}
kimesidir.

Bir deneyle baglantili olarak S 6érneklem uzayinda tanimlanan olaylarla ilgili bir sonug ile degil, birkag

sonugla ilgilenilebilir. Bu durumda kiimeler cebrinden yararlanilir.
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1.2. Kumelerin Birlesimi ve Kesisimi

A ve B, ayni S 6rneklem uzayinda tanimlanmis iki olay olmak Uzere, A ve B olaylarinin birlesimi
A U B olarak gosterilir. A ve B olaylarinin kesisimi A n B olarak gosterilir.

Ayrik olaylar: Ayni érneklem uzayinda tanimlanmis ve A ve B olaylarinin higbir ortak sonucu yok ise

A ve B olaylarina ayrik olaylar denir. An B = @’dir.

Tumleyen olay: A, bir drneklem uzayinda tanimlanmig herhangi bir olay olsun. A’nin timleyeni, A
olayinda igerilen sonuglar hari¢ S 6érneklem uzayindaki tim sonuglari iceren bir olaydir. A olayinin

timleyeni A veya A€ ile gosterilir.

Karmasik olaylarin anlagiimasinda kolaylik saglayan grafiksel gosterime Venn semasi denir.

U ANB U AuB
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S=AUA
A= (ANB)U(ANB)
ANB=A\ (ANB)
B=(BNA)U(BNA)

AUB = AU(ANB)
BU (BN A)
= (ANB)U(ANB)U(BNA)

olmak Uzere, son esitlikte iki kimenin birlesimi Ug farkli sekilde ayrik kiimelerin birlesimi olarak

yazilmistir. Sayilabilir sonsuz tane kiimenin birlesimi ayrik kiimeler cinsinden

AjUA U ...UA,U... = G Ap=A1U(A1NA)U (A NANA3) U...

n=1

seklinde yazilabilir.
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Ornek: S érneklem uzayl, 9 sonugtan olugsun:

0.03

003

P(A) =0.01+ 0.07 + 0.19 =0.27;

P(B)=0.07+0.19 + 0.04 + 0.14 + 0.12 = 0.56;,

P(A N B)=0.07 + 0.19 = 0.26 seklinde hesaplanir.

022

0.18

0.03
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P(A'"B)=0.04 +0.14 + 0.12=0.30

P(ANnB')=0.01

P(ANnB)+P(AnB')=0.26 +0.01=0.27=P(A) P(An B) + P(A'n B) = 0.26 + 0.30 = 0.56 = P(B)
Not:

P(AnB)+P(ANnB)=P(A)

P(AnB)+P(A'nB)=P(B)

Ornek: Okul kantininde 100 ogrenci Uzerinden bir arastirma yapilmis ve asagidaki sonuglar

bulunmustur. Cocuklardan 74’G dondurmadan, 53’0 sekerden, 78’i tatlilardan, 57’si hem tatli hem de
dondurmadan hoslanmaktadir. 46 cocuk tatli ve sekerden hoslanirken, sadece 31'i Ugunden de

hoslanmaktadir. Hem dondurma hem de sekerlerden hoglanan kag¢ gocuk vardir?
A = {dondurmadan hoslanan ¢ocuklar} ,

B = {sekerden hoslanan ¢ocuklar} ,

C = {tathdan hoslanan cocuklar} kiimesi olsun.

N(S) = 100,N(A N C) = 57,N(A) = 74,N(BN C) = 46,N(B) = 53,N(ANB N C) = 31,N(C) =
78 ise N(A N B) =?
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x+y+z+a+b+c+k=100

a+k=57

x+a+k+b=74

k+c=46

y+b+c+ k=53

k=3l;a+k+c+z=178

Denklemler ¢ozuldigunde;

k =31,a =26,b =2,c =15,x = 15,y = 5,z = 6 olarak bulunur. Soruda istenen N(A n B),

yani b + k = 2 + 31 = 33 kisi hem dondurma hem de sekerden hoslanmaktadir.
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1.3. Olasilik Teorisi

Olasilik teorisi, rastlanti ya da kesin olmayan olaylarla ilgilenir. Rastlanti olayi gerceklesmesi sansa

bagli olan 6nceden kesinlikle bilinmeyen olaylardir. Olasihdin ¢esitli tanimlari vardir.

Klasik Olasilik: Bir deneyin ya da bir oyunun n tane olasi sonucu oldugu ve bu sonuglarin
her birinin esit olasilikh olarak ortaya ¢iktigi kabul edilsin. Eger A olarak tanimlanan bir

olay, toplam n esit olasilikli durumdan m tanesinde gergeklesiyorsa o zaman A olayinin

olasihgl P(A) = % olarak ifade edilir. Olasiligin, klasik tanimina bagl hesaplanmasinda

bazi kisitlamalar vardir. Ornegin, sonuglar sayisinin belli olmadigi durumlar olabilir. Bu tiir
sorunlarin Ustesinden gelebilmek igin olasiigin daha genel ve deneysel bir tanimina
ihtiyac vardir.

Deneysel Olasilik: S bir érneklem uzayi ve A bu 6rneklem uzayindan tanimlanmis bir
olay olsun. Deney ayni kosullarda n defa tekrar edilsin. Toplam n tekrar iginde A’nin olus

sayisi m ise ve n sonsuz derecede buylk bir sayi ise, m/n oraninin n sonsuza giderken

aldi§i degere A olayinin deneysel olasiligi denir. P(4) = lim = olarak ifade edilir. Bu

n—co 1
tanimin da bazi sakincalari vardir. Ornegin n tane deneyin ayni fiziksel kosullar altinda
¢ok blyuk sayida gerceklesmesi her zaman mumkuin degildir.

Cagdas Olasilik: Olasiligin diger tanimlarindaki zorluklari géren matematikgciler olasiligi
bir fonksiyon olarak ifade etmislerdir. Rus matematik¢i Kolmogorov (1933) dort aksiyomla

olasilik fonksiyonunu tanimlamistir.

1. Aksiyom

S orneklem uzayinda tanimlanmis herhangi bir olay A olmak Uzere bu olayin olasihgr negatif

deger olmayan reel bir sayidir. Yani, P(A) = 0

2. Aksiyom

P(S) =1



3. Aksiyom

A ve B, ayni S drneklem uzayi Uzerinde tanimlanmig iki ayrik olay olmak Uzere, yani ANB =@
oldugunda P(AU B) = P(A) + P(B) ‘dir.

4. Aksiyom

Ay, Ay, ... olaylar S 6rneklem uzayinda tanimlanmis ayrik olaylar olsun. Yani, her i # jigin A; N A; =

@ ise P(Ui21 4;) = X2, P(4;) ‘dir.
Olasilik Fonksiyonunun Ozellikleri

@ P(2)=0

Q@ A, A3, ..., Auler U'da ayrik kilmeler => P ( U An) = P(A1) + P(A2) + ... + P(Ax)

n=1
® P(A) =1-P(A)
© ACB=P(A) <P(B)
® 0<P(A4) <1
® P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) ya da genel olarak P(A1 UA2 U ..UA,;) = i P(A;) —
i=1
Y P(Aan]’) + Y P(AinAjnAk) — e+ (-1)"P(A1NAN...NA))

1<i<j<n 1<i<j<k<n
n H o0 o0
@ P(u An) < 1. P(4;) ve P(u An) < ¥ P(ay
n=1 =1 n=1 i=1

® A CAC..CAyC ... = limP(An) =

"
=
iCs
>
=
S’
<
0~

Q@ AADAD..DAD .= limP(A,) =P

nH—o0

=

iDe
>
=

S’

Ornek: Bir hazir giyim firmast is¢i aliminda bir model olusturmak istiyor. Bunun igin sirket
yoneticileri, gelecek bes yil i¢inde yeni is¢ilerin %80’inin kadin ve %30’unun da bekar
olmasini istiyor. Her yeni bes is¢iden birinin de evli erkek olmasini planliyor. Yoneticilerin

bekar bir kadin1 ise alma olasilig1 nedir?
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Cozum:

Burada 4 temel olay vardir. Bunlar sirasiyla;

A = {Bekar olmasi}, B = {Evli olmasi}, C = {Kadin olmasi} ve D = {Erkek olmasi}
P(C) = 0.80,P(4) = 0.30,P(B) = 0.70,P(D) = 0.20 ve P(B N D) = 020

Evli Bekar | Toplam
Kadin 0.50 |0.30 0.80
Erkek 0.20 0.20
Toplam |0.70 |0.30 1.00

P(ANC)=P(C)—PBNC)
P(B)=P(BNC)+P(BND)
0.70=P(BN D)+ 0.20
P(BNC)=10.50
P(ANnC)=P(C)—P(BNC)
= 0.80 — 0.50
= 0.30 olur.

Ornek: Bir tane 5 kurusluk, bir tane 10 kurusluk iki madeni para birlikte atilip Uste gelen yuzlerinin
ne gosterdigi gézlemlenecektir. Orneklem uzayindaki birinci harf 5 kurusluk ile ilgili sonucu ve ikinci
harf 10 kurugluk ile ilgili sonucu gostersin. Sonuglar Y ve T harfleri ile gosterilmek tzere;
A : En az bir T gelmesi;
B : iki T gelmesi
C: iki Y gelmesi olsun.

a) A ve B ayrik olaylar midir?

b) A ve C ayrik olaylar midir?

c) A ya da B’nini gergeklesmesi olasiligi nedir?

d) B ya da C’nin gergeklesmesi olasiligi nedir?

COzum:
Once 6rneklem uzayini tanimlayalim. S = {(Y,Y), (Y, T), (T, Y), (T, T)}
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P(A) =2, P(B)=, P()=

AR

olarak sorudan yazilabilir. An B = @ ise A ve B ayrik olaylardir.
a) (AnB) = (T,T) # ¢ oldudu icin A ve B ayrik olay dedgildir.
b) (AN C) = @ oldudu igin A ve B ayrik olaydir.
c) P(AUB) =P(4) + P(B)—P(ANB)
= 0.75+0.25-0.25
= 0.75 bulunur.
d P(BuC)=P(B)+P(C)—P(BNC)=0.25+0.25—0 = 0.50 olarak bulunur.
2

Ornek: A ve B olaylarina iliskin olasiliklar P(A)=§, P(B)=E, P(AnB) =1/4 olsun.

P(A U B) ve P(A n B) olaslliklarini hesaplayalim.
COzum:

P(AuUB)=P(A) +P(B)—P(ANB)

2

P(A)=1-PA)=1-3=-

P(ANB) = P(B) — P(ANB) = -

vl N
AN
Il

2 2 3 11
=4+ =—=—==—Dulunur.
3 5 12

P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB) s

AnB'
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1 1

P(ANB)=P(A) —P(ANB) =1 —~= % bulunur.

Ornek: Bir kutuda 8 kirmizi, 5 mavi bilye vardir. Bu kutudan bir defada 5 bilye rastgele segiliyor. A

olayi ¢ekilen 5 bilyenin timinin mavi olmasi ve B olayi da ¢ekilen bilyelerin 2 kirmizi ve 3 mavi bilye

olmasi olsun. P(A) ve P(B) olasiliklarini bulunuz.

COzum:

P(4) = Orneklem uzayinda istenen sarti saglayanlar

Orneklem uzayindaki elemanlarin sayist

BE __1

P(4) = () 1287

()G _ 280

(153) 1287

P(B) =

olarak hesaplanir.
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