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Cekim kuvveti ve Cekim ivmesi

Newton’un evrensel cekim yasasina gore, kutleleri M ve m, aralarindaki
mesafe £ olan iki noktasal cisim birbirlerini, kitlelerinin ¢arpimi ile dogru
orantili, aralarindaki mesafenin karesi ile ters orantili olacak sekilde, bu iki
kitleyi birlestiren cizgi dogrultusundaki bir F kuvveti ile ¢ceker.

B - F
M(O—— O m
Birim vektor Y
Cekim kuvveti vektoru, F
GMm _
F=—7p3—n (1)
/

Burada
G, evrensel ¢ekim sabitidir; G=6.67259x10""m%g s



Cekim kuvveti ve Cekim ivmesi

* Kitlelerden ve bu kitlelerin aralarindaki uzakliktan bagimsiz olarak , iki nokta
kiitle birbirine ayni oranda ¢ekim kuvveti uygular.

7 <
mO— 0 n
3 Biri kt

Ceken kiitle Irim vexwor ¢ Cekilen kitle

* F bu iki nokta kutle arasindaki cekim kuvveti vektorinin buayukliga olmak
uzere asagidaki bicimde ifade edilir.

~GMm

F e




Cekim ivmesi

e Cekim ivmesi bir cismin her bir birim kutlesine uygulanan cekim kuvvetidir.
* Newtonun 2. hareket yasasina gore
 F=ma (2)

M kutlesinin m kutlesine uyguladigi cekim kuvveti disinda herhangi bir kuvvet
olmamasi durumunda, (2) numarali esitlik asagidaki bicimde ifade edilebilir:

. F = mg (3)
* (1) ve (3) numarali esitlikler karsilastirildiginda,
_ GMm _
F=mg ==—2—n
/
» cekim ivmesinin vektorel ifadesi elde edilir
GM
g=—71

7"



Cekim ivmesi

* Cekim ivmesinin birimi, m/s2 ya da cm/s2’dir. Galieo’nun anisina cm/s2
birimine “Gal” denir:

1 cm/s2=1 Gal
1 m/s2=100 Gal

* Bununla birlikte, ivmedeki kiicik degisimleri anlatabilmek icin asagidaki
birimler de oldukca sik kullanilir:

1 Gal=1000 mGal=10° uGal

Cekim ivmesi vektorunun buyuklugu olan cekim ivmesi asagidaki sekilde ifade
edilir




Cekim ivmesi

* Yeryuvarini homojen yogunluklu bir kire olarak kabul edersek, kireden

kaynakli cekim kuvveti, kirenin merkezinde bulunan ayni kutleye sahip bir
nokta kaynaginki ile aynidir.

* Eger yeryuvarini nokta kutle olarak dusunursek (M)
m R: yeryuvari merkezinden

nokta cisme olan uzaklik
M: yeryuvarinin kutlesi

GM _
RZ
R=6371km ve M=5.96 X 10%*kg

* Yeryuzu uzerinde duran bir cisme etki eden cekim kuvveti

g:

g~9.8m/s°-n
* Yada

g~9.8m/s°



Cekim Kuvvetinin Vektérel Ifadesi

 Kuvvet, yonu ve buyukligli (uzunlugu) olan bir vektordir. Cekim
kuvvetinin vektorel ifadesini cikarmak icin ceken ve cekilen noktalari bir
xyz dik koordinat sisteminde dustnelim: Ceken ve cekilen noktalarin
koordinatlari asagidaki sekilde gosterilirse,

7 M(X,, y/, Z’)
m(x,y,z)

£ vektoru
t=r—-n

m=xi+y)+zk
7 = xi+yj +zk



Cekim Kuvvetinin Vektérel Ifadesi

» ¢ vektoru
ct=r—rn=xi+yj+zk)- (xl+y]+z_)

= -xNi+(-y)j+(@z-2)k

7 M(X,, y/, Z’)
m(x,y,z)

n birim vektoru

A
=%
E
= ="
F
F=—-Fn




Cekim Kuvvetinin Vektérel Ifadesi

* M ve m’nin konum vektoru € ve cekim kuvveti F birim vektorler
cinsinden asagidaki bicimde ifade edilir;

F=Fi+FJ+Fk




M ve m nokta kutleleri arasindaki uzaklik £

O=]t]=x=x) +(y-y ) +(z-2

ise cekim kuvvetinin vektorel ifadesi

F=Fi+F j+Fk (4)

Seklinde ifade edilir. Buradan birim vektor

¢ _ (x—x’)i+(y’—y)i+(z’—z)5
r ?

Ifadesini asagida yerine yazarsak
F- Fn-_FLi- [_Gl\/zlm (x—X)j i +(_Gl\/zlm (y—y)jjJr(_Gl\/zlm (-1 )jk

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ / / (5)
* (4)ile (5) ifadesi karsilastirilirsa

F=Fi+F,] +FZK=K—GN2|m (X_X')jh(—GNZ'm (y_y')j j +(—G'V2'm (Z_Z'))K}
2 2 2z 2




Cekim Kuvvetinin Vektérel Ifadesi

e Cekim kuvvetinin bilesenleri

GMm (x - x) GMm (y -y GMm (z-2"
|:x = 2 I: - 2 F - =
14 14 y / / z /2 /
* Cekim ivmesinin vektorel ifadesi
GM

9= 1

* Acik sekilde yazilirsa

[ S (i) Sne),
14 14 14 14 = 14 14

e Cekim ivmesinin bilesenleri, g (gx, gy, ) olmak uzere asagidaki sekilde ifade

edilir
GM (z-2"

GM (x-x) GM (y-y) g,=- T

0z T,

g, =-



Ornek: Cekim ivmesi bilesenlerini kullanarak, g cekim kuvveti
buyukligini elde ediniz.

g =(9,.9,,9,) olmak lizere, bu kuvvetin uzunlugu, g cekim
ivmesi bayukltginu verir:

S S0 S
/ / / / = / /

Yukarida verilen cekim ivmesi bilesenleri kullanilarak

0=[g]=/92+0}+0;

Cekim ivmesinin buyuklugu asagidaki bicimde elde edilir

GM
62

JX=X2+(y—y) +(z-27)?) =



Cekim Potansiyeli

M kitleli cismin € kadar uzaktaki bir noktada meydana getirdigi cekim
potansiyeli,

ile tanimlanir. Cekim potansiyeli,
(1) skaler bir fonksiyondur,
(2) x,y ve z’ye gore kismi tirevleri cekim ivmesinin bilesenlerini verir,

Cekim potansiyeli V'V = g esitligini saglayacak sekilde tanimlanir.
Burada V nabla ya da gradient operatoru olarak adlandirilir.

(3) sonsuzda sifira gider.

(4) potansiyelin birimi m? /s*



Cekim kuvveti ile potansiyel arasindaki iliski

* |kinci ozelligi ispat edelim. % Fonksiyonunun x’e gore turevi

ore) 8(1/\/(x—x')2 +(y-y)+(z-29") -2(x-x) 1 —(x=x')
OX OX 20 (? A
Elde edilir. Bu esitlik g, bilesenine aittir.

oV G

M .
OX A (x=x)

y ve z icin de benzer sekilde tlirevler alindiginda ilgili bilesenler elde edilir.
Boylece g, ve , bilesenleri

oV GM , oV GM ,
— = — — = Z—17
& 7 Y-y’ po i (z-2)
* Cekim ivmesinin bilesenleri
U A

—& gy 5y d, o7



Cekim kuvveti ile potansiyel arasindaki iliski

» Kartezyen koordinat sisteminde “nabla ya da gradyent” operatorunu

]
* gradyent =V :(ﬁ,i,ﬁ] ya da birim vektorler cinsinden Vv :QT+E]+QR
Ox 0y Oz ox oy oz

* seklinde tanimlarsak, cekim ivmesini potansiyelin gradyenti cinsiden
asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

W=g
oV- oV- 0V-
=(09,,09,,09,)=VV = | + +—Kk
9=(9,9,0,) ~ ayJ pe
* Potansiyelin gradyenti bize cekim kuvvetini verir.
oV GM ,
x . T (x—x"
Y " GM ,
YV— E = gy =~ 63 (y_y)
N Z —GIZA (z-2"
oz ¢




Nokta Kimesinin Cekim Potansiyeli

* m,;,m,, ..m,_gibi nokta kitlelerden olusan bir sistem s6z konusu ise; bu
sistemin potansiyeli, n adet nokta kitle nedeniyle P (m=1) noktasindaki
cekim potansiyeli, bu nokta kitlelerin potansiyellerinin toplamina esittir.

m-. Gm.
Vv, :sz—‘ =V, =V, +V, +..+V = Ggml + Gﬁmz ot ‘
i j 1 2 j
P
(m=1)




Homojen yogunluklu kiirenin cekim potansiyeli

* sekilde gosterilen M kutleli homojen yogunluklu bir kiire kabugunun
merkezinden r kadar uzakta yer alan m=1 noktasindaki ¢cekim potansiyeli

® m=1

Yani M kutleli homojen yogunluklu bir kiirenin ¢cekim potansiyelini verir ve
onun da tum kutlesi merkezde toplanmis bir nokta gibi davranacagini ifade
eder.



Ornek: Yeryuvarinin a) fiziksel yeryiziindeki bir cismin, b) yerden 500 ve
20000 km wuzaktaki iki yapay uydunun her bir birim kitlesine uygulamis
oldugu (anlik) cekim kuvvetini yaklasik olarak Gal ve m/s2 birimlerinde
hesaplayiniz. Sonuclari karsilastiriniz. (Yeryuvari yaricapint R=6371009*10?% cm
aliniz.)

Yeryuvari kiire olarak alindiginda, merkezinden r kadar uzaktaki bir cismin her
bir birim kitlesi icin gecerli cekim kuvveti

jeosentrik cekim sabiti GM=3,986005*10%°cm3/s2

a) Fiziksel yerytzindeki bir cisim icin r=R alinabilir. Buna gore, ilgili cismin her
bir birim kitlesine uygulanan ¢ekim kuvveti (cekim ivmesi),

GM _ 3,986005x102%¢m3/s?

=% = (6371009+102)2 982Gal = 9,82m/s?




IIk uydunun yeryuvari merkezinden uzakligi r=R+500 km=6871009*102 cm,
ikinci uydunun ise r=R+20000 km=26371009*10% cm’dir. Buna gore, ilgili
uydulardaki birim kitleye uygulanan cekim kuvvetleri,

__ GM _ 3,986005%x10%%cm3/s?
g R? (6871009%102)2

= 844Gal = 8,44m/s*

ve

GM _ 3,986005x10%%¢m3/s?

9= = " aesriooenonr 57Gal = 0,57m/s?

seklinde hesaplanir. Kurenin merkezinden uzaklastikca yeryuvarinin
cekim kuvvetinin azaldigi gérulmektedir. Bu érnekte ele alinan ilk uydu
alcak yoringeli (LEO) bir uydu, digeri ise bir GNSS uydusudur. Alcak
yoringeli uydudaki ivme yeryuziindeki ivmenin %86’sina, digeri ise

%6’sina denk gelmektedir.

Bu nedenle uzaydan yeryuvarindaki ivmenin (veya degisimlerinin)
izlenmesinde LEO uydulari kullanilir.



Dolu Bir Cismin Cekim Potansiyeli

* Diferansiyel anlamda kiguk dm katleli parcaciklardan olusan v hacimli dolu
bir cisim nedeniyle m=1 noktasinda meydana gelen c¢ekim potansiyelini
hesaplamak icin parcaciklarin her birinin ¢cekim potansiyellerinin toplamini
dusinmek gerekir, Ancak bu ayni zamanda sonsuz sayida kitle cekim
potansiyelinin toplami anlamina gelir. Bu toplam islemini yapmak mumkun
olmadigindan, s6z konusu dolu cismin potansiyeli Gc¢li integral ile ifade edilir.

P(x, Y, 2)

(X’,y’ Z’)

v
<



e Simdi dolu cismin p=sabit yogunluklu oldugu dusunulsin.

« “KUTLE=Yogunluk*Hacim” iliskisi nedeniyle her bir dm kitlesi icin

dm = p *x dv

yazilir. Burada dv, dm parcaciginin hacmidir. Boylece

V, =G m%m -G f[fav

Jeodezide ¢eken kitleler yerin kitleleri, ¢cekilen yeryilziinde ve uzaydaki
noktalardir.

Buna gore cekilen parcacigin koordinatlari x, y, z ve ceken noktanin

koordinatlari, x’, y’, z" ise dolu bir cismin potansiyeli asagidaki sekilde ifade
edilir.

Ve(x,Y,2) =G at dx'dy'dz’
=Sl e e



Laplace Denklemi ve Harmonik Fonksiyon

* m=1 (x,y,z) noktasinin c¢eken cismin disinda olmasi
durumunda V potansiyelinin ikinci tlrevleri ile asagidaki
denklem saglanir:

oV azv 82V

AV = — >
OX 6y 82

* Burada A Laplace operatoru olarak adlandirilir.

* Buna Laplace denklemi denir. Bir fonksiyon Laplace
denklemini sagliyorsa o fonksiyona harmonik fonksiyon
denir

e Cekilen noktanin cismin icinde olmasi durumunda Poisson
denklemini saglar

oV 0N oV

AV = + +
ox>  oy* oz°

=—-4zGp




Laplace Denklemi ve Harmonik Fonksiyon

Laplace denkleminin ¢oziimlerine matematikte Harmonik fonksiyonlar
denir. Yani bu denklemi saglayan V nin bulunmasi ancak harmonik
fonksiyonlar yardimiyla olur.

Bir fonksiyon harmonikse,
Sureklidir; her mertebeden turevi vardir.

Taylor serisine acilabilir. Bir baska deyisle, fonksiyon analitik olup,
bagimsiz terimlerin toplami biciminde yazilabilir.

Harmonik fonksiyona en basit 6rnek 1/ { fonksiyonudur.

JORL

oldugunu ispatlayalim. Burada (= J(x=x)? +(y-y) +(z-2)’




1/ ¢ fonksiyona Laplace denklemi uygulanirsa

Fonksiyonunun x’e gore turevi

01 0) BAI(X=X)+(y—y)+(z-2)%) -2(x-=x) 1 —(x—x
ox X 2 2

x'e gore bir kez daha tlirev alinirsa,

o’(1/0) 1 3(x-x)°
ox° A A
Ayni sekilde y ve z'ye gore ikinci kismi turevler elde edilir. Kismi
turevler Laplace denkleminde yerine yazilirsa

oV azv azv
Py oy’ P
Laplace denklemini sagladigi gorulur

3 S(x=x)+(y-y) +(z-2)1_|,
€5

AV =

A( )—



Nokta kitle potansiyeline v :GTM Laplace denklemi uygulanirsa
GM 1
AV = A(T) =GM A(Z) =GM(0)=0 oldugu gorulur

Dolu cismin potansiyel fonksiyonununun paydasinda 1/¢ oldugu
icin

av =Gaf[f 22 -6 mpA(%)dv -0

bunun da Laplace denklemini sagladigi gorulur.



Sinir Deger Problemleri

Amac; sinir degerlerin bir fonksiyonu olarak verilen S ylizeyinin icindeki veya
disindaki bir alanda,harmonik potansiyel fonksiyonunu(V) tespit etmektir

* Dirichlet problemi (birinci sinir degeri problemi): Bir S kapali ylzeyi Gizerinde kendi
sinir degerleri verilen V harmonik fonksiyonunun hesaplanmasina dirichlet problemi
veya potansiyel teorisinin birinci sinir degeri problemi denir.

e ikinci sinir degeri problemi: Bir S yiizeyi tizerinde kendisinin normal dogrultusundaki

tlrevi Z—Zverilen harmonik fonksiyonun kendisinin (V(x,y,z)=?) bulunmasidir.

 Uciincii sinir degeri problemi: Bir S yiizeyi tzerinde kendi degeri ile normal

tlrevinin lineer kombinasyonu V + Z—Z verilen harmonik fonksiyonun kendisinin
(V(x,y,2)=7) bulunmasidir.




Laplace denkleminin kiresel koordinatlarla
ifadesi ve Kuresel Harmonik Acinim

Laplace diferansiyel denkleminin kiiresel koordinatlar cinsiden

A A __2 ~ __2
e, V+2 c\/+8 V+cot85v+ 1 0 V:O

AV = vr”* r ,
or> or  00”% 0  sIn* 0 oA?

Yukaridaki Laplace diferansiyel denkleminin ¢éziimiinden V’nin kiiresel
harmonik a¢inimi ¢ceken kiitlenin disinda

r

n+1
V(r,6,1) = Y X (1) N —o(@nmecosmA + by, sinmA) P, (cos@) (6)

Elde edilir. Burada

P, (cosf) Legendre fonksiyonu,
nmax: maksimum acinim derecesi,

n: kiiresel harmonik modelin derecesi,
m kiresel harmonik modelin sirasi,

Anm, bnm kiresel harmonik modelin katsayilandir.



Laplace denkleminin kiresel koordinatlarla ifadesi

Meridyen dairesi

/

Kuresel Koordinat sistemi Z

* (rp, Op, Ap): P noktasinin kuresel koordinatlari

— r = orijinden olan radial mesafe, r >0 ] e paralel
- _ _ _ 0, TP daire
- origin (genellikle) dunyanin kutle merkezi olarak -\ |
tanimlanir. /\¢P Z
- RN
— d=enlem, -1/ 2<p<T/2 L kel

- Enlem icin origin ekvator tarafindan tanimlanir

— A =(dogu) boylam, 0 <A <2m, or -t<A<T X

- Boylam icin orijin Greenwich meridyeninden itibaren tanimlanir.
- Bati boylam: dogu boylamin negatifi (sadece bati yarimkurede kullanilir)
* (rp, Bp, Ap): P noktasinin kuresel polar koordinatlari

— 0 = (kutuptan olan aci), polar aci,0 <0<



Kiresel ve dik koordinat sistemi arasindaki iliski

Meridyen dairesi

/

e (rp, O Ap): P NoOktasinin kuresel koordinatlari B paralel
- Op r}— daire
Va2 +y2 + 22 DY
r y fiii\/d)P -\
[3] B aretan (;) ol KPP}
y
4 Va4 yz
arctan <
rsinfcosA
rsinf@sini
rcos6




Cekim Potansiyelinin kiiresel harmonik acinimi

(6) numarali esitlik kuresel harmonik katsayilar birimsiz olacak sekilde R

ekvatoral yaricapli bir kurenin yaricapi ile olceklendirilirse asagidaki esitlik
elde edilir

n+1
V(r,6,1) =y (g) n —o(CpmcosmA + Sy sinmA) By, (cosB) (7)

(7) numarali esitlik, a yaricaplh bir kire icin ifade edilirse (R=a)

n+1
V(r,0,1) = %222‘5"“ (3) %=0(C,(l$2cosm/1 + S,gf,zsinm/l)an (cosB)

r

Burada c,ﬁj‘,,{, S,g?,,z: birimsiz kuresel harmonik katsayilar ile Cy,y,, Spm

katsayilari arasinda asagidaki sekilde iliskilendirilir.

=2 150 = (5 S



Kiresel yuzey harmonikleri

(7) Nolu esitlikte yuzey harmonik fonksiyonu

n+1
c V(r,6,1) =Y T8 (é) n —o(CpmecosmA + S, sinmA)PB,,,,(cosO)
\ }
\
Y, (0,4)

* Y,(0, 1) asagidaki bicimde ifade edilir
* Y,(0,1) =27 _o(ChmcosmA + S, sinmA) By, (cosO)

* Yukaridaki esitligi asagidaki bicimde de ifade edilebilir
* Y,(0,4) = Xin=0 CamRnm (6, 2) + Spm Knm (6, 1)

* Bu esitlikte R,,,,,(0,4) = cosmAP,,,,(cos8)
. K, (6,4) = sinmAP,,,,(cos0)

* R,.,(8,1) ve K,,,(8,1) n. derece ve m. siradan yuzey harmonikleri olarak
adlandirilir



Kiresel yuzey harmonikleri

Ornegin; 0. derece yuzey harmonik fonksiyonu

* Y,(0,1) =27 _o(ChmcosmA + S, sinmA) By, (cosO)
Yo(0,1) = X1 _s(Coocos0A + Spo5in0A) Pyo(cosO)
Yo(6,1) = X7 _(CoocoS0A + Sypsin0A) Pyy(cosh)

Yada 0. derece ve 0. siradan yuzey harmonikleri
Ryo(8,1) = cos0APy,(cosB)

. Koo (0,4) = sin0APy,(cosh)

1. dereceden yuzey harmonikleri

Y;(0,1) = X4 (CpmcosmA + Sy, sinmA) Py, (cos8)

Y1(0,4) = (C19c0S0A + §15in0A) P;o(cosf) + (C;1cos1A +
S115in1A) Py (cos8)

Ya da 1. derece 1. siradan ylizey harmonikleri
R11(0,4) = cos1AP;,(cosB); K;1(0,1) = sin1AP;,(cosB)



Legendre fonksiyonlarinin hesabi

Biitiinlesik Legendre fonksiyonlari, B,,,,(t) ya da Legendre polinomlario B, (t)
asagidaki ifade ile hesaplanabilir.

o s\ (2n — 2k)! o
Fam (£) = 27 (1 = £7) /2;( 1)kk!(n—k)!(n—m—2k)!t +

n-m . .
r=-—— eger n—m cift ise
n-m-1

r= eger n — m tek ise

m=0 olmasi durumunda butunlesik Legendre fonksiyonu Legendre polinomu olarak
adlandirilir ve B, (t) ile gosterilir. Ornegin 0. ve 1.derece Legendre polinomu
Py(t) =1

P,(t) =t =cosf Dburadat = cos6

Pl,l(t) - Sln9 = 1 - t2

Hesap kolaylig1 agisindan, Legendre fonksiyonlarinin hesabi icin yinelemeli bagintilar

Pn(t)— n—1(t) — Pp () nz=z2m=0

B (t) = P(n—z)m(t) + (2n—-1)V1 — tzp(n—l)(m—l)(t) n=2 mz=21



* an(t) = Z_n(l - tz)m/ZZ};:o(—l)k

BlUtunlesik Legendre Polinomunun 6zellikleri

(2n—2k)! n-m-—-2k
k!(n—k)!(n-m-2k)!

n-m . - n-m-—1
r=-—— eger n—m ciftise ;r =
Burada (1 — t?)™/2= sin™@

m=n olmasi durumunda

eger n — mtek ise

n! 2n!

¢ Pan(t) = 27M(1 — t2)V22 = o sinf = 0

n! n

Normalized Legendre functions: Degrees 2-50, order m=n

2.5
2 M,
A
= /A \
g
S 15
= -
L K/
) AU fl
[ ) 1
5 1 /] '-ﬁ.
& ol I|'|I
—l ¥, [ I".
0.5 \
\
."-I lI"\.
2 b, 510 g;540 r, 550 m \
1) L i = 1 1 1 =

-1 08 06 04 02 0O 02 04 06 08 1
Cos(theta)



Legendre Function

Polynomials: Degrees 2-5; Order 0

[/
| .I

08 fr
F

PZ2b, P3g, P4r, Pom

-1 08 0H6 -0H4 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Cos(theta)



Legendre Function

Polynomials: Degrees 2-5; Order 0

t =—0.52 ~ 122° \

0.8 1/ t = 0.53 ~ 58°
' P2b,P3g,P4r,P5m

-1 08 0H6 -0H4 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Cos(theta)



* 5. derece Legendre polinomunun sifir aldigi degerler yaklasik olarak asagida
verilmistir,

e § =155.5,122.0,90, 58, 24.5 derece

P
= D ]
6 4+
14%-5 3
58 7
+
90
127 -
5 A+
166.5°
o £ B £ ‘o 6 = 1®o0d



Legendre fonksiyonlarinin hesabi

Normalize edilmis Legendre fonksiyonlarinin hesabi
(n—m)!

\/2(2n +1)
(n+m)!
V2n+1P (1), m=0

_ P.(t), O<m<n
Pn(t) =+

n=0, m=0icin, P,(t) = 1

n=1, m=0 icin, P, (t) = V3t



Legendre fonksiyonlarinin hesabi

t=cosf
n |m |Pnm(t) P (1)
0O (0 1 1
1 |0 |t V3t
1 |1 [1_¢2 V3sin®
2 |0 |[(3t?—-1)/2 3 t2 - 1)
2 |1 3ty 1 —t2 c
3 —sinfBcosb
2 |2 3(1—¢t?) .
12 SlTl
3 |0 (5t3 —3t)/2 V7(5¢t3 - 3t)/2
3|1 3/2(5t% —1)y/1 — t2 7
0




Legendre fonksiyonlarinin hesabi

t=cosf@
n m Pnm(t) P (t)
3 2 15t — 15¢3 ;
%an(t)
3 |3 1531 — t2 7
%an(t)
4 |0 35¢t%  30t2 . 3 VOP,,, ()
8 8 8
5 0 63 35 15 V11P
8 4 T 8
6 |0 @ﬁ B ELA N 315t2 15 V13P,,
48 48 48 48




Normalize edilmis Ktresel yluzey harmonikleri

Normalize edilmis Legendre fonksiyonu ve normalize edilmis kiiresel harmonik
katsayilar ile, ¢cekim potansiyelinin harmonik a¢inimi asagidaki sekilde ifade
edilir. Normalize edilmis kuresel yuzey harmonik ya da yilizey harmonik
fonksiyonu

n+1 - - -
c V(r,0,2) = 2 (2) B o(ComCOSMA + S SinmA) Py (c056)
\ )
v
Y, (6,1)

* Y.(0, 1) asagidaki bicimde ifade edilir
¢« Y, (0,1) =¥ _o(Chmcosm + S, sinmA) Py, (cosf)  (10)

* (10) esitligi asagidaki bicimde de ifade edilebilir
* Y (6,2) = X0 =0 Cm Rum (6, 2) + Spn K (6,2)

* Bu esitlikte R,,,,,(8,1) = cosmAP,,, (cos8)
. K,m(0,1) = sinmAP,,, (cos6)

* R,(6,1) ve K,,,,,(8, 1) normalize edilmis n. derece ve m. siradan ylizey
harmonikleri olarak adlandirilir



Ornegin
R, (0,1) = cosmAP,,, (cosO) ve K,,,,(8,1) = sinmAP,,,, (cos8)

n=0 ve m=0 icin
Roo(8,1) = Py (cos6)

n=1ve m=1icin
R.1(8,1)=P;; (cosB)cosA ve K,,(8,1) = P (cos8)sind

n=1ve m=0icin
R10(8,24) = P; (cos6)

n=5ve m=2icin
R=,(0,1)=Ps, (cosB)cos2A ve K:,(0,1) = Ps, (cos8)sin2A



Yizey harmoniklerinin siniflandiriimasi

* 1. Zonal harmonics (kusak harmonikleri): m=0 olmasi durumunda
yuzey harmonikleri kusak harmonikleri olarak adlandirilir. Kusak
harmonikleri A boylamina bagli degildir.

n. derece ve m. dereceden yuzey harmonikleri

* Rn(8,1)=P,,, (cos8)cosA veK,,,(8,1) =P, (cosd)sini

m=0 icin yuzey harmonikleri

R,0(0,1)=P,, (cos8)cos0 - A ve K,,,(8,1) = P,y (cos8)sin0 - A

Ry0(8,2) = Ppg (cos6) 0
Kusak harmonikleri kutup acisi 8’ya baglidir.



Yuzey harmoniklerinin siniflandiriimasi

e 1. Kusak harmonikleri (Zonal harmonics): m=0 olmasi
durumunda ytzey harmonikleri kusak harmonikleri olarak
adlandirilir. Kusak harmonikleri A boylamina bagli degildir.

t Rno(6,2)




2. Dilim harmonikleri(sectorial harmonics): m=n olmasi durumunda
kire arti ve eksi dilimlere bolintur. Bu harmoniklere dilim
harmonikleri olarak adlandirilir.

* R..(0,1)=P,,, (cos)mcosA veK,,,(8,1) = P,,, (cos@)msind

P,, (cos8) =0

R, (0,2) = cosmAP,,, (cosO) ve

K, (0,1) = sinmAP,,, (cosO)




* 3. Bolme harmonikleri: m # n durumlarda ylizey harmonikleri
kire yuzeyini bolmelere ayirir 0 < m <n

* R, (0,1) = cosmAP,,, (cosO) ve K,,,,(8,1) = sinmAP,,, (cosH)
Ri26(0,4) = Py, 6(cos@)cos6A

Piog(cosi¥)cos 6A




Cekim Potansiyelinin kiiresel harmonik acinimi

Cekim potansiyelinin kiiresel harmonik acinimini hatirlayalim

n+1
V(r,6,1) = Y 0 (g) r —o(CpmecosmA + S, sinmA) Py, (cosB)

Burada kuresel harmonik katsayilar yuzey harmonikleri ile iliskili olarak
isimlendirilebilir. Ornegin

Kusak harmonik katsayilari, Cyg, C50, S20
Dilim harmonik katsayilari, C;1, C55, Sss
Bolme harmonik katsayilari, €51, C35, S5»

2. derece kusak harmonik katsayilari C,



Cekim potansiyelinin kiresel harmonik katsayilari

Derece (n) | Sira (m) 61(:;31 ng;,)l
0 0 1 0

1 0 0 0

1 1 0 0

2 0 -4.8471E-04 0

2 1 -2.39832E-10 1.42489E-09
2 2 2.43932E-06 -1.40028E-06
3 0 9.57189E-07 0.0

3 1 2.03048E-06 2.48172E-07
3 2 9.04802E-07 -6.19006E-07
3 3 7.21294E-07 1.41437E-06
4 0 5.39992E-07 0.00

(a)

nm

_1(5
GM \ a

n+1
(a)
j Cnm C00



Global Gravite Alani modelleri

Tum yerylzine ait gravite bilgilerinden faydalanarak olusturulmus modellerdir.

GM wnmax (Rt en T o R
V(r,0,4) = ?ero (—) Y —o(CpmecosmA + Sy, sinmA) Py, (cosB)

r

G evrensel cekim sabiti, M yeryuvarinin kutlesi, R yeryuvarinin ekvatoral yaricapi,
nmax maksimum aginim derecesi, m kuresel harmonik modelin sirasi, C,;, Snm
kuresel harmonik modelin katsayilaridir.

Yeryuvarida toplanan tum gravite bilgisi bir araya getirilerek en kicik kareler
yontemiyle dengelenerek Cy,m, Snm  katsayilari kestirilir. Boylelikle bu modeller
yardimiyla yerylzinde bir noktada cekim potansiyeli ve ondan turetilen blyuklikler
jeoit yuksekligi, ceklil sapmasi, gravite anomalisi, yukseklik anomalisi gibi buyutkltkler
kolayca hesaplanabilir.

Global gravite alani modellerinin konumsal ve agisal ¢ozunurlikleri asagidaki sekilde
tanimlanir

180°
nmax

Konumsal ¢6ziintirlik=20 000 km/nmax

Acisal coziinlrlik=

Ornegin maksimum acinim derecesi nmax=360 olan bir model icin acisal ¢éziinirliik
30" ve konumsal c¢ézinirlik 55.556 km olarak belirlenir. Hesaplanan konumsal
cozunurluk meridyen yoninde gecerlidir. Ancak parallel daire yoninde sadece
ekvatorda gecerlidir. Kutuplara dogru yaklastikca uzaklik degeri (55.556 km) azalir,
konumsal ¢ozinurlik degeri artar.



Global Gravite Alani modelleri

Harmonik a¢inimda ilk seri toplami n — oo igin gecerlidir. Ancak sonsuz sayida (veya
cok miktarda) katsay1 belirlemek imkansizdir. Bu nedenle seri toplami belli bir yerde
durdurulur; buna kesme (truncation) denir. Seri toplaminin bu sekilde kesilmesinden
dolayi, yukaridaki bigimde olusturulan bir potansiyel model gercegi ancak belli oranda
yanisitir; buna da modelin ¢oziiniirliigii ad: verilir.

Ornegin EGMO08 (Earth Gravitational Model 2008) modelinin ekvatordaki ¢oziiniirliigii

e aeee g 20000 km 20000
Konumsal ¢ozundrlik= = =9km
nmax 2190
180° _180°
= x60 =05
nmax 2190

Agisal ¢OzUnUrluk=
Ornegin
nmax = 1080

0000 km

Konumsal (;(52[]n'L]rIUk:2 = 18.5 km
1080



« Dilnyada farkli arastirma merkezlerince gelistirilen pek ¢ok global gravite alan1 modelleri
mevcut olup bunlar bir internet sayfasinda derlenir ve kullanicilara Ucretsiz olarak
yayinlanir. llgilenen arastirmacilar Ucretsiz sekilde modelleri indirebilir ve jeodezik
urdnleri (cekll sapmasi, jeoit yiiksekligi, gravite anomalisi) hesaplayabilir.

ICGEM GF:

Helmhaoltz Cer
FoTrTspa

ional Centre for Global Earth Models (ICGE

We kindly ask the authors of the models to check the links to the original websites of the models from time to time.
Please let us know if something has changed.

The table can be interactively re-sorted by clicking on the column header fields (Nr, Model, Year, Degree, Data, Reference).
In the data column, the datasets used in the development of the models are summarized, where A is for altimetry, § is for satellite (e.g., GRACE, GOCE, LAGEOS), G for
ground data (e.g., terrestrial, shipborne and airborne measurements) and T is for topography.

The links calculate and show in the last columns of the table directly invoke the Calculation Service and Visualization page for the selected model.
For models with a registered doi ("digital object identifier”) the last column contains the symbol « , which directly opens the page on "http://dx.doi.org/".
If you click on the reference, the complete list of references can be seen.

ML L s e loeaee] D | eteences ] oowioa Lcacie sho] 00

1 SE1 1966 Lundquist, C.A. et al, 1966 gfc zip Calculate Show
2 WGS66 1966 24 G WGS Committee, 1966 gfc zip Calculate Show
3 0SU6s 1968 14 G, 5 Rapp, Richard H., 1968 gfc zip Calculate Show
4 SE2 1969 22 G. S Gaposchkin, E.M. Lambeck, K., gfc zip Calculate Show
1970
5 KOCHTD 1970 8 G. 8 Koch, Karl-Rudolf and Morrison, gfc zip Calculate Show
Foster, 1970
103 ITG-Grace03 2007 180 S(Grace) Mayer-Girr, T. et al, 2007 gfc zip Calculate  Show
104 EGM2008 2008 2190 A, G, 5(Grace) Pavlis, N.K. et al, 2008 gfc zip Calculate Show
105 EIGEN-5C 2008 360 A, G, 5(Grace), S(Lageos) Forste, C. et al, 2008 gfc zip Calculate Show

106 EIGEN-55 2008 150 S(Grace), S(Lageos) Forste, C. et al, 2008 gfc zip Calculate  Show



Ornek

Kutup uzakligi 52° jeosantrik boylami 32° ve radial bileseni 6370000 m olan
noktadaki yercekimi potansiyelini EGMO08 modeli kuresel harmonic katsayilarini
kullanarak hesaplayiniz. Maksimum acinim derecesini 2 aliniz. (EGMO08 modeli icin
ortalama vyeryuvari vyaricapi R= 6378137.00 m yermerkezli cekim sabiti
GM=3986004.418E+8 m3 /s?

Cozum: Kuresel koordinatlari verilen bir noktanin cekim potansiyeli

cM nmax R n+1 N
V(r,0,1) = = Z (7> Z (C,mcosmA + S, sinmA)P,,,, (cosO)
n=0 =

m=0

Esitligi ile hesaplanir.



Ornek

n|{m/|Pnmit) P (1) Cm Sm
O[O0 | 1.000000 1.00000 1.0000 0.0000
1[0 [0.615661475 1.066356956 0.00000 0.00000
1{1 [0.7880107/53 1.364874661 0.00000 0.00000
2|0 | 0.068558578 0.153301640 -0.000484165 | 0.00000
2|1 |1.455443589 1.878969594 0.00000000 0.000000001
212 |1.862882843 1.202485705 0.000002439 -0.000001400

n |m |Pnm(t) P (1)

O |0 1 1

1 [0 |t V3t

1 |1 | J1—¢2 v/3sin®

2 |0 |@ez-1)2 \/§<Et2—1>

2 2
2 |1 3ty1 — t2 5 /3sinfcos




nim Cm, Shm Ym R\t Carpim

)
0|0 | 1.000000 0.0000000 1.00000 1.001277394 | 1.001277394
1|0 |{0.000000 0.0000000 0.000000 1.002556420 | 0.0000000
111 | 0.000000 0.0000000 0.000000 1.002556420 | 0.00000000
2|0 |-0.000484165 0.0000000 -0.000074223 | 1.003837079 | -0.000074508
2|1 | 0.00000000 0.000000001 | 0.000000000 |1.003837079 | 0.000000001
2|2 |0.000001069 -0.000001258 | -0.000000227 | 1.003837079 |-0.000000228

Yom = (Cpymcosmd + Sy, sinmA) P, (cos8)

Cekim Potansiyeli

V

=2 51001202659 = 62569967.07 m? /s

Olarak elde edilir.




EGMOS8 modelinin kiresel

Pavlis, N.K., S.A. Holmes, 5.C. Kenyon, and J.K. Factor:
An Earth Gravitational Model to Degree 2160: EGM2008,
presented at the 2008 General Assembly of the European Geosciences Union,
Vienna. Austria, April 13-18, 2008.

product_type
modelname
earth_gravity_constant

radius

max_degree
Errors

norm
tide_system

url

gravity_field
EGM2008

0.63781363E+07
2180
calibrated
fully_normalized
tide_free

0.3986004416E+15

hitp:flearth-info.nima.milfGandG}

0.0d0

key L M C 5

end_of_head

gic 0 0 1.0d0 0.0d0

gic 2 0 -0.484165143790815e-03
gic 2 1 -0.206615509074176e-09
gic 2 2 0.243938357328313e-05
gic 3 0 0.957161207093473e-06
gic 3 1 0.203046201047864e-05
gic 3 2 0.904787894809528e-06
gic 3 3 0.721321757121568e-06
gic 4 0 0.539965866638991e-06
gic 4 1 -0.536157389388867e-06
gic 4 2 0.350501623962649e-06
gic 4 3 0.990856766672321e-06
gic 4 4 -0.188519633023033e-06
gic 5 0 0.686702913736681e-07
gic 5 1 -0.629211923042529e-07
gic 5 2 0.652078043176164e-06
gic 5 3 -0.451847152328843e-06
gic 5 4 -0.295328761175629e-06

0.0d0
0.000000000000000e+00
0.138441389137979e-08
-0.140027370385934e-05
0.000000000000000e+00
0.248200415856872e-06
-0.619005475177618e-06
0.141434926192941e-05
0.000000000000000e+00
-0.473567346518086e-06
0.662480026275829e-06
-0.200956723567452e-06
0.308803882149194e-06
0.000000000000000e+00
-0.943698073395769e-07
-0.323353192540522e-06
-0.214955408306046e-06
0.498070550102351e-07

0.7481239490e-11
0.7063781502e-11
0.7230231722e-11
0.5731430751e-11
0.5726633183e-11
0.6374776928e-11
0.6029131793e-11
0.4431111968e-11
0.4568074333e-11
0.5307840320e-11
0.5631952953e-11
0.5372877167e-11
0.2910198425¢e-11
0.2989077566e-11
0.3822796143e-11
0.4725934077e-11
0.5332198489e-11

http://iceem.gfz-potsdam.de/home

harmonik katsayilari

0.0000000000e+00
0.7348347201e-11
0.7425816951e-11
0.0000000000e+00
0.5976692146e-11
0.6401837794e-11
0.6028311182e-11
0.0000000000e+00
0.4684043490e-11
0.5186098530e-11
0.5620296098e-11
0.5383247677e-11
0.0000000000e+00
0.3143313186e-11
0.3642768431e-11
0.4688985442e-11
0.5302621028e-11


http://icgem.gfz-potsdam.de/home

Merkezka¢ kuvveti ve Potansiyel

* YerylUzunde duran bir cisme etki eden ikinci buyuk kuvvet vyerin kendi
ekseni etrafinda dénmesinden kaynaklanan merkezkag kuvvetidir

AZ

\_/vw

2 2
P noktasiin Z eksenine uzakligi P= \/ X +Y ve
(»  yerin agisal donme hizi olmak Uzere



Merkezka¢ kuvveti ve Potansiyel

* Merkezkag kuvveti ve Merkezkacg potansiyeli asagidaki sekilde tanimlanir.

a=’p=0°Xi+0°Y]
YA

| Merkezkag potansiyeli (@) skaler bir
buyukliktir ve gradyenti merkezkacg

ivmesi(kuvvetini verir).

a=Vvog

Buradan merkezkacg potansiyeli
1 2 2 2
@ = Ea) (X" +y7)
Merkezkac potansiyeli harmonik bir

fonksiyon degildir. Merkezkac
potansiyelinin 1. turevleri

99 _ wix 8—¢:w2y @_(0:0

OX oy oz

2 2
8(0+8

5 (20 — 2(()2 —+ () Laplace esitligini saglamaz
OX~ oy

Ap =



Yeryuvari Gravite Alani

* Yerylzunde duran bir cisme etki eden en 6nemli iki kuvvet; kitle cekim kuvveti
ve yerin donmesinden kaynaklanan merkezkac¢ kuvvetidir. Bu iki kuvvetin
bileskesi gravite vektériunu g olusturur

1‘Z

i




Yeryuvari Gravite Alani

Yerylziunde bir P noktasindaki dikkate alinacak kuvvetler;
9 : Cekim kuvveti
a: Merkezkac kuvveti

Bunlarin bileskesine g gravite vektoru denir

g=g+a

Her kuvvet (G, a, g) kendine ait bir potansiyele sahiptir.
Cekim Potansiyeli (V)

Merkezkac Potansiyeli ( @)

Gravite Potansiyeli (W)

Kuvvetlerin bileskesine (toplamina) karsilik, cekim ve merkezkac
potansiyelin toplami (W=V+g@) gercek gravite potansiyelini verir.



Yeryuvari Gravite Alani

Gravite potansiyeli (W)

% 1 5,0, 2
W=V+p=0G —dv+—o (X" +
p=G| j J v S e’ (¢ )
Seklinde ifade edilir. Potansiyel ile kuvvet iliskisinden (potansiyelin tlirevi
kuvvet vektorinun bilesenlerini veriyordu. Buna gore;

_ ow ow Jow
9= (9% 9y 92) = gradW = (52,55

Gravite potansiyeli harmonik bir fonksiyon degildir. Laplace denklemini
saglamaz

AW =2w* # 0



Yeryuvari Gravite Alani

* g gravite vektoru vektorel bir buyukluk oldugundan, bayudkliagi ve
dogrultusu vardir.

e Bu vektorin bayuklagi

'g=lg‘l=\/g§+g§+g§

* Olup bu ayni zamanda vektorin disey bilesenine ve W
potansiyelinin dusey dogrultudaki tlrevine esittir.

_GW oW
on oH

*In =9 =

* Gravite vektorunlin biayuklGginin birimi Gal=(cm/sn?2) olup
enleme gore degisir.



Yeryuvari Gravite Alani

Gravite vektorinlin dogrultusuna ¢ekiil dogrultusu veya diisey dogrultu denir.
Gravite vektoru dogrultusu=¢ekiil dogrultusu=Diisey dogrultu

Gravite vektorinun dogrultusunun Jeodezideki dnemi : Biutun jeodezik aletler
buna gore dlizeclenip ayarlanir. Diusey ve yatay tanimlarina temel olusturur.

Gravite kutuplarda ekvatorda oldugundan daha buyuktdr.

9k > YE
Jgx =983 Gal
J gg = 978 Gal

a

ekvator



Es potansiyelli yizey

Uzerinde gravite potansiyeli (W) sabit olan yuzeye es potansiyelli yuzey,
seviye yuzeyleri, ya da nivo yuzeyleri denir. Gravite potansiyeli esit olan
noktalari birlestirdigimizde elde ettigimiz bir nivo yuzeyinin kapali ifadesi

W =W(x,y,z) = sabit

Bir espotansiyelli yuzey uzerinde m=1 kutleli bir (x,y,z) noktasi diferansiyel
anlamda dX kadar yer degistirildiginde, gravite potansiyelindeki degisim
miktari

dW = 5-dx + 5> dy + 5 dz l

olduguna gore, vektorel olarak bu degisim asagidaki sekilde yazilabilir;
dW = g -dX = gradW - dX
Burada dX = [dx, dy, dz]



Es potansiyelli yizey
. dX

* Bu dX vektoru es potansiyelli yuzey boyunca hareket ettirilirse W= sabit
oldugundan dIW = 0 olur. Bundan dolayi

e dW = g - dX esitliginden
e 0=g-dX

e Olur. Iki vektorun carpimi sifir ise bu iki vektor birbirine diktir. Buradan
es potansiyelli yuzey uzerindeki bir noktadaki gravite vektorunun
dogrultusu es potansiyelli yuzeye diktir.

* Bir noktadaki gravite vektorl, o noktadan gecen espotansiyelli ylzeyin
normali dogrultusundadir. Her noktada Cekul dogrultusuna dik olan
Espotansiyelli yuzeyler (seviye ylzeyleri) de her yerde yatay olup,
yatayin fiziksel tanimlanmasina yardim ederler.



(X (¥ ° °
Cekil egrisi
Tum espotansiyelli yuzeyleri dik
olarak kesen cizgileri
birlestirdigimizde elde ettigimiz

egrilere cekul egrisi (plumb line)
denir.

Cekul egrileri her noktada es
potansiyelli yuzeyleri dik olarak
keserler.

A\ Bir noktadaki g gravite vektorunun
(T~ T " X level smface  dogrultusu bu noktadaki cekul

! ., { [ TS \ s \

~— [ W=constant  egrisine tegettir

Cekul dogrultulari bulunduklari noktadan gecen cekul egrilerinin tegetleri ile cakisirlar.
Jeoidden itibaren olan ortometrik yukseklik (H) cekul egrisi boyunca jeoidden P
noktasina kadar olan mesafedir.



(X (¥} ° °
Cekdil egrisi
Jeoid (geoid): uzerinde gravite potansiyeli sabit olan ve ortalama deniz
yuzeyi ile cakisik olan yuzey jeoid olarak adlandirilir ve
W = Wo = sabit
Olarak tanimlanir.

Koordinatlari x,y,z olan bir P noktasi cekul egrisi boyunca yukari dogru dH =
|dX | diferansiyel mesafesi kadar tasinsin. Buna gore P noktasindaki gravite
potansiyeli

dW = g-dX = |g||dX| cos(g,dH) = —gdH

kadar degisir. Bu esitlik yukseklik (H) ile gravite potansiyeli (W) arasindaki
iliskiyi gosterir ve asagidaki bicimde de gosterilebilir

9= "

Bu esitlik gravitenin, gravite potansiyelinin dusey yondeki gradyentinin ters
isaretlisi oldugunu ifade eder

m

/P—F\
v g

W=sabit




* Bir W=sabit es potansiyelli yuzeyde iki nokta dusunelim.

B Bu noktalardaki gravite kuvvetleri g; ve
g olsun. Gravite kuvveti her noktada

aH, dH, farkli oldugu icin g; # g,

O1 0
A D \W=sabit

Bu iki noktayi d H; ve dH, kadar cekul
egrisi boyunca yukariya dogru tasiyalim.

Gravite potansiyelindeki degisim miktari
dW = —g,dH, = —g,dH,

Olur. g4 # g, oldugu icin yukaridaki esitligin saglanmasi icin d H; ve dH, nin birbirinden
farkli olmasi gerekir. Buradan es potansiyelli yuzeyler parallel degildir sonucu ortaya cikar.



Espotansivelli yazeylerinin ézellikleri

Birbirine paralel olmayan ic ice kapali espotansiyelli ylzeylerdir.

Yerin temel sekli olan Jeoit, espotansiyelli ylizeylerden ortalama okyanus
ylzeyi ile cakisanidir

Bu ylizeyler kesismezler.

Jeopotansiyel ylzeyler her yerde yatayi olustururlar.

Espotansiyelli ylizeyin teget diizlemine yatay diizlem denir.

Gravite vektorunin dogrultusu, disey dogrultu veya cekll dogrultusudur.
Ardisik espotansiyelli yuzeyleri dik kesen egrilere ¢ekiil egrileri denir.

Bir noktadaki gravite vektori bu noktadan gecen ¢ekil egrisinin tegetidir.



