Soru 2.5.11: Siirekli olasilik yogunluk fonksiyonunu
fly)=ve™ ; y=0 olarak verilmus olsun.
P(Y=1.5) olasihigin hesaplayalim.

15
P(Y=1.5)=1-P(Y<1,5)=1- J_}’_e'-"af}r burada kismi integrasyon kullanirsak:
o

=y = du=dy
dv=e“dy = v=-¢”

15 13

mr—fvdu =—ye ' |+ JE'J'djr= 1.5 +1-e = 1-2.5¢"7
o %

Sonug olarak: P(Y>1.5)= 1-(1-2.5¢™°)=2.5¢""~ bulunur.

2.6 KOSULLU OLASILIK (Conditional Probability)
Kosullu olasihk P(A|B) biciminde gostenlir. P(A|B)'min anlamm, B gibi1 bir olayin
gerceklestigi bilindiginde A olayinin olasilig: olarak ifade edilir.

A ve B, aym omeklem uzayinda tammlanmis 1ki olay ve P(B)=0 olmak tizere B olayinin
gerceklestign varsayim altinda A olayinin kosullu olasihi@

P(A|B) = P(ANB)
P(B)
Bigiminde tamimlamir. Bu tanmimdan yararlamlarak A ve B olaylarimin birlikte gerceklesme
olasihgim kosullu olasihik yardimu 1le

P(AmB) = P(A|B).P(B)

biiminde bulabiliriz. _:'3‘-__
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Ornegin; S, n tane esit olasilikh sonuca sahip bir 6rmeklem uzay1 olsun. Bu drneklem uzayi
izernindeki A ve B olaylan sirasi 1le a ve b tane sonuca sahip ik1 olay1 gostersin. A ve B
olaylarinin ara kesitlerindek: eleman sayisi da ¢ olsun. B olaymin gerceklestigi bilindiginde
A’nin kosullu olasihig

c

b

P(ANB) _

P(A|B)= o

3 |3 |0

olarak bulunur.

Ornek: 52°lik bir oyun kagidh destesinden bir kart ¢ekiliyor. Kartin vale oldugu bilindigine
gore ¢ekilen kartin kupa olma olasiligi nedir?

A ve B olaylanm tanimlarsak,

A: Cekilen kartin kupa olmasi.

B: Cekilen kartin vale olmasi.
Bu durumda B olayinin 4 eleman (kupa, karo, sinek ve maca valelen) vardir.

P(B) =i ve P(BA)= L olur.
52 52

Aranan kosullu olasihk P(A|B) dir.
P(AnB)_1/52 1

P(A|B)= =—
(415) P(B) 4/52 4
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Ornek:
I, istatistik dersinden basanisiz 6grencileri ve B; bilgisayar dersinden basarisiz dgrencileri
gostersin.

P(1)=0.45, P(B)=0,35 ve P(InB) =025 verilmis olsun

a)P(IIB) = P“ ﬁB} = 0.25 = E = Bilgisayar Dersinde Basanh oldugu bilinen
P(B) 035 7
ogrencinin Istatistik dersinden gegme olasiligi;
b)P(B|l) = P(Bﬁj) OB 5 Istatistik Dersinde Basarih oldugu bilinen
P(i) 045 9
dgrencimin Bilgisayar dersinden gegcme olasihig;

c)P(luB)=P()+P(B)-P(InB)
= (,45+0,35-0,25=0,55= Bu 1k1 dersten en az birinde basarnili olma olasilhifi
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Iki Olayin Bagimsizhigl

A ve B gib1 1ki olaydan birnin gerceklesmesi dtekinin gerceklesme olasihigimi etkilemiyorsa
A ve B olaylan bagimsizdir. Yam bir olayin gerceklesme olasilifn 6nceki olayin gerceklesip
gerceklesmedigine bagh degilse bu olaylara bagimsiz olaylar denir.

Simgelerle gostenrsek,
o P(A|B)=P(A) velveya P(B|A)= P(B) ve/lveya P(A[1B)= P(A).P(B)ise A ve
B olaylan bagimsizdir.
* A ve B olaylaninin bagimsiz oldugu bilimiyorsa P(A4 | B)=P(A), P(B| A) = P(B) ve
P(A B) = P(A).P(B) esitliklen saglanir.
Teorem: A ve B olaylar bagimsizise p(an By = P(4).p(B)olur
Tamt: P(A\UB)= P(A)+ P(B)— P(AN B)
ve

P(AUB)=1-P(AN B) yazilabilir.

Yararlanilan Kaynak: http://www.baskent.edu.tr/~iserdem/dersler/258/Bolum2.pdf

Her iki esitlikten
1-P(ANB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
1—P(ANB)=1-P(A)+1—P(B)— P(AN B)
A ve B bagimsiz oldugu i¢in P(A N B) = P(A).P(B) dir.

1— P(A).P(B)=2—P(A)— P(B)— P(AN B)

P(ANB)=1—-P(A)- P(B)+ P(A).P(B)

P(ANB) =[1-P(A)]- P(B)[1- P(A)]

P(ANB) =[1-P(4)]1- P(B)]

P(AN B) = P(A).P(B)

elde edilir.




Tam Bagimsizhk ( Ikiden Cok olaylarin Bagimsizhi{)
A, B ve C gib1 ii¢ olayin tam bagimsiz olmas: 1¢in asagidaki esithiklenin saglanmas: gerekir.

*P(AN B) = P(A4).P(B)
#P(ANC) = P(A)P(C)
*P(BMC)=P(B)P(C)
*P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C)

n tane olayin bagimsiz olabilmesi 1¢in

P(A AN .(NA)=P(A)P(A,). P(A ) k=234, n esithfnin saglanmas: gerekir.

Ornek: Bir zar atiliyor. A olay1 zann 1 ya da 2 gelmesi, B olay1 zann ¢ift gelmesi olmak iizere
A ve B olaylan bagimsiz midir?

A=1{1,2} B=1{246}
2 1 3 1 1
P(A)=—=—, P(B)===—, PiiANB) = —
(4) =3 (B) <=3 (4 B) c
P(AMB)=P(A)P((B)
11 oldugundan A ve B olaylan bagimsizdir.
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Omnek: iki dengeli zar birlikte atiliyor.
A: 1. zann bir ya da 1ki gelmesu,
B: Tkinci zarin 3 4 ya da 5 gelmesi,

C: Zarlardaki sayilann toplaminin 4,11 ve 12 olmak iizere bu ii¢ olayin tam bafisiz olup
olmadiklanm arastimz.

- C ~ B A

" ~
(1,39, (1,4), (1,5), (1,6)
297 (2.,3),(2,4),(2,5), (2,6

(3,0:A3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3,6)

s‘%fﬁ,z},{4,3},{4,4},(4,5),<4,m* P
(5.1). (5.2, (5.3). (5.4). (5.50. (5.6) | %
[(6.1),(6,2),(6,3), (6,4), {/ﬂ,ﬁ);{é,ﬁ)_/

2
PA N —
(A4) r

s
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6 1
P(C)=—=—
©=36"%

6 1 2 1
PA B :_:_, _P_.-q C = — = —
(41 8) 36 6 “4No) 36 18

P(ANBNC) :3_16 olarak bulunur.Ug olaya iliskin tam bagimsizhk kosullarinin saglanip

saglanmadif1 incelenir.

P(ANBNC)= P(A).P(B).P(C)
I 111 saglanir.

B) = P(A).(B)
1 saglanir.
2

P(AMNC) = P(A).(C)
1

saglanir.

11

18 36
P(BNC) = P(B).P(C)
1

11 1 1 saglanmaz.
.—_.—:;. i—
18 36 18 12

A 1le B, Aile C, olaylan bagimsiz olmasina ragmen Bile C olaylan bagimsiz olmadigindan, bu - ~
i¢ olayin tam bagimsiz oldugu séylenemez. - =
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Ayrik olaylarla, bagimsiz olaylart birbirine karistirmamak gerekir. Ayrik olaylarin ortak
noktas: yoktur.

ANB=¢ = P(A B)=0"dir. (A ve B aynk olaydir.)

Olaylarin aym zamanda olma olasihiklarnt sifir degilse, ortak noktalan var demektir. Ortak
noktalannin olmas1 aynk olmadiklan anlamina gelir, ancak bagimsiz olduklan anlamina da
gelmez.

Bagimsiz olaylarda, olaylarin aym zamanda olma olasthig, kesisime dahil olan olaylarin
olasiliklart carpimina esittir.

Soru 2.7.1: A ve B olaylan ayrik olaylar ve olasiliklan sifirdan farkh ise A ve B bagimsiz
olaylar midir?

AMNB=¢ = P(A[1B)=0 ( A ve B aynk olaylar)

a) Eger P(4)=0 ve P(B)=0 ve

P(A[B)= P(A).P(B)= A ve B olaylan bagimsizdir.

0 = P(A).(P(B) olacagindan A ve B olaylarn bagimsiz dggi][[jl—_ a) P(4(1B)=0.2 = 0 oldugundan A ve B aynk olaylar degildir. Ayrik olaylar olabilmesi i¢in

) P(AN B) =0 olmalidir.
Soru2.7.2: P(AN B)=02,P(4) =06 ve P(B)=02 iS¢, 1 p41\5) - P(ALP(E)

a) A ve B aynk olaylar mudir.

02 = (0.6).(0.5
b) A ve B bagimsiz olaylar midir. (0.6).(0.5)

0.2 # 0.3 oldugu igin A ve B bafimsiz olaylar degildir. [( P( 4 B) = P(4).P(B) ise
A ve B bagimsizdir |

—
M.
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Soru 2.7.4: Basari durumu ¢ok 1y1 olmayan bir égrencinin kimya dersinden ge¢me sansi 0.35,
matematik dersinden gegme sansi 0.40 ve her ikisinden gegme sansi 0.12°dir. Ogrencinin
kimya dersinden ge¢cmesi ve matematik dersinden ge¢mesi olasihiklan bagimsiz nmudur? Her 1ki
dersten de basansiz olma olasihg nedir?

K: Kimya dersinden gegme
M: Matematik dersinden ge¢me

olaylar olsun

P(KMM)= P(K).P(M)ise = K ve M olaylan bagisizdir.
P(K)=035 PM)=040, PKMNM)=0.12
P(KMM)=PK).P(M)
0.12 = (0.35)(0.40)=0.14 oldugundan K ve M olaylan bagimsiz degildir.

P ( her iki dersten de basarisiz)=1-P( En az birinden basarili)

=1-P(KUM)=1-[P(K)+ P(M)-P(K NM)]
=1-[035+040-0.12]
=1-0.63=0.37"dir.
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TOPLAM OLASILIK KURALI
Tamt: P(B)= P(BNS)du

Bir B olaymnmn olasiifi dogrudan hesaplanamadifi zaman toplam ﬂ]as“1l1k_ kuralindan = P( BN {:&'l 1J Az J...u .4" ))
yararlamlir. Ornefin bir sigara fabrikasindaki 6 makine tarafindan dretilen sigara
paketlerinden rasgele bir tanesi alindiginda bu paketin bozuk olmasi olasihigi arastinilsin. = P[[B NAYUBN AU .U(BN A"]]
Burada B olayi, ¢ekilen sigara paketinin bozuk olmas: ise bu paket A; A,,....A; makinelerin B
birisinde tiretilmis olabilir. =P(B(A4)+P(BMNA,)+..+ p(B[A4,)
S

= P(B| 4).P(A)+P(B| A,).P(4,)+...+ P(B| 4,).P(4,)

. - Z P(B| A).P(A Yolur.

P(B) olasihgini bulabilmek i¢in topla olasilik formiilinden yararlamlir.
Teorem: A;; 1=1....n

-4MNA, =¢ i#j igin
-P(A4)=>0; i=1_..n
~S=U4
i=1
biciminde olmak iizere herhangi bir B olayi i¢in
P(B)= P(B|A4).P(4)

i=l1

esitligine toplam olasihk kurah denir. - 3 -
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Ornek: Bir fabrikada tiretilen mallan %50’si 1. makineden, %30’u 2. makineden ve %20si
3. makineden tiretilmektedir. Bu makinelerin drettiklert mallanin sirasiyla %3, %4 ve %5 1nin
bozuk oldugu gozlenmistir. Uretilen mallardan rasgele segilen bir tanesinin bozuk olma
olasiligi nedir?

A Secilen mal 1. Makinede dretilmastir. (1=1,2 3)

B: Secilen mal bozuktur.

P(A)= 0.50, P(A5)=0.30, P(A3)=0,20
P(B|A,)=0.03, P(B|A)=0.04 P(B|A:)=0.05

Uretilen mallar bu {ic makineden ciktifi 1cin, B olayr A, A, ve A; olaylanmn binsiyle
birlikte ortaya ¢ikar. Bu durumda B olayi aynk ii¢ olayin toplam olarak yazilabilir.

P(B)=P(BNA)+P(BNA,+P(BMNA4,)
=P(B| 4,).P(4,)+P(B| 4,).P(4,)+ P(B| 4;).P(4;)
— (0.03).(0.50) + (0.04).(0.30) + (0.05).(0.20)
=0.015+0.012+0.010 = 0.037

Rasgele secilen bir malin bozuk olmasi olasih@ 0.037 dir. Bir baska deyisle bu fabrikadan
1000 tane mal alimirsa, bu secilen 1000 mal i¢inde bozuk olacaklar sayisinin beklenen degen
37 olacaktir.
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BAYES TEOREMI
Olasilik kuraminin énemli teoremlerinden birisi olan Bayes teoremu soyle ifade edilir.

Teorem:

5= U A, P(A1)=0 ve her i # j i¢in 4[] A, = ¢ olsun . S drneklem uzayinda tammlanmis

i=l

herhangi bir B olay1 i¢in P(B)=0 olmak kaydiyla |

PIB|A)YP(A.
P(4,|B)= n{ |4,)-P(4)) , 12 j<n  olur

S P(B| A).P(4)

Tamt: Kosullu olasilhik tamimuindan,

P(A4 | B) = P(4,NB) _P(B|4).P(4)
' P(B) P(B)

Toplam olasihk kosulundan yararlamlarak,

yazilabilir.

P(B) = iﬁ{m A).P(4) yanlabilir.

=1
Buradan,
P(B | Aj. ]_P{AJ.}

P(4,|B)=— elde edilir.

D P(B| 4).P(4) §
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Ornek: (C. Homur) Ug torbada bevaz (B) ve kirmuz1 (K) toplar bulunmaktadir. 1. Torbada; |
beyaz, 3 kirmuzi top, II. Torbada; 2 beyaz, 2 kirmuz, III. Torbada; 3 beyaz, | kinnmiz top
vardir. Rasgele sec¢ilen bir torbadan ¢ekilen top beyaz 1se bu topun 1. Torbadan gekilmis
olmasi olasihif nedir?

1B 2B 3B
3K 2K 1K
L. IL. 1.

B: Cekilen topun beyaz olmasi _
A;: Secilen torbamin 1, 11, veya III. Torba olmas: olaylari olsun. 1=1,2, 3

P(4,)= P(4,) = P(4,) =§

| 2 3
P(B| A =—, P(B Aj =— PiB|l 4y1y==
(Bld)=7. PBI4)=7 (Bl 4)=7
P(B|A)P(A 34
P4, B) =284 {J:] A4
D P(B|A)P(4) |<|l-+>+2
pr 3)l4 4 4
112 1 : : -
=E? =5 (Cekilen beyaz topun, [. Torbadan gelmesi olasihif %17 dir.
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Ornek: (M. Aytac S: 41)
Bir hava assiinde tehlike oldugu zaman alarm sisteminin calismas: olasihign 0.99, tehlike

olmadifinda alarm vermemesi olasilifi 0.98 ve herhangi bir anda tehlike olmasi olasihif: da
0.003 " tilr.

a) Hava issindeki alarm calistina gore, tehlike nedeniyle ¢almig olmasi olasihf
nedir?

b) Tehlike olmasi ve alarm sisteminin ¢caligmamasi olasilhifi nedir?

A Alarm sisteminin ¢calismasi,
B: Tehlike olmasi olaylarim gdstersin.

P(4|B)=099.  P(B)=0003= P(B)=0997 olur.
P(A4| B)=0.98 = P(4| B) = 0.02 olur.

a) Alarm sistemi ¢alisiyorsa tehlike nedeniyle olmasi olasih@ P(B|A)=? Bayes Teoremu
P(B| A) = P(A4|B): P(B) 3 (0.99).(0.003) _ 297
P(A| B).P(B)+ P(A| B).P(B) (0.99)(0.003)+(0.02)(0997) 229]

Alarm sisteminin ¢alistifi bilindiine gore tehlike nedemiyle c¢alismasi olasihigi, yaklasik
olarak, %13 tiir.

b) Carim kurali uygulanirsa
P(AnB)=P(A| B).P(B)=(0.01)(0.003) = 0.00003

(iinkii, burada
P(A|B)=1-P(A|B)=1-099=0.01= P(A4) dir.
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Kosullu olasiliklar, kesisim olaylanimin olasiliklanimin bulunmasinda da kullamlmaktadir. A
ve B gibi 1ki olay olmasi durumunda,

P(A[B)=P(A4|B).P(B)= P(B| A).P(A)
egithkler: kullamlmaktadir.

Eger ikiden ¢ok olay sdz konusu 1se bir genelleme yapilir. Ay, ..., A, n tane olay olmak iizere

P(ANANNA)=PA, | ANANNADPA, A NA N NA, ). P4, | 4)P(A,)
esithginden bulunur.

Ornegin; A,B ve C gibi ii¢ olayimiz olsun ve AmB=D olarak adlandirilsin,
P(ANBNC)=P(DNC)=P(C|D).P(D)
=P(C|ANB).P(ANB)
=P(C|ANB).P(ANB)
=P(C| AN B).P(B| A).P(4)

olarak yazilabilir.
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M Bir torbada 6 beyaz (B), 8 siyah (5) ve 4 kirmuz1 (K) top bulunmaktadir. Dort top
yerine koymadan (1adesiz) ¢ekilivor. B, K, B, S serisinin elde edilme olasilifi nedir?
A TIk secimde cekilen topun beyaz olmast,
B: Ikinci secimde ¢ekilen topun kirmizi olmast;
C: Ugiincii se¢imde cekilen topun beyaz olmast,
D: Dérdiinet se¢imde gekilen topun siyah olmasi olaylan olsun
P(ANBNCND)="?
Genel olarak
PANANNA)=PA, 4 NANNADPA A NANNA, ). P4, [ 4).P(4,)

yazabiliriz.
6B 5B 5B 4B
85 B Fafe) K 85 B 25 s
™ > > -
4K 4K JK 3K
Pay=2 pBlay=2 P(C| ANB)=—, P(D|ANBNC)=--
18" 17° ' 16" 15

—.—.—=—— qlur.

P(ANBNCND) =+

m'm
= |«
] S
%o
o
lud
1y
l.l
|||I"
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Kosullu Olasihidin Ozelliklerine liskin Teoremler:

Teorem: P(A|S)=(A) dir
P(ANS) _ P(4)

Tamt: P(A|S)= =P(4) olur.
(AlS)= P(S) ] (A)

Teorem: P(A)= O 1se P(S|A)=1"dir

Tamt: Psja)=LANS) _PA _ G

P(4)  P(4)
Teorem: P(A)=0, P(B)=0 ve A(NB=¢ (A ve B aynk olaylar) ise P(A|B)=0 ve

P(B|A)=0"dur.
Tamt: P(B| 4)= P41 B) = 0 =0 wve P(4|B)= P(A[1 B) = 0 = 0 olur
P(4)  P(4) P(B)  P(B)
Teorem: A B ve P(B)=0 1se P{AlB]=ﬂ'djr.
FP(B)

Tamt:

B

@ AcB= ANB=A4 olur

P4 gy =LUNBD _PAD -

P(B) ~ P(B)
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Teorem: B 4 ve P(B)=0 ise P(A|B)=1dir
Tamt: Bc A= A[NMB=A8 olur

®

P(ANB) _P(B) _,
P(B)  P(B)

P(A[B)=

olur.
Teorem: A1 B)=¢ (A ve B aynk olaylar), P(A)=0vyadaP(B)=0 ise

_ P4
Pl 4UB)= P(A)+ P(B)
_ _PlAN(4UB)]
Tamt: Pl4](4UB)]= PAUB)
_Pl4n YN B]
P(AUB)

P(AN A+ P(ANB)  P(A)+Pl¢) P(A4)

= = = bulunur.
P(A)+ P(B)-P(ANB) P(A)+P(B) P(A)+P(B)
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Teorem: (B, ve B; aynk olaylar) P(A)= 0 1se P[{E, B, .4]= (B | A+ P(B,| 4)du.

Tamt. P[{B'] UB,)| A]= P[{-B] llj{i;}n A]

P[(B,N AU(B,NA)]_ P(B N 4)+P(B,4)

i P(4) P(A)
P(B,N4) . P(B,NA)
=Tr | ray Gl AEIA elde edilir

Teorem: P{El By=1-P(A|B) dir.

g1 PANB)  P(B)-P(ANB) _,_P4nBs)
Tamt: P(A| B)= P(B) P(B) P(B)
S =1-P(4|B)  eldeedilir.
v
ANB
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BOLUM 3 : RASLANTI DEGISKENLERI

(Random Variables)

Giris:

Boliim 2°de olasihk fonksiyonu, deneyin drmeklem uzayim olusturan sonuglarin terimlen ile
belirleniyordu. Ornegin; iki zar auldifinda, P gelen 36 olasi swali ikilinin birisi ile

| |
1 du. P((32))=— P({ (5.6) )= — gibi
tammlaniyordu. P ((3,2) ) 36 ((5,6)) Eﬁgll

Arastirmacilar, bazen sonucun kendisinden daha cok, dnemh olan belirh sonuclarn
durumlart ile ilgilenebilirler. Ornegin; herhangi bir oyunda iki zarn atilmasi
durumunda sadece sayilarin toplaminin 9 olmasi 6nemh olabilir. Yani arastirmac (3,6),
(6,3) va da (5,4), (4,5) gelmes: durumlan ile ilgilenebilir. Bu durumda 36 elemana
sahip bir drneklem uzayin, iki zarn toplamlarinin bitiin olas: durumlanm gosteren bir

kiimeye indirgemek daha mantikh olacaktir.

S= '{ Xty xty=2.3, .., 12 ]

Burada yapilmak istenen sey, bir deneyin 6rneklem uzayimin yeniden belirlenmesinin
sonucunu arastirmaktir, Iki zann atlmasinda orijinal ormeklem uzayir 36 tane esit
olasihikl sonucu 1gerir. Ancak zarlann yiizlerindeki toplamlan gosteren yeni drneklem

uzayt 11 sonug i¢enr, fakat bunlann ortaya ¢ikma olasiliklan esit degildir. - !m -
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S= { xty xty=23, ., 12 ]

Burada yapilmak 1stenen sey, bir deneyin érneklem uzaymin yemiden belirlenmesinin
sonucunu arastirmaktir. Iki zarin atilmasinda orijinal drneklem uzayr 36 tane esit
olasihkl sonucu 1gerir. Ancak zarlarin yiizlerindeki toplamlan gisteren yeni drneklem

uzayi 11 sonug igerir, fakat bunlann ortaya ¢ikma olasihiklan esit degildir.
Ornegin P((x+y)=1)=P(1, 1) = % iken

2,
P((x+y)=3))=P(1,2) + P(2,1) ) = 36 dir.

Yanm (x,y)'den (x+y)’lere gidis gib1 bir drneklem uzaymmin yeniden belirlenmes: 1¢in

uygulanan reel degerli bir fonksiyona RASLANTI DEGISKENI denir.

2
AL (1,2) (1,6) M*‘“’F{1+y=3} =E
2,1).(2,2).......... (2,6) : W
X+y 4 9
5 10
. - r i) 11
A6.1) (6,2)......... (6,6) 12
] ]
P(x,y) = 3_115 yveniden diizenlenmis drneklem uzayi

Orijinal 6rneklem uzay e 3 =
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(x,y) ler § drmeklem uzayi iginde ortaya ¢ikan bir sonug¢ olmak lizere, (x+y) ' ler de bir raslanti
degiskenidir. Daha genel olarak ifade edersek, raslanti degiskeni S drnkelem uzayindaki her
rasgele olaya sayisal degerler atayan bir fonksiyondur. Yam drneklem uzayindaki noktalan
bell1 olasiliklarla alan defiskenlere RASLANTI DEGISKENI denir.
Genel olarak raslanti deg@iskenlenn X, Y... gibi bilyilkk harflerle gosterilirken, raslant
degiskenminin aldif degerler x, y... gib1 kiiciik harflerle gosterihir.
Bir X raslanti degiskeninin x deferini olmasi olasihklan asagidaki bicimde ifade edilir:

P(X=x)=P[ X(s) =x]

P(X=x)=P[ X(s) =x]

P(X = x) = P[X(s) =x]

Pla <= X=b)=P[ a< X(s) =b]

X raslanti defiskeninin alabilecegi tiim olas: degerlerin olasiliklan toplamu 17e esittir.
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Ornek: iki paramin birlikte atldig bir denemede, X raslanti degiskeni tura sayisim gostersin.

Buna gére X in aldif: degerler1 ve bu degerleri alma olasiliklarini bulahim.
Denemenin drneklem uzayr: S =YY, YT, TY, TT| dir.
X raslanti degiskeni tura sayisim gosterdifine gore X raslanti defiskem YY sonucu 0, YT ve

TY sonuglar i¢in 1 ve TT sonucu i¢in 2 degen alir.

S

0 1 2
PX=0)=P(YY)=r,  P(X=D=P(YLTY)= 2, PX= 2)=P(IT)-

P(X = 0) +P(X = 1)+P(X = 2)=1"dir.

11 1
P(X2 1)=P(YT, TY, TT)=—+—+—
(X = T)=P( =ittt

[
POX<D=PYY, YT, TV) = —+

Ia | b
[
4= | s
=
=
=
1y
\
J
TILL
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Buna gire herhangi bir X raslanti defiskeni, S drneklem uzayindan R gercek sayilar kiimesine

bir aktanim yapan bir fonksiyondur.

. N}L

Efer X raslanti defiskeninin tiim olas: degerlerinin sayis1 sonlu, veya sayilabilir sonsuzlukta

ise X’e KESIKLI RASLANTI DEGISKENI denir. Eger X raslanti defiiskeninin tiim olas:

degerlerinin sayisi (tanim bolgesi), bir aralik ya da araliklar kiimesi ise X’e SUREKLI
RASLANTI DEGISKENI denir.

3.1 Kesikli ve Siirekli Olasihk Fonksiyonlar

X kesikli raslanti de@iskenini olmak tizere, X'in her olasi X degen igin P(x) =P(X=x)
olasihgimin  kesikli olasihk fonksiyonu (olasihk fonksiyonu) olabilmes: i¢in asagidaki
kosullan saglamas: gerekir.

I-Tanim bolgest disinda (xR 1¢in) P(x)=0"dur.

2-Tamim bdlgesi 1¢inde (xR 1¢in) 0=P(x)<1 dur.

3-Tamm bolgesindeki tim degerler i¢in olasihiklar toplam 1 dir. Z P(x) =1'dir.
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X strekl raslanti degiskem: olmak izere X'in her olasi x degen 1¢in f{x) fonksiyonunun
siirekli olasilik fonksiyonu (olasihk yogunluk fonksiyonu) olabilmesi 1¢in asafidaki kosullan
saglamas: gerekir:

- fix)=0; xeRicin

2- 0=f(x): xe R cin

3- j f(x).dx =1"dir.

Bir raslanti degiskeninin olasihik fonksiyonu ya da yogunluk fonksiyonu biliyorsak,
P(X =a), P(X = a), P(a<X < b) gib1 olasihiklan hesaplayabiliriz.
Olasilik yogunluk fonksiyonun a ile b arah@indaki (a < b) integrali, ilgili raslanti degiskeninin

a ile b aralifinda bir deger alma olasilifim verir.

P(a<X<b) =j’ f(x).dx

Bir X raslanti degiskenin tanim biélgesi - ile o0 olacak sekilde tammlanmsg ise;
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-Eger X kesikli raslanti degigkeni 1se
P(X= a), P(X < a), P(X = a) ve P(a £ X < b) olasiliklan1, olasilik fonksiyonundan

yararlanilarak agagida verildigi bigimde bulunur:
*P(X = a)= Px(a)

*P(X<a)= 3 P.(¥)

x=—

*P(Xza)= i P,(x)

I=a

b
*Plas X<b)=) P(x)

xX=a

-Eger X siirekli raslanti degigkeni 1se olasiliklar her zaman arahiklara atanir. Her x degeri i¢in
P(X=x)=0"dir. f,(x)olasilik yogunluk fonksiyonundan yararlamlarak P(X < a), P(X = a) ve
P(a < X <b) olasiliklan asagidaki bicimde bulunur:

*P(X < a)= j f(x)dx
*P(X 2a)= If(x)"‘".dx

b
*Pla< X <b)=|[f(x)dx

P(a< X <b)=P(a< X <b) = P(a < X <b)=P(a< X < b) dir. = 3 =
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Ornek:Bir balik¢inin giinde tuttugu ortalama balik miktarim gosteren X raslanti degiskeninin

olasilik fonksiyonu,

LJr =12 10 igin
100

P, (x) =1 ﬁ{ﬂl —-x), x=1112_ 20 igin}
0 cdd.

bigiminde olsun. Bu olasihk dagilim fonksiyonunu kullanarak
a) Tam 8 bahik tutma,

b) 8'den az balik tutma,

c) 8’den cok balik tutma,

d) 6-18 aras1 balik tutma (6 ve 18 dahil) olasihiklarim bulunuz

a)P(x=8) =ﬁ.3 = 0.08

1 | | ?_1+2+___+?=28

A+ —7= =028
100 100 100 100

T
1
b)P(x<8)= x=
_IZ;{ 100

10 | 20 1
c)Pix =8)=Y —x+ > —(20-2x)
; 100 ;]{]{]

=1-P(x<8)=1- [P(X<8)+P(X=8)]
=1-(0.28+0.08)=0.64

L1] 1 15

1
d)P(6=x<18=% —x+ Y —(20-1x)
Zﬁ: 100 Z]:l 100

_0 .4 8 s = ~
100 100 100 = =
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Ornek: Bir madeni para iki kez atiliyor. X raslanti degiskeni paranin iki atlliginda gelen tura
sayilarim gostersin.
a) X raslanti degiskeninin olashik fonksiyonunu yazimz.
b) Yazdifimz fonksiyonun olasilik fonksiyonu oldufunu gosteriniz.
Cevaplar: Bir para 1ki1 kez atildifinda X raslanti degigskeninin alacaf degerler 0, lveya 2'dir.
Ornek uzayinda esit olasihkli dért nokta olup
S=IYY,YT,TY,TT | seklinde ifade edilebilir.

a)Bu durumda olasihik fonksiyonu
X=x | 0 1 2 olur.

P(X=x) ‘ é

e | B2

Bu olasiliklar,

2 LHL]*‘ =012
P(X=x)=1lx12) |2 R

0 d.d.

bigimindeki olasilik fonksiyonundan elde edilebiliriz.

b) P(x)=0; x=0,1,2 ve ZP{I) =1 1se yukandaki fonksiyon, olasilik fonksiyonudur.

x=0
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P(x), olasihk fonksiyonudur.
Bir paranin 1k1 kez atilmas: durumundaki olasilik fonksiyonunun grafifini ¢izmek 1stersek.
s Px™
2/ A4

/47T

0 | 2 olur, —
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Ornek: Olasilik yogunluk fonksiyonu,

2 x=0
AX) =
fr(x) 0 dd

olarak verilmis 1se P(X<1) ve P(1=X<3) olasihklarim bulunuz.

P(X<D)=[ £y (x).dx = [2e ™ dx=—e ™|

I
2,0 -2

3

3
P(1=x<3)=[2e ™ dr=-¢™
1

l
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Ornek: Siirekli raslant: degiskeni X in olasilik yogunluk fonksiyonu

cX : D=x<3
f{x)="9c(6-x) : 3<x<6
0 dd.

olmarak verilmis olsun. ¢'nin hangi defen 1¢in f{x) olasilik yogunluk fonksiyonudur?

[(x)’in olasihk fonksiyonu olabilmesi i¢in tamim aralifi Gizerinde alinan integral

If (x).dx =1 olmalidir. Yani

3 &
j’ cx.dx + j’ c(6-x)dx=1  olmahdir.
1] 3

3 fs [}

::_[_rir + ﬁcj dx — ::_[ xdx =1

0 3 3
23 6 I _

X lrbex - 2] =26 4 36c-18¢) - (222 —g9c =1
20 3 23 2

c= l bulunur,
9

Yararlanilan Kaynak: http://www.baskent.edu.tr/~iserdem/dersler/258/Bolum3_1.pdf




3.2. Birikimli Dagilim Fonksiyonu (Cumulative Distribution Function)
X, 5 orneklem uzayinda tamimlanmas bir raslanti defiskeni olmak iizere herhangi bir gercek x
degeri i¢in, X raslanti de@iskeninin x'e esit ya da ondan kiiciik bir defer alma olasihf
birtkimhi dagilim fonksiyonu ya da kisaca dafilim fonksiyonu olarak tammlamr. F,(x) da
F(x) ile gosterilir.

F(x)= P {se§|X(s)=x |} =P(X=<x)
Bigiminde yazbhir. Burada F(f), X'in olasihk dafihmimn t'deki degendir. Kesikli raslant
degiskeni 1¢in F(x) safdan siirekli ve azalmayan bir basamak fonksiyonudur.

*X sirekh raslanti degiskeni 1se dagilim fonksiyonu,
F)=P(X<x)= [ f(t)dt  ; -oo<x<on igin

biciminde yazilir. Sirekli raslanti defiskeni i¢in F(x) siirekhi ve monoton azalmayan bir
fonksiyondur.

Dagilim Fonksiyonunun Ozellikleri
1- Her x degen 1¢in 0=F(x)=1 dir.
2- Tamim bdlgesi -so<x<oo olmak lizere

lim F(x)=0 ve  limF(x)=1dir.

I

3- Fix), x in azalmayan bir fonksiyonu olup
Xi<Xz 1¢Il'l F[.‘-ﬁ}E F[I]}Jdif.

4-x;<x; 1¢In

P(x1<X <x)=F(x2)-F(x1) olur. = 3 =
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5- Kesikli raslanti degiskenin dagilim fonksiyonu sagdan stirekli bir basamak fonksiyonudur.

Sirekli raslanti degiskenin dagilim fonksiyonu da siirekhidir.

6- X raslanti degiskeni (sirekli veya kesikli) ve Fix) dagihm fonksiyonu olmak tizere,
P(2C=x)=1-P(X<x)=1-F(x) iligkisi gecerlidir.

Ornek: X kesikli raslanti degiskeninin olasihik fonksiyonu,

l .
—x x=12_.._10 ici
P(x) = 551’ x=12_10igin

0 :dd.

bigciminde veriliyor.
a) X'in dagihim fonksiyonunu bulunuz.

b) Dagilim fonksivonundan yararlanarak P(x<3), P(x>2) ve P(2=x<4) olasiliklarini bulunuz.

- — 1 1 | x(ix+1) x(x+1)
a F(x)= =) —t=—) t=— = olur.
) [‘T}_EP” Ess 55<' 755 2 o
0 x =
Yani F{x}=4% d<x<10!

Yararlanilan Kaynak: http://www.baskent.edu.tr/~iserdem/dersler/258/Bolum3_1.pdf




126
b) P(X<3)=F(3)== 110 = 35 (Dagihm fonksiyonu tanimindan);

Aym olasihik, olasihk dagilim fonksiyonundan da hesaplanabilir. Sovyle ki
P(X=3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)

1 2 3 6

= —+4—+—=—

55 55 55 55
P{K}2}=1-F{}{£11=]—F{2}=1-%=%=§ olur. Aym olasihf, olasihk fonksiyonu

kullanarak da hesaplayabilinz:

1 2 52
P(X=2=1-P(X=2=1-[(PIX=1 +P(X=2) =1-| —+ — |=—
(X>2)=1-P(X<2)=1-[(P(X=1)+P(X=2)] [5;55} 2

P(2<X<4)=P(1<X<4)=F(4)-F(1)

= 405 - L(2) = 13 =i olur; ya da olasilik fonksiyonundan yararlanarak,
110 110 110 55

4
P{Eixéd]=2ix=£+ 3022 bulunr.
55 55 55 55 55

x=1
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Ornek: X siirekli raslanti degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

[{x}=%{3+x) ;l=x <3 1cin

olmak iizere,
a) F(x)"1 bulunuz.
b) P(1.3<X<2), P(X>2.5) ve P(X<1.5) olasiliklarim1 hesaplayimz.
r 1 30 7 6 x 1 | B
a) Fixi=|—3+0dt=—t|+—|=—(x-1)+ —=—=—(x" +6x=7T) bulunur.
} (}_',[IIJ( 10 | 20 {}( ) 200 20 2{]{
0 x =1 icin

Yani: F(x)= %{f +6x-7) 1< x<3icin

| 1x 2 3igin

b) P(1.3<X<2)=F(2)-F(1.3) (Sirekli olasihk fonksiyonu oldugu i¢in )
9 249 6351

"200 20 20
{Pla = X =b)=P(a = X =b)=P(a < X =b)=P(a < X <b )=F(b)-F(a) dzellifim hatirlayimz}

=10.3255

Veva olasihk yogunluk fonksiyonunun aym aralikta integrali alinarak

P(1.3<X<2)=

IL{3+I}.G’I:11|—+L.£_=i|[2—1_3}+L{4—].69}=£+ﬂ:ﬂ.3255

110 0 ) 102, 10 20 20 20

P{X}2_5}=1-F{X£2_5}=1-F{2_S}=1-%=D_EE?S o 3 E
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Benzen sekilde:

P(X<1.5)=F(1.5)= %zﬂ.ilii veya f(x) i integrali alinarak
1.5 s

ji(3+_ﬂﬁ_r _Loxe Xy = las+ 2B 3L

10 10 2 1 10 2 2

=%{E.125)={}_2125 elde edilir.

X'in olasilhik yogunluk fonksiyonunun grafigi:

f{ x)
1

610
310

410

u| 1 2 3 "

X'in Dagilim Fonksiyonunun Grafif
F(x)
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Ornek: X siirekli Raslanti Degiskeninin Olasihik yogunluk fonksiyonu
s

0 - x<l)
1
fix)= |2x : Df_ixEE
1
6-6x ; —<x=l
2
'LD i =

bigiminde parg¢ali bir fonksiyon ise dagilim fonksiyonunu bularak grafifini ¢iziniz.

x<0 icin F(x)=P(X<x)= jud: ~0
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1- ) i} x Il: .
O<x<—1cm Fix)= |0dt+ | 2tdt=2—|=x"
~ igin F(x) I I .

1]
: <x<ligin
2

lx

] /2 x . 112 r 2
F(x)= j Ot + :[Em'r + .J:{ﬁ_ 61)dt =2~ .|r + ﬁrLL -6

|_"i

] I- 3 ]. - ]
o B(x——) =3} — =) = 3% + 6x——
g PO =) =30 =) = S A b =S

x=ligin
[1] 112 1 x fl 142 1 f: 1
F)= [odi+ [2udt+ [(6-60)dt + [odt=2—| +61 | -6— | =
—af} i 12 1 2 L] 142 2 142
&
1 1 1. 13-9
61— =) =3l - =)= ——— =1
g roedmg) 3=y

0 x<0

3

-

x° ;ﬂixiil ’
F.r{l-}=‘l 1 2"
~3xt+hx-2—<x<]

_] ;_‘{}1 14 1 X _.-_-_ 3!—_
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Soru 3.4.3:Y siirekli raslantt Degiskeninin olasihk yogunluk fonksiyonu
3y(l-y) ; O=y=l

Hly)=4+4 ¥ ; 2<y<3

0 .d.d.

Y

y<0 1¢in F(y)=0
|_1 _|; ¥ fj ¥
O=y<l icin F(y)= | Odt + 3r(1—r]dr=3—| —3—| =
Za o 23 3
U. l. ¥ ?: 1
1<y<2 icin F(y)= [0dr + 3r{l—r}dr+jndr=3?|—3— -

e i} 1 i

2=<y<3 igin

Fivy) -'id j3{] )| id jld 31‘:' 31“ - |
= [odt + [3t(1-1)dt t+|—dt=3—|-3—|+=t]|=—(y-
(y)= |o +LI +I-::a +12 2||p 3.|++3 2{} )

4

-

Y23 1¢1n

L] 1 i 31 ¥ IIFZI 1 l 3
F(y)= | odt + | 36(1 - 0)dt + | odt + | =dt + |odt =3—=| -1 | + =+ | =
0= Jodrs [t Jodes [t o =37 | [+ 37
2 2 2 2 2 2

Yararlanilan Kaynak: http://www.baskent.edu.tr/~iserdem/dersler/258/Bolum3_1.pdf




0 v=0
3, 3
—y =y ND=y=l
2} ¥ ¥

F}.{_}’}==l d<y=2;
2
ly—l 2<y=<3
2 2
L ¥y >3

olur.

A

I F}(J"]

0,75

{0,500

0,25

0 1 2 3 K
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4.1. Beklenen Deger

Beklenen deger kavrami sans oyunlarindan dogmustur. En basit bicimi ile
beklenen deger, bir oyuncunun kazanabilecegi miktar ile kazanma olasiligini
carpumidir. Ornegin bityilk édiiliin 5000 TL oldugu bir ¢ekiliste 10000 biletten

)

birine iliskin matematiksel beklentimiz 5(}(}[}(# ' =0.507L olur. Bu tutar
\ 10000

bir ortalama olup bilet basina ortalama &diil 0.50 TL olarak yorumlanabilir.

Bir degiskenin beklenen degeri; degiskeni kesikli ise toplam, siirekli ise
integral alinarak bulunur. Degiskenlerinin gésterdikleri dagilimlar bir olasilik
fonksivonu ile temsil edildiginden. bu fonksivonun beklenen degeri dagilimin
ortalamasi olarak da ifade edilmektedir. Beklenen deger, dagilimlara iliskin bir
degismezdir(parametredir).

X kesikli bir degisken ve P(x) de bunun olasilik fonksiyonu ise X'in bekle-
nen degeri

E(X)=> x.P(x) bi¢ciminde tanimlanir.

Vx

Benzer bicimde, X slirekli bir degisken ve f(x) de bunun olasilik vogunluk
fonksivonu ise X’in beklenen degeri,

E(X)= JR x.f(x).dx olarak tanimlanur.

**prof, Dr. ismail Erdem’in Matematiksel istatistik(2017) Kitabindan alinmistir.




Ornek 4.1: 1ki sapmasiz (yani iki yiiziiniin de iiste gelme olasiliklar1 aym olan)
paranin birlikte atildigi bir oyun oynanmaktadir. Oyuncu eger her iki para da
yazi gelirse 100 TL, sadece biri vazi1 gelirse 50 TL kazanacak, her iki para da
tura gelirse 60 TL kaybedecektir. Oyuncunun beklenen kazanci nedir?

Orneklem Uzayr: — S = {YY ¥T. TY,TT}

100 TL kazanma olasiligi— P(100) :i

50 YTL kazanma olasilig1 — P(50) =

= |

60 YTL kaybetme olasiligit — P(—60) = i

1 1 1
E(X)=100.=—+50.—+—(—60) =35 TL.
4 2 4

Owvuncunun her oyundaki kazanci, ortalama olarak, 35 TL olacaktir.

**prof, Dr. ismail Erdem’in Matematiksel istatistik(2017) Kitabindan alinmistir.




Ornek 4.2: Bir torbada 1°den 4’e kadar numaral1 4 top bulunmaktadir. Bu tor-
badan 2 top, verine koymama kosulu altinda, cekilivor. ‘X =Toplardaki numara-
larin toplami® olarak tamimmlanan degiskenin olasilik dagiliminmi ve beklenen
degerini bulunuz.

Orneklem Uzayi:

3 04 3 5 6 4 5 7
O Q2)(LL3)(2.10(2.3)(2.4).(3.1)(3.2)(3.4)

| (@.D4.2)4.3)
5 6 7
X=x 3 4 3 6 7 +» X cekilen iki topun
gosterdigi sayilarin
P(x) 2/12 | 212 | 4/12 | 2/12 | 2/12 toplamu
7
1 1 20 10 30
EX)=> xp(x)=—(3+4+6+7)+—(5)=—+—=—=5
()EP()‘5( )3()5ﬁﬁ
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Ornek 4.3: X degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verildigi gibi
olsun. E(X)’ 1 hesaplaymiz.

flx)=<—:11=<x=2

2 1 2
E(X):j x.f(x).dx = j x%x.dw x%nﬁ;
|

o
o)
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Ornek 4.4: X degiskeninin dagilim fonksiyonu (cumulative) asagida verildigi
gibi olsun. E(X)’1 hesaplayiniz.

F(x):<%(r3 +3:r+4) —1=x <1

E(X)’1 bulabilmek icin. énce f{x) olasilik yogunluk fonksivonu bulunur.

1) :%G(:ﬁ +3x+4}] :%(f L)), —1<x<]

| ; 4 2 '

: 3 )
E(X):J'xé(:r‘+l)dt:— Iz :3[l+i—l—l]:ﬂ
178 sl 4 2 |
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4.2. X Degiskeninin Bir Fonksiyonunun, Y=U(X), Beklenen De{eri

Y=U(X). X degiskeninin bir fonksivonu olarak tamimlandiginda Y’ de bir
degisken olup Y'nin beklenen degeri X degigkeninin kesikli ve siirekli olmasi
durumuna gére asagidaki gibi hesaplanir.

> u(x).P(x)  Xkesikli degisken ise

EY)=EU(X)) =
IH(.‘-:)_f{.‘c).dt; X siirekli degisken ise
R,

L

Ornek 4.5: X kesikli degiskeninin olasilik fonksivonu asagidaki tabloda veril-

digi gibidir.
X -2 1 2
P(x) 5/8 1/8 | 2/8
Y=X*+4 olarak tamimlanmis ise E(Y)=?
Y=U(X)=X"+4

E(Y)=E(X”+4)=Y (x" +4).P(x)

Ry (5) RIE 142 (2)_40_ 5 16 _61_ 5
[{—2} +4}|@J+[1+4]LS .‘*[(‘j +4]L8J_ bt = =765
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Ornek 4.6: X degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

i

v=*" iseE(1) =2
EN=E@" =] e dc= e dx=—ge" | =—4(e™ —") =14
0 0 ]

Ornek 4.7: Bir iiriine olan talep (Y) degisken olup. bu degiskene iliskin olasilik
yogunluk fonksivonunun (o.y.f) f;(y)= 6e¢ %Y, y=0 olarak verilmistir. Talep
miktarina bagli olarak tanimlanan kar fonksivonu da (100 000 TL olarak)
O(Y)=2(1—-e™") olarak verilmistir. Beklenen kari(yani, ortalama kari),
E(Q). bulunuz.

EQ)= [0Sy (3).dv = [2(1—e )6.e™ dy
0 0

=1zj(e—‘5‘ e 3 12{——2_61‘| (——e—ﬂ‘)|}
8
0 0
1 1) 23 1
=12{——(€ ® ey s =™ - ”)}=12 — =12 ===
6 &) 48 ) 2

Yani, Ortalama kar 50 000 TL *dir. ——
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Ornek 4.8: Ekonomi dersinin sinav notlarinm, Y, olasilik yogunluk fonksiyon

asagida verildigi gibidir.

b

fr»)= 5000

(100-3); 0< =100

Bu dagilimin ortalamasi hesaplandiginda:

1 100 1 .S 100
E(¥)=—— [ (100 - 1)dy=——| 501~ —=
@) 5000 5 ° ( ») 5000 ! 3 = |:|]

y

3000

3"«

1 100° ] 1 (1500000-1000000"
= 50(100)° — =

3 JJ 5000

3 J
.
_ 1 (5000007 _100 _ 33333
5000 3 ) 3

oldugu goriillmektedir. Bu ortalama cok tatmin edici bir ortalama degildir.
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Notlarin bu hali ile degerlendirmeye alinmasi yerine, mevcut notlarin

g(Y}=10ﬁ doniisimil ile yeniden hesaplanmasi 6nerilmis olsun. Bu déniisiim
Ekonomi dersinin sinav ortalamasini 60°tan bilyiik yapar m1?

10

0 s
E(g(1)=E(1047)= | 1GMGJLEDUD](1UD-,y}dy
0
100 i _ 5y, 100 100
_ 1 [ (10032 — 3 yay =— 1{]0.[1]}3& Ef‘- |
500 0 3) 0 5 0

1 200, 20 5 1 [200 2
=-———-———[1&033]—~—[10033) = =2(1000) — = (100000)
500| 3 /s ' 500 3 s

j
_200000)1 1 =400(i =53.3<60
500 |3 5 15

Cevap: Onerilen doniisiimle ortalama 60 tan biiyilk olmamaktadr.

—
M.

- A
O”‘%—
47, ~— 0

2 Mavis o

%7



4.3. Beklenen Degerin Ozellikleri

Teorem 4.1: Sabit sayilarin beklenen degeri kendisine esittir, yani a bir sa-
bit ise E(a) = q dir.

Teorem 4.2: a ve b sabit sayilar ve X bir degisken olmak iize-
reE(aX)=aE(X) ve E(aX + b)=aE(X)+ b olur.

Teorem 4.3: a sabit bir say1. X bir degigsken ve Y=U(X) olarak tanimlanmis
bir baska degisken (X degigkeninin bir fonksiyonu) ise

E(aY) = E(aU(X)) = aE(U(X)) dir.

Ornek 4.9: X degiskeninin beklenen degeri 3 olmak iizere E(5X+2)’yi bulu-
nuz.

E(X)=3= E(BX+2)=5E(X)+2=53)+2=17 olur.

**prof, Dr. ismail Erdem’in Matematiksel istatistik(2017) Kitabindan alinmistir.




4.5. iki Degiskenin Fonksiyonlarinin Beklenen Degerleri

Teorem 4. 3: X ve Y iki deigsken olmak fizere Z=X-+Y "nin beklenen dege-
ri, E(Z)=E(X+Y)=EX)+ E(Y) dir.

Teorem 4. 4: a ve b sabit sayilar, X ve Y herhangi iki degisken olmak fize-
re Z=aX+bY olarak tanimlanan Z "nin beklenen degeri.

E(Z)Y=E(aX +bY)=aFE(X)+ bE(Y) dir.
Teorem 4. 5: X ve Y bagumstz iki degisken ise Z=X.Y 'nin beklene degeri,
E(Z)=E(XY)=E(X).EY)dir

Teorem 4. 6 : X bir degisken. ve bu degiskene bagl iki fonksiyon da U(X)
ve W(X) olsun.

ElUXx)+w(X)|= Elux)|+ E[w(x)] dir
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Ornek 4.10: 1ki hilesiz zar atiliyor. X degiskeni birinci zarda iiste gelen saymnin
iki kati ve Y degiskeni de ikinci zarda iiste gelen savi tek sayi ise 1, ¢ift sayi1 ise
3 degerini aliyor. Bu bilgilerden yararlanarak E(X). E(Y)., E(X+Y) ve E(XY) vi

bulunuz.
X =x 2 4 6 3 10 12
P(X =x) 1/6 1/6 | 1/6 1/6 1/6 1/6
Y=y 1 3
P(Y =) 1/2 1/2

Bu iki degiskenin bilesik olasilik fonksivonun tablolastirilmis hali: asagida
verilmistir. (X ve Y degiskenleri bagimsizdr, clinkii iki zarin liste gelen yiiziin-
deki noktalarin kac tane olacagi birbirinden bagimsiz olusur ve bu nedenle de
Pyy(x,¥) = Py (x)P:(y) olur.

Pyy (x.¥)
X=x
Y=y 2 4 6 8 10 12 P(Y=y)
1 |2 [z vz (v iz |z e
3 vz |z |z Lz vz iz e
P(X=x) |1/6 |16 |1/6 6 |ue |1/ Ve
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]
1 42
E(X)= ZIP(“‘):E(2+4+5+3+10+12):?:?

x=2k,
k=126

E(}”}:l.P(Y:])+3P(}’:3):%(]+3):%:2

EX+D)=EX)+EX)=T7+2=9

Ya da: Z=X+Y dersek

3 5 7 9 11 13 15

2112 1/12

P(Z =12z) 1/12 2/12 2112 2/12 212

2)_18,90 108

™
E(X+Y)=E(z)=(3+15).[i|+(5+?+9+11+13)[L|_ +
12 12) 12 12 12

Bilesik olasilik tablosundan yararlanarak W=XY icin asagidaki olasilik tab-

losu elde edilir.

W =w 2 4 6 8 10 12 18 24 30 36
1/12] 1/12

PW =w)| /12| 1/12 | 2/12 | 1/Z12 | 1/12 | 2/12 | 1/12| 1/12

"1 2
E(XT) =E(W)=L1_’ J(2+4+8+10+18+24+30+36)+(E ;(6+12}
= b A

/
:@214
12
EXY) =E(W) =EX)E(Y) oldugu gériildii. Gergcekte X ve Y degis- - w - ! !__

kenlerinin bagimsiz olduklar: bu beklenen bir sonuctu.
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4.71. Varyans

Bir degiskenin beklenen degeri onun bir ortalama degeri olup merkezi egi-
lim &lciisiidiir. Ortalamadan sapan degerleri ortaya koyan &6lcil ise varyanstir.
Varyans degisim ya da vayilim 6lciisiidiir. X degiskeninin varyans: Var(X) vada

o ile gosterilir.
* =Var(X)= E[(X - ,u)?'] = E[(X - E(X))E} = E(X)-[EQO]
= E(X) -4’

biciminde hesaplanir. Varyansin karekdkiine de X degiskeninin standart sapma-
s1 (standart deviation) denir ve & ile gdsterilir.

o =+fFar(X)

X kesikli degisken ve Py (x)olasilik fonksiyonu olmak fizere X'in varyansi
ve standart sapmasi,

> =Var(X) = > (x— ,u)zPX (x)= {Z szX (:c)} i, E(X) = pu dir

o = [Var(Xx) formiilleri yardumi ile bulunur.

X siirekli degisken ve [, (x)de X ‘in o.y.f.nu olmak tizere X’in varyansi
ve standart sapmasi.

o” =Var(X)= [ (x- @)’ f(x)dx { E3 f(x}dx} 1 Ve o = [Far(X)

olarak hesaplanir.
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Ornek 4.18: X kesikli degiskeninin olasilik fonksiyonu,

Py (x) = 1 v. ¥ =1.2.3.....10 olmak fizere X ‘in varyansmi bulalim.

55

2 _ Var(;fj - E(ij ~[Ex))

1 1 105
E(X x.Plx X. X =—(385)=7
()Z ();Zl 55 555 55( )
1 10 3025
E(X*)= Zt“P{t)——Z = =55
5 x=1 33

S Var(X)=55- (?)“ =55-49=6 bulunur.
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Ornek 4.19: X siirekli degiskeninin o. y.f. nu

¥ 0=x<1

1<x=<2

2
3
2
fr(x)= E
0

.d.d.

L

olmak lizere Var(X)="

H=E(X)= 1—91 olarak beklenen deger konusu icinde verilen Ornek 4.3.

‘te hesaplanmisti.
E(X%) = J‘xl F(x)dc=
0

_z(fﬁﬁ+2 ci1_2[1 (8_1Y]_231_31
3| 4 17313 3la 13 3 312 18

0 1./

8 2 r
x‘—xcit+jx
3 1

i:\'-——*n—l

3 3 A
PWﬁﬁ=E@?}1f=E;EE‘=§1
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Ornek 4.20: Varyansi 2 olan bir Y degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu-
nun

2y
f(v)= i—l 0 < v < k olmasi icin k’nin degeri ne olmalidir?

Var(Y)=2=EX*)-[ED)].

i 4k 3
pPAY 2 (v 2 kB 2k
- [o o= 555
0 0

i 303
4 r 3 2V A1 2 ! -
)=y =2 2] 2 KA
>k Fla)) ¥ 4 2
Var(Y)=EY") -[EX)
p KA 9K 8K s L —36vek =6
2 9 18 18
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Ornek 4.20: Varyansi 2 olan bir Y degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu-
nun

f(y)= i—l 0 < y < k olmasi i¢in k’nin degeri ne olmalidir?
Var(Y)=2=EX*)-[EMD)].

i 4 &N 3
2y 2 (v 2 kK 2k
EXY)=pu=|y.—dv= :{'_ J: R
I3 l
4

7 i‘-' 7 2 ! } ; 2 4 -
E(Y‘):J.l" ‘:'ffl-‘zza[‘l ‘]: 1.'{’—:;‘
>k Flal) K
Var(Y)=EX")-[E(M)]
,_ K4k _ 9k -sk’
2 9 18

:»2:1—18;%2 =k’ =36vek =6

4.8. Varyansin Ozellikleri
Teorem 4.7: Sabit bir a sayisiin varyansi sifirdir. Yani, Var (a)=0

Teorem 4.8: a ve be herhangi iki sabit ve X kesikli va da siirekli bir degis-
ken olmak lizere

Var(aX+b)=a*Var(X)dir.
Teorem 4.9 : X ve Y degiskenlerine iliskin toplamlarinin ve farklarinin
varyansi sOyle ifade edilir
Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X.Y) —
Var(X —Y) =Var(X) + Var(¥) - 2Cov(X.T) = 3 =
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