1. Diskriminant (Ayirma) Analizi (DA)

Kalitatif stratejik degiskenler ile kantitatif agiklayici degiskenler arasindaki iligkileri
tanimlamada kullanilan bir yontemdir. Bu yontemi i¢in ayn1 zamanda amag gruplar1
arasidaki sinirlar ile amaglari iligkili gruplara smiflandirmada kullanilacak degiskenlerin
karakteristiklerine bagli olarak belirlenen simirlarin tanimlanmasinda kullanilan bir yontemdir.

DA iki veya daha fazala amag gruplar1 arasindaki farkliliklar (6rnegin cografik
bolgeler arasi ekonomik farkliliklar; oy tercihlerinin tahmini) bir ¢ok degiskenle iliskili olarak
es zamanl olarak arastirilmasini saglamaktadir. Bu analizin uygulanmasi i¢in (i) farkl
degiskenler acisindan uyusmazligin ortaya ¢ikardigi iki veya daha fazla grup olmasi ve (i1)
s6z konusu degiskenlerin 6lglim diizeyinin “aralik” veya “oran” olmasi seklinde iki temel 6n
kosul bulunmaktadir.

1.1. DA’nin genel ¢cercevesi ve notasyon

DA’da iki 6nemli unsurlar grup, gozlem ve ayirt edici degiskenlerdir. DA’nin genel
cercevesini asagidaki sekil yardimiyla agiklayabiliriz.

Avirt edici degiskenler
Gruplar Y g1
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Sekilde ve bundan sonraki anlatimlarda g, grup sayisini; p, ayut edici degisken
sayisini; ni i. Gruptaki gozlem sayismi ve n. Biitiin gruplardaki gozlem sayismi ifade
etmektedir.



1.2. DA’da temel kavramlar

Ayirt edici degisken diskriminant analizinin temel kavramlarindan birincisidir. Gruplar

arasinda farkliliga yol acan karakteristife “ayirt edici degisken” adi verilmektedir. Bu
analizde ortalama ve varyans hesaplanip esitlige dahil edileceginden bu degisken “aralik”
veya “oran” diizeyinde dl¢iilmelidir.
Kanonik diskriminant fonksiyonu ikinci 6nemli kavramdir. Gozlemlerin ait oldugu gruplarin
tahmin edilmesinde kullanilan dogrusal esitlige “kanonik diskriminant fonksiyonu” adi
verilmektedir. Bu fonksiyon birbirlerine ¢ok benzeyen gozlemleri igeren gruplari tanimlamay1
saglayan grup Ozelliklerini bir araya getirmektedir.

DA’nin iiglincii temel kavrami diskriminant skorudur. Bu skor ele alinan ayirt edici
degiskenlerin agirlikli dogrusal bir birlesimidir. Diskriminant skoru ele alman degiskenlerin
agirliklarini tek bir degisken olarak ifade eden birlestirilmis bir degiskendir.

Standartlastirma, farkli birimlerle ifade edilen ayirt edici degiskenlerin birim
farkliliklarint gidermek igin yapilan islemdir. Degiskenler standartlastirildiginda ayirt edici
degiskenlerin ayrit etme giiciinii ortaya koymak ve bu giiclerine gore siralamak miimkiin
olabilmektedir.

1.3. DA’nin amaglan

DA’nin asagida belirtilen iki temel kullanim amac1 bulunmaktadir.

1. Gruplar arasi farkliliklar1 analiz etmek.

2. Birbirine ¢ok benzeyen gozlemleri (bireyleri) gruplara atamak (ayirmak).
3. Gozlemlerin gruplara dogru bir sekilde ayrilip ayrilmadigini test etmek.

DA analizi bagimli degiskenin kategorik, bagimsiz degiskenlerin ise aralik veya oran
diizeyinde oldugu ve grup sayisinin 2 ve ikiden fazla oldugu durumlarda kullanilabilmektedir.

1.4. DA’nin varsayimlari
DA’nin dokuz adet var sayimi bulunmakatdir. Bunlar;

a) Iki veya daha fazla grup s6z konusu olmalidir (g > 2).

b) Her grupta en az iki gézlem olmalidir (n, > 2).

c) Ayt edici degisken sayisi, toplam gozlem sayisindan 2 az olmalidir [0 < p < (n, —2)].

d) Ayrit edici degisken “aralik” veya “oran” diizeyinde dl¢iilmelidir.

e) Ayt edici degiskenler arasinda dogrusal baglanti olmamalidir.

f) Her bir grubun kovaryans matrisi esit veya ¢ok yakin olmalidir (6zel formiil
kullanilmadikga).

g) Her bir grup normal dagilim gosteren degiskenler populasyonundan olusturulmalidir.

h) Gruplar veriler toplanmadan once belirlenmelidir.

i) Grup biiyiikliigii bagimsiz degisken sayisinimn en az 5 kati olmalidir.

1.5. DA’nmin girdi matrisi
DA analizinde girdi matrisinin “gruplar”, birey veya nesneler” ve “ayirt edici 6zellikler

(degiskenler)” olmak tizere 3 temel unsuru bulunmaktadir. DA girdi matrisi Cizelge 1’de
verilmistir.



Cizelge 1. DA Girdi Matrisi

Gruplar | Birey veya nesne Ayrit edici 6zellikler (degiskenler)
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1.6. Kanonik diskriminant fonksiyonunun elde edilmesi

Kanonik diskriminat fonksiyonu ayirt edici degiskenlerin dogrusal bir kombinasyonudur
ve cebirsel gosterimi asagidaki gibidir.

fem =Up U Xy FU, X o +u, X

Esitlikte f,, k grubunun m gézlemi igin kanonik ayrim (diskriminant) fonksiyonu degerini, U,
degiskenin agirhigini yansitan ayrim (diskriminant) katsayisini, X, k grubunun m gozlemi

icin X; ayirt edici degiskenin degerini ve i ayirt edici degisken sayisini ifade etmektedir.

Bu analizde diskriminant fonksiyonunu tahmin etmek i¢in birbirine bagli 4 farkli islem
yapilmasi gerekmektedir.

1. adim: Toplam Kareler ve Carpumlar Matrisinin elde edilmesi
Gozlemler arasi farkliligin dlcililmesi i¢in grup ortalamalar1 ve standart sapma yetersiz
kalmaktadir. Zira bu iki 6l¢ii degiskenler arasi iligkileri gostermemektedir. Bu amacla




“Toplam Kareler ve Carpimlar Matrisi (T)” elde edilmektedir. T matrisi simetrik bir matristir
ve asagidaki sekilde olusturulmaktadir.

g nk
tij :Z (Xikm_Xi..)(xjkm_xj..)"'
k=1 m=1
Esitlikte n. biitiin gruplardaki gozlem sayisini, X, Kk grubundaki birey veya nesneler i¢in
i degiskeninin ortalama degerini, g grup sayisini, N,k grubundaki gozlem sayisini, X, K
grubundaki m birey veya nesnesi i¢in idegiskeninin degerini ve X,; biitiin gdzlemler i¢in
i degiskeninin ortalama degerini ifade etmektedir.

2. adim: Toplam kovaryans matrisinin elde edilmesi
Bu matris T’nin her bir gézleminin (n —1) e bolinmesi ile olusturulmaktadir. Ancak

analizde bu yapilmadan T matrisinin dogrudan kullanilmasi tercih edilmektedir. T matrisinin
her bir gozlemi, ilgili kosegende yer alan degerin karekokiine boliinmesiyle “Toplam
Korelasyon” matrisine doniistiiriilebilmektedir.

3. adim: Grup Ici Kareler ve Carpimlar Matrisinin (w) elde edilmesi

Bu matrisin elde edilmesinde asagidaki esitlik kullanilmaktadir:

nk

g
Wij :Z (Xikm_Xik.)(xjkm_xjk.)"'

k=1 m=1

Bu matris yardimiyla grup i¢i kovaryans matrisini elde etmek icin her bir w gozlemi
(n — g)ifadesine boliinmektedir. Grup igi degiskenler arasindaki ilskinin kabaca Glgiisii olan

grup i¢i korelasyon matrisi, w matrisindeki her bir gozlemin kosegende yer alan degerin
karekokiine boliinmesiyle bulunmaktadir.

4. adim: Gruplarin birbirilerine olan uzakliginin belirlenmesi

Ortalama ayirma degerleri fonksiyonu (centroids) arasinda fark yoksa w=T ’dir. Eger
farklilik varsa fark matrisi yani gruplar arasi kareler ve g¢arpimlar matrisi [(B)=T —w]
olusturulmaktadir.

5. adim: Ham katsayilarin ve ozdegerlerin (eigenvalue) bulunmasi

Her bir fonksiyon i¢in ham katsayilar (U;) asagidaki esitligin ¢oziimii ile
tahminlenmektedir. Bu katsayilar dogrudan yorumlanabilir degildirler ve sadece smiflama
yapmak amaciyla kullanilmaktadir.

Zblivi = ﬂ’zwlivi
ZbZivi = iz Wo;Vi

D by =24 wyy,



Ham katsayilar (u;) yukaridaki esitliklerden elde edilen v,ler yardimiyla asagidaki
esitliklerle tahmin edilmektedir.

Ayirma fonksiyonunun oOnemli olup olmadigmnin degerlendirilmesinde kullanilan
Ozdegerler (A) daha 6nceki asamalarda elde edilen matrislerin yardimiyla asagidaki esitlikle
de bulunabilmektedir.

[wi
A= B

6. adim: Standartlastirilmis katsayilarin bulunmasi

Degiskenlerin nispi 6nemini ortaya koymak i¢in ham katsayilarin standartlastiriimasi
gerekmektedir. Bu katsay1r sayesinde hangi degiskenin daha ayirt edici oldugu tespit
edilebilmektedir.Standart katsayilarin elde edildigi orijinal verilerin standart sapmasi 1’e
esittir. Dolayisiyla ham Kkatsayi, standartlagtirilmis katsayiya doniistiirmek igin asagidaki
formiil ile doniisiim yapilmaktadir.

n-g

Esitlikte n toplam gozlem sayismi, Wi Degiskenin kareler toplamini ve g grup sayisini
ifade etmektedir.

1. adim: Yapisal katsayilarin bulunmasi

Iki degisken arasindaki benzerligi belirlemek igin, iki degisken arasinda “iiriin moment
korelasyonuna” bakmak gerekmektedir. Bu korelasyona “toplam yapisal katsayilar” adi
verilmektedir. Bu katsayilar 0 ile +1 veya -1 arasinda degismektedir. Bu katsaymin 1’e
yaklagmasi degisken ile fonksiyonun birbirine ¢ok yakin oldugu anlamina gelmektedir. Bu
katsayinin 0’a yaklasmasi degisken ile fonksiyonun birbirine ¢ok yakin olmadigi anlamina
gelmektedir.

Birlestirilmis grup ici korelasyon yani grup ici yapisal katsayilar asagidaki esitlik
yardimiyla elde edilmektedir.

Esitlikte S;j j fonksiyonunda i degiskeni i¢in grup ici yapisal katsayi, r;ki ve k degigkenleri
arasinda birlestirilmis grup i¢i korelasyon katsayisi ve ¢, standardize edilmis kanonik
diskriminant fonksiyonu katsayisini ifade etmektedir.



8. adim: Kanonik Korelasyon katsayisinin bulunmast

Kanonik korelasyon gruplar ile dsikriminant fonksiyonu arasindaki iligkilerini
Ozetleyen bir katsayidir. Bu katsay1 ayirma skorlari ile gruplar arasi iliskiyi 6lger ve acgiklanan
toplam varyanst gostermektedir. Kanonik korelasyon katsayisinin  karesi alinarak
yorumlanmaktadir. Bagimli degiskendeki varyansin yiizde ka¢min agiklandigini
gostermektedir.

. A

1+ 4

Esitlikte i iliskili diskriminant fonksiyonunu gostermektedir.

1.7. DA sonuclarinin degerlendirilmesi ve yorumlanmasi

DA’nin sonuglar1 elde edildikten sonra yapilacak oncelikli islem esit kovaryans, ¢oklu
baglant1 ve normal dagilim varsayimlarmin ihlal edilip edilmediginin test edilmesidir. Egit
kovaryans varsayimimi test etmek i¢in “Box M” testi kullanilmaktadir. Coklu baglanti
varsayimi ise korelasyon katsayilar1 yardimiyla yapilmaktadir. Daha sonra ayirma
(diskriminant) fonksiyonunun 6nemli olup olmadigr test edilmektedir. Bu testte kanonik
korelasyon katsayisi, 6z degerler ve Wilks Lambdas1 kullanilmaktadir.

1. Box M testi

Esit kovaryans varsayimini test etmek icin kullanilan bu testte F- dagilimi
kullanilmaktadir. Bu testin baslangi¢ ve alternatif hipotezleri asagidaki gibidir:

Ho: Gruplarin kovaryans matrisleri esittir.
Hzi: Gruplarin kovaryans matrisleri esit degildir.

Eger hesaplanan Box M degeri, F degerinden biiylikse (M>Fubio) Ho hipotezi
reddedilip, Hi hipotezi kabul edilmektedir. Yani bu durumda kovaryansin esit olmadigi
kararina varilmaktadir. Tersi durumda (M<Fbio), kovaryansin esit oldugu hiikkmiine
varilmaktadir.

2. Korelasyon katsayilarinin incelenmesi

Coklu baglant1 varsayimmin ihlal edilip edilmediginin degerlendirilmesinde
korelasyon katsayilarma bakilmaktadir. Korelasyon katsayis1 0.70’1 asiyorsa (r>0.70), ¢oklu
baglant1 probleminin oldugu kanaatine varilmaktadir. Bu durumda degigken birlestirme veya
degiskenlerin uzaklastirilmasi dnerilmektedir.

3. Ayirma fonksiyonunun onemlilik testi

Ayirma fonksiyonunun 6nemli olup olmadiginin belirlenmesinde kanonik korelasyon,
ozdegerler ve Wilks Lambdasi kullanilmaktadir.

Kanonik korelasyon: Ayirma skorlar1 ve gruplar arasindaki iligkiyi 6lger ve agiklanan toplam
varyanst gostermektedir. Bu katsaymin karesi alinarak yorum yapilmaktadir. Bu katsay1




bagml degiskende meydana gelen toplan varyansin ne kadarmnin agiklandigini yiizde olarak
gosterir.

Ozdegerler _(eigenvalue): Bagmmli degiskende meydana gelen varyansm ne kadarmin
acikalndigini gosteren bir degerdir. Ozdeger ne kadar biiyiikse bagimli degiskendeki
varyansin daha biiyiik bir kismi1 fonksiyon tarafindan agiklaniyor demektir. Genel olarak
0zdegerin 0.40’dan biiyiik olmasi iyi olarak kabul edilmektedir.

Wilks Lambda: Ayirma skorlarindaki toplam varyansin gruplar arasi farklar tarafindan
aciklanmayan kismini gostermektedir. Wilks Lambdasi her bir ayrim fonksiyonu i¢in 6zdeger
istatisitginin anlamliligini test etmektedir.

4. DA’nin analizinin basarisimin degerlendirilmesi
Nispi sans kriteri ile maksimum sans kriteri
1.8. DA uygulamasi

A firmasi kalitesi kivrim sayis1 ve ¢api ile dl¢giilen ¢cok pahali halka bir ¢ip tiretmektedir.
Uzmanlarm yaptiklar1 kalite kontrolleri sonucundaki goriisleri asagida verilmistir.

Kivrim Cap Kontrol sonucu
2.95 6.63 Kaliteli
2.53 7.79 Kaliteli
3.57 5.65 Kaliteli
3.16 5.47 Kaliteli
2.58 4.46 Kalitesiz
2.16 6.22 Kalitesiz
3.27 3.52 Kalitesiz

Otomatik kalite kontroliinde kullanilacak bir kriter gelistirmek iizere size danigildigmni
varsayalim. Fabrika sahibi 2.81 kivrim sayisina sahip ve ¢ap1 5.46 olan yeni tip bir halka ¢ipin
kalite testini ge¢ip gecemeyecegini merak etmektedir. Bu problemi DA’y1 kullanarak ¢ozelim.



Coziim:

Bu soru ancak gruplar aras1 fark: artiracak, grup ici farki ise azaltacak bir ¢izgi yardimiyla
coziilebilir. Verilere ait grafik cap dikey eksende, kivrim sayis1 da yatay eksende olacak
sekilde cizilip asagida verilmistir.
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X ayirt edici (bagimsiz) degiskenleri ifade etmektedir. Burada her bir satir birey veya nesneyi
(k), her bir siitun ise ayirt edici 6zelligi gostermektedir. Y ise gruplari yani bagimli degiskeni
ifade etmektedir. Tek siitundan olusan bu matriste her bir satir bir grubu gostermektedir.

[2.95 6.63] 1]

253 7.79 1

357 565 1

x=|316 547 y=|1

258 4.46 2

216 622 2

Omegimizde, | 3.27 3.52] ve 2]
X, _ x,=[357 565] x,=[327 352]

k. Satirdaki veriyi ifade etmektedir. Ornegin

£ = y matrisindeki grup sayismi ifade etmektedir. Ornegimizde grup sayis1 2°dir, £ = 2.

RER) Grup i¢in ay1rt edici veriyi gosterir. Her bir satir bir birey veya nesneyi, her bir siitun
ise ayirt edici 6zelligi yansitmaktadir. Biz ® matrisini amacimiz dogrultusunda farkl gruplara
ayirabiliriz. Ornegimizde basarili ve basarisiz olmak iizere iki grup oldugundan x matrisi iKi
gruba ayrilmigtir.



295 663

253 779 258 4.46
7357 565 x,=|216 622
316 547 327 3.5

= i grubundaki 6zelliklerin ortalamasini yani *lerin ortalama degerini ifade eder.

w=[305 638] p,=[267 473]

K= Veri setinin tamamindaki genel ortalamay1 gostermektedir.

Ornegimizde, * = 288 5.67]

i

* = j grubunda ortalama ile diizeltilmis verileri ifade etmektedir. x° = x, — ¢ formiilii ile

bulunmaktadir.

0060  0.951
0357 2109 ~0.305 -1218
Tl o679 —0025| x=|-0732 0.547
0269 —0.209 0386 -2.155

Her bir grup i¢in kovaryans matrisi asagidaki esitlik yardimiyla elde edilir.

Esitlikte T ilgili matrisin devrigini ifade etmektedir. Buna gore her grup icin kovaryans
matrisi asagidaki gibi bulunmustur.

0.0600.951
0.060-0.3570.6790.269 | —0.3572.109
{0.9512.109 -0.025—- 0.209} 0.679-0.025
0.269-0.209

C, =



-0.305-1.218
—0.7320.542

. - {— 0.305— 0.7320.386}
, =
0.386—-2.155

—1.2180.547-2.155

-0.19%2  1.34% -0.286 2142

[0.166 —0_192} [0_259 —0.286}

Birlestirilmis grup i¢in kovaryans matrisi elde edilirken asagidaki esitlik kullanilmaktadir.
C, Ve C,nin her bir elemani i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmaktadir

£

Cir, s = lZn! (7, 5)

il

2.0.166+2. 0.259=0.206
3{-0.192)+2(-0.286)=-0.233
2.1.349+2. 2,142 =1.689

0206  -0.233
-0.233 1689

Daha sonra ayrim fonksiyonunda kullanmak {izere birlestirilmis kovaryans matrisinin tersi
alinir.

o | 2745 0731
0781 0701

Oncelik olasilik vektdriiniin () her bir satir1 i. grup igin dnceligi gdsteren olasiliklar1 yansitir.
Eger oncelik olasiligi hakkinda 6n bilgimiz yoksa gruptaki gdzlem sayisi, toplam gdézlem

sayisina boliinerek bulunmaktadir ( p; = % ). Ornegimiz i¢in asagidaki gibidir:



0.571 y
F=l0429|7 | %
Ayrim (Diskriminant) fonksiyonu asagidaki esitlik yardimiyla tahminlenmektedir.

A =wClx — 1 Cly +1n(p,)

Ornegin f,i¢in fonksiyon degerini tahmin edelim:

2

5.745 0.791]2.95] 1
f, =[3.056.38
0.791 0.701] 6.38

5.745 0.791]3.05
—>[3.056.38
0.791 0.701 | 6.63

} In(0.571)
f, =112.21-56.43 —0.56 = 55.22

5.7450.791]2.95] 1
f, =[2.674.73

~~[2.674.73
0.7910.701 | 6.63

5.7450.791}{2.67
2

+In(0.429)
0.7910.701 | 4.73

f, =92.26 —38.34 - 0.846 =53.071

Not: Burada énce ¢ matrisi ile x; matrisi ¢arpilip, daha sonra elde edilen matris ile

4; matrisi carpilmaktadir.

Kivrimi 2.81 ve c¢ap1 5.46 olan yeni tip halkali ¢ip i¢in ayrim fonksiyon degerleri
hesaplandiginda ( f, =44.049 ve f, =44.085) bu ¢ipin kalite kontroliinii gegemeyecegi
anlasilmaktadir.

Biitiin veriler i¢in ayrim fonksiyonu degerleri elde edilip ayrim dogrusunun c¢izilmesi
miimkiindiir. Asagida ayrim fonksiyonlar1 degerleri ve ayrim dogrusunu gosteren grafik
verilmistir.

Xl XZ Xlo Xg f1 f2

2.95 6.63 0.060 0.951 55.220 53.071
2.53 7.79 -0.357 2.109 53.774 51.394
3.57 5.65 0.679 -0.025 62.476 59.589
3.16 5.47 0.269 -0.209 51.953 50764
2.58 4.46 -0.305 -1.218 32.028 34.313
2.16 6.22 -0.732 0.547 34.554 35.757
3.27 3.52 0.386 -2.155 41.174 42.414
2.81 5.46 -0.078 -0.219 44,049 44.085
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