LINEER MODELLER VE
MATRISLER CEBIRI

PROF. DR. VEDAT CEYHAN




Matrisler cebiri

 Ucg veya daha fazla bagimsiz degiskenli
modellerin cozumunde kullanilir.

* Uzun esitlikler sistemlerini toplu ve duzenli bir
sekilde gostermemizi saglar.

« Statik ve dinamik analizlerde ve optimizasyon
problemlerinin cozumunde kullanilir.

« Sadece dogrusal iliskilerde kullanilabilir.




Lineer modele yvaklasim

R1

R2

R3

Sekil 4.1 Lineer Modele Yaklagim

R4




Matris

« Sayilar toplulugudur.

« Bir boyutu vardir.

[nxm]

Satir sayisi Sutun sayisi




Esitlik sistemlerinin cozumunde kullanilir

C 3X, =X, + 71X, =17
6X, +3X; — X, =23
—8x, +10x, =-30

L 2X, +9X; =0




Esitligin matrise donusturulmus hali

3-10 7][x 17
0 6 3 -1[|x,| | 23
-8 0 010]|x,| | -30
0 25 0]|x, 0

Al [x] = [d]

A= sistemin parametreleri (degiskenlere ait katsayilar)
X= degiskenler
d= esitligin sagindaki sabit sayilar




Esitlik sistemi

G Xy T, X, T+ a,x, =da,
A, x +a,,x, +...+a,x, =d,

a, elemanin sayi degeri,
|, matrisin sira numarasi (i = 1,2....m),
|, sutun numarasi (j =1, 2,..., n)




Esitlik sisteminin matrise donidsumu

Birinci satir, birinci sutun elemani Birinci satir, ikinci sutun elemani
- VP a,, X, d,
T P a X d
[A]:: 21 22 2n , [X]: 2 ’ [d]: 2
Qg Ay e A X, | d,
Katsayilar matrisi Degiskenler matrisi Sabit terimler matrisi

Sutun matris




Situn ve sira matrisi

» Sutun matris (dikey vektor) (mx1) tertibindeki matris

[x]=|"

» Sira matris (sira vektor) : (1xn) tertibindeki matris

['ﬂl a; ﬁs----”w]




Esit matris

« |ki matrisin birbirine esit olmasi icin,
boyutlarinin ve butun elemanlarinin esit
olmasi gerekir.

19 27] [19 27 ¢—112
-1 12| |-1 12 19 27

X | ~ 71 X, =7
x, | | 4] Xy =4




Matris islemleri

« Toplama

 Cikarma

« Carpma

« Bolme (Bolme islemi matris cebirinde yok.
Bunun yerine matrisin tersinin alinip carpilmasi
islemi yapiliyor)




Matrislerde toplama ve cikarma

« ki matrisin toplanabilmesi veya cikarilabilmesi icin
pboyutlari ayni olmalidir. Toplama ve ¢ikarma islemilert,
matrislerin karsilikli eleman ciftleri arasinda yapilir.

1 17] [12 -6]_[1+12 17-6] [13 11
7 -2| |13 11| |7+13 -2+11| |20 9

9 7] [5 12] [9-5 7-12] [4 -5
3 2| |1 -1] [3-1 2+1]| |2 3




Matrislerin skalar bir sayi ile carpimi

» Say! (scalar), matris elemanlarinin her biri ile ayri

ayri carpilir.

6 10| |42 70

Skalar sayi




Iki matrisin carpilmasi

Temel Kural: birinci matrisin sutun sayisi,
IkKinci matrisin satir sayisina esit olmalidir.

» Ortaya cikacak yeni matrisin boyutlari,
birincl matrisin sira, ikinci matrisin sutun
sayis| kadardir.




Matrislerde carpma isleminin mekanizmasi

 Birinci matriste soldan saga, ikinci matriste yukaridan
asagiya dogru hareket edilir.

[a a ] by, by, by _
11712 b,, b,, b, [a11b11+a12b21+ a;,b, +a,b, + a0, +a12b23]

[A] [B]

[AB]

(1x2) (2x3) (1x3)




Matrislerde carpma ornekleri (1)

Ornek 1
{3 4} {—1 2}_{(3)(—1)+(4)(10) (3)(2) + (4)(3) }_{ 37 18}
2 —1[]10 3| | (@)D +(=DA0) @) +(D@A) | |-12 1
(2xé) (2x2l) )
Ornek 2

1 3 ((DGB)+(3)O) | [32

2 8 m: (2)(5) + (8)(9) | =| 82
4 0] | (4)5)+(0)(9) ] |20

l _
(3x2) (2x1) (3x1) —




Matrislerde carpma ornekleri (2)

Ornek 3

5 2 1][-1 0 2]
0 -1 0 31-2|=
3 0-3]|] 00 4

B)(-D)+ (R +MO)  (G)O0)+ D) +D)O)  (5)(2)+(2)(-2) +(D)(4) |
0D +(=DE) +(0)(0) (0)(0)+(=D)@) +(0)(0) (0)(2) +(=1)(=2) +(0)(4)
L A)ED +(0)3) +(=3)(0) (3)(0)+(0)D) +(=3)(0) (3)(2) +(0)(=2) +(=3)(4) |
1 2 10]
=-3 -1 2

-3 0 -6]




Matrislerde carpma ornekleri (3)

Ornek 4
o
2
[L320]| |=]8
1
_3_
(1x4)  (4x1) (1x1)
Ornek 5
[ 5 0 -2] [ 11 -16]
30
0 -1 1 9 7
-7 1=
1 3 0 -18
2 8
-2 1 0] -13 1]
(4x3) (3x2) (4x2)
Ornek 6

01-10|2 -1
01 21|(2 O

(2x4) (2x2)

Bu iki matris carpilamaz! (Neden?)




Matrislerde islem kurallari

e Toplamanin degismezlik kurali:a+b=b + a
e (Carpmanin degismezlik kurali: ab = ba
e Toplamanin birlestirici kurali: (a+b)+c=a+ (b +¢)

e (Carpmanin birlestirici kurali: (ab)c = a (bc)

e Dagitma kurali: a(b+c)=ab+acveya A(a+b)=A1a+ b




Ozel matrisler (1)

»Kare matris: Satir ve sutun sayilari esit
olan (m=n) matrisler

a, a, a. 21 -5 56
Kare matrisin genel formu: | a,, a,, a,, |, kare matris 6rnegi: | -2 14 13
dy Q5 Qg 16 7 0




Ozel matrisler (2)

»Devrik matris (transpose matrix): Bir
matrisin (A) sira ve sutunlari yer
degistirilince elde edilen matris

3 1]

3] w2 e e T

9 4

Devrik matris A’ veya A'ile gosterilir




Ozel matrisler (3)

»Birim matris (identity matrix): Ana
kosegenindeki (sol yukaridan sag asagi
dogru inen kosegen) degerleri 1, diger
butun degerleri sifir olan matris.

10 0]

|—10-|—01o
2101 ¢

001

| 1le gosterilir




Bir matrisin BIRIM matris ile carpimi

» Bir matrisin birim matrisle carpimi kendisini
verir.

Al =1 A=A

oallz sz sloalTe s




Ozel matrisler (3)

« Butun degerleri sifir olan matrise, sifir
maitris (null matrix) denir ve O ile gosterilir.

 Birim matrisin aksine, sifir matrisin kare
matris olma zorunlulugu yoktur.

A+0=0+A=A
AO=0A=0




Ozel matrisler (4)

- Simeltrik matris: Devrigi ile ayni olan matris




Lineer baglanti

* Bir vektor dizisi icinde herhangi bir
vektorun, digerleri ile lineer iliski icinde
olmasi durumuna lineer baglanti denir.
Boyle bir iliski yoksa, vektorler lineer
bagimsizdir (Hoy et al 1996, s: 297).




X, X5 u
2 - (3,2}
2u
4 ——-——————————_—————— _”P (6.4 1
2 | - | 3 2 .20 1 2 3
| (3,2) | //
11 I | e 1
0 . ‘ | x el
o 1 2 3 4 5 & o+ 2
: L (b)
“«LINEER BAGLANTI ~
@e) (1.4
X

LINEER BAGLANTI YOK

-u ° 2 (d)
(-3.-2)

Sekil 4.1 Lineer (a ve b) ve Lineer Olmayan (¢ ve d) Baglantilar (Chiang 1994, s. 69) W =




Ornek 1 Asagidaki 3 vektor lineer bagimhdir, ¢iinkii v,, v, ve v,’nin lineer bir

kombinasyonudur.

] o

Yukaridaki 3 vektor arasindaki lineer iliski asagidaki gibidir:

3v, —2v, =V,
6 2 4
— = = V3
21 16 S

Ornek 2 v, =[5 12] , v, =[10 24| vektorlerinin lineer iliski icinde olduklar: agiktur.

ikinci vektér birincinin iki katidir 1 2v, = 2[5 12]=[10 24]|=v,




Matrislerde bolme

» Matrislerin bolunebilmeleri icin kare matris
olmalari ve tekil olmamalari (nonsingularity)
gerekir (Jacques 1999, s. 418).

» Bolme islemi carpma islemine donusturulur.

a'b=ab”




Determinant

»Kare matris disindaki matrislerin rakam
degerleri yoktur.

»Kare matrisin bir rakam degerine determinant
denir.

> Matris . 4]
> Determinant — H\

» Bir matrisin sira ve sutunlari arasinda dogrusal
bir baglanti varsa determinanti sifir olur.




Determinantin bulunmasi

>lkinci derece determinantin bulunmasi
(Kosegenlerin carpimlari arasindaki fark)

> Uclincu dereceli determinantlarin
hesaplanmasi
(Laplace acilimi veya Sarrus Kurali)

»Dort ve daha yukari dereceli determinantlarin
hesaplanmasi
(Laplace acilimi)




Ikinci derece determinantin bulunmasi

» Kosegenlerin carpimlari arasindaki fark alinir.

all a12
a21 a22

A=

a11a22 o a21a12

Ornek

10 5 C .
[ ] { } Ve [ ] { }matrlslermm determinantlart:

-10 5 2 4
W=| ) 3|=(—10)(3)—(2)(5):—40 ve \B\:|_5 1|=(2)(1)—(—5)(4):22




Ucuncu derece determinantin bulunmasi

» Laplace acilimidir (Laplace expansion)
veya Sarrus kurall kullanilir.

LAPLACE ACILIMININ ASAMALARI

* Herhangi bir satir veya sutun secilir. (sifir1 fazla
olan satir veya sutunlar tercih edilmelidir)

« Secilen satir veya sutunun minor ve kofaktorleri
bulunur.

« Kofaktorler secilen satir veya sutunun katsayilari
lle carpilip, toplanarak Determinant hesaplanir.




Minor ve Kofaktor (1)

Bir matris elemaninin minoru, matristen bu
elemanin bulundugu sira ve sutundaki diger
elemanlarin ¢ikarilmasi sonucunda geri
kalan elemanlardir.

d;; 8, Qg
[A]: dy; 8, Ay

a,; elemaninin minoru




Ucuncu dereceden determinant hesabi
(Laplace Acilimi)

a
[A]: dy 8y Ay
_a a

[A] matrisinin determinanti, birinci siradaki elemanlar dikkate alinarak asagidaki gibi

hesaplanir:
a11 a12 a13
D| = _ a22 a23 a21 azs a21 azz _
‘ ‘— dy 8y ay|=4ap —dy + a3 -
a32 a33 a31 a-33 a31 a32
a31 asz a33
a11a22 a33 o a11a32 a-23 B a12 a21a33 + a12 as1a23 + a13a21a32 B a13"7131&122




Ugﬁnci] dereceden determinant hesabi
(Sarrus Yontemi)

« Sadece ikinci ve ucuncu derece determinantlarin
hesabinda kullanilabilir, daha ust dereceli
determinantlarin hesabinda kullanilamaz.

SARRUS KURALININ ASAMALARI

« Matrisin yanina 2 sutun veya altina iki satir
eklenir.

« Diyagonal carpma islemleri yapllir.

« Diyagonal carpimlarinin toplamlari arasindaki
fark Determinanti verir.




Ucuncu dereceden determinant hesabi

D=

213
4 56
7 89

[(3)G)(7) + (2)(6)(8) + ()(4)(9)]
|D|=(90+42+96) — (105 + 96 + 36) = 228 — 237 = -9

2 1)
4 5

(Sarrus Yontemi)

ki stitunun eklendigine
dikkat ediniz.

=[(26)(©Q) + L)) + 3)(4)@E)]-

7 8



Ucuncu dereceden determinant hesabi
(Sarrus Yontemi)

213
4 56
D|=|7 8 9]=(2)(5)(9) + (4)(8)(3) + (7)(V)(6) — (A(G)(7) - (6)(8)(2) ~ (Y(V)(4) = -9
213

456 \
ki satirin eklendigine

dikkat ediniz.




Dordincii dereceden determinant hesabi

(Laplace Acilimi)
110 -2
231 5
Pl=lo 2 1 o
1 0-2 04 2 0
Cyul=-]2 1 5/=—--2(+4]=18
02 0
1 1-2
Cyul=|2 3 5|=[-4(5+4)]=-36
0 4 0

Secilen siradaki sifirdan farkli elemanlarla (2 ve 1) kofaktorleri (18 ve -36) ¢arpilarak

sonug toplanir:

D| =2(18) +1(-36) =0 ~

Sifir gikmasi ne anlama geliyor???




Determinantin ozellikleri (1)

1.0zellik. Sira ve siitunlarin yer degistirmesi, determinantin degerini etkilemez.
4 3| |45
56/ |36

2.0zellik. 1ki siranin (veya iki siitunun) yer degistirmesi, determinantin sadece isaretini
degistirir, Say1 degerini degistirmez.

310
75 2/=315-0)-1(21-2) =26
103

Birinci ve {i¢lincii siitunlarin yerleri degisirse determinantin sadece isareti degisir:

013
2 5 7|=-1(2-21)+3(0-15) =26
301




Determinantin ozellikleri (2)

3.0zellik. Bir siranin veya bir siitunun sabit bir say1 ile ¢arpilmasi, determinantin degerini

bu sayimin kat1 kadar artirir.
4 3

D= =24-15=9
56

Yukaridaki determinantin birinci sirast herhangi bir say1r (6rnegin 3) ile carpilirsa,
determinantin degeri bu sayinin kati kadar artar:

12 9

D=
2 e

‘:(72—45):27




Determinantin ozellikleri (3)

4.6zellik. Herhangi bir siranin (veya siitunun) belli bir kat1, diger bir sira (veya siitundan)
cikarilir veya toplanirsa determinantin degeri degismez. Yukaridaki determinantin birinci
sirasinin iki katini, ikinci siradan ¢ikaralim, determinantin degerinin (27) degismedigi
gortliir:

‘12 9‘

D= |=(72-45)=27

_‘ 129 H 12

9
= (-144+171) = 27
5-24 6-18

-19 -12

S.0zellik. Bir siras1 (veya siitunu), diger bir sirasinin (veya siitununun) kati olan

determinantin (lineer baglant1) degeri sifirdir. Asagidaki determinantin birinci sirasi,

ikinci sirasinin -5 sayisi ile ¢arpilmasi sonucunda elde edildiginden degeri sifirdir:

20 -5
D:‘ 1‘:(20-20):0

—4




Bir matrisin tersinin alinmasi

1. Determinantin hesaplanmasi (‘ A‘)

2. Kofaktorler matrisinin bulunmasi

3. Kofaktorler matrisinin devriginin alinmasi (adjoint A)

4. Kare matrisin tersinin bulunmasi: A~ = ‘—i‘(adj A)




Matrisin tersinin alinmasi uyqulamasi

f'

OX; — X, =1

X +2X, =8

Sistem matris formuna dontstirtiliirse;

[ e




Matrisin tersinin alinmasi uyqulamasi

Esitlikler sistemimizin katsayilar matrisi { 5 } seklindedir.

Determinanti: (5)(2) — (1)(—1) =11 dir. Determinant sifir olmadigina gore (‘D‘ = 0)

sistemin ¢Oziimii vardir.

2 -1
Kofaktorler matrisi; L 5}

Kofaktorler matrisininin sira ve siitunlar1 yer degistirirse adj A elde edilir:

_ 2 1
Adj A=

.. : 11 2 1
Dérdiincii ve son asamada matrisin tersine ulasilir; A™ = { } = {

2/11 1/11}

11| -1 5| |-1/11 5/11




Cramer kurali

 Esitlikler sistemlerinin gozumlenmesini
kolaylastiran bir kuraldir.

Bir esitikler sisteminde herhangt bir degiskenin (X ) degerini bulmak icin, determinant

A i (‘A

) " inci siitunumy, sirastyla sabit sayilar siitunu (d) ile degistirip determinant

A elde edilir(|A.|). Det Ay, det A ya boliinerek aranan degiskenin deerine ulagtlr;
J

_— -

- -
- L =
- -
e —— A—

Z. &

i g

& Mayis uw“ﬁ'@




Cramer kurali (uyqulama)

Ornek 1. Asagidaki esitlikler sistemini ¢dziiniiz.
5%, +3x, =30
6X, —2X, =8
Once katsayilar matrisinin determinant1 hesaplanir:
5 3
A= ‘6 ) 2‘ = (5)(-2) - (6)(3) = 28

Daha sonra aranan degiskenlerin bulundugu siitunlar, sirayla sabit sayilar siitunu ile

degistirilir:
Al‘ 130 3] a4
=lg _o|™
5 30
2‘ = =-140
8

)_(—‘Al‘—_84—3 ve Y—‘AZ‘—_]AO—S —_

N2 T 28 Ty




TESEKKURLER




