MAKSIMIZASYON VE
MiNiMiZASYON
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Bir fonksivonun maksimum ve minimumu
Neden ve Nasil bulunur?

» Neden bulunur....
Fayda maksimizasyonu (kisitlayicisi BUTCE)
Masraf minimizasyonu (kisitlayicisi TEKNOLOJI)
Gelir (kar) maksimizasyonu

» Nasil bulunur......
Fonksiyonun TUREVI alinip, sifira esitlenir..
Birinci turev ve ikinci turev testleri..

» Amaclanan sonuclara ulasmak KISITLAYICI
SARTLARA bagli...




Maksimum/Minimum ve Optimizasyon

» Optimizasyon
En Iylyi elde etmek

> Maksimum/Minimum # OPTIMIZASYON

\ Ekstremum (UQ De{jerler)




Maksimum/Minimum

Birinci trev (fX) + [kinci tirev (fxx)

d°y

X2

fxx | —( <0) — | Maksimum

fx=0

> 0)—— | Minimum

XX — (=

Bukum noktasi
(EYER noktasi)

fxx — (== =0)




Basit maksimizasyon (1)

/ Birinci turev (fx)
dy

y:6X_X2/ &Z fX=6—2X

Birinci tiirevi sifira esitleyip x degerini bulalim:
6-2x=0 = x=3

x =3 olan noktada fonksiyonun egimi sifirdir. Bu deger fonksiyonda (y = 6x — x°) yerine
konulursa maksimum degeri bulunur:

Y max :(6)(3)_32 =18-9=9




Basit maksimizasyon (2)

Yy =6X—X°

fx = 6-2X —
<

fxx =-2 )

!

Ikinci tirev (fxx) < 0
(negatif)
oldugundan
MAKSIMUM

Birinci turev (fx)

Ikinci tlrev (fxx)




Birinci ve ikinci tiirevler ile fonksiyondaki

degismeler
Birinci tlirev Ikinci tiirev Fonksiyondaki degisme
(f,) ()
Pozitif Negatif Fonksiyon azalan bir hizla artiyor (Sekil 8.1 a)
Negatif Negatif Fonksiyon artan bir hizla azaliyor (Sekil 8.1 b)
Negatif Pozitif Fonksiyon azalan bir hizla azaliyor (Sekil 8.2

c)

Pozitif Pozitif Fonksiyon artan bir hizla artiyor (Sekil 8.2 d)




Basit minimizasyon (1)

y = X* —4X + 6 — Ortalama masraf egrisi

Fonksiyonun birinct tiirevini alarak sifira esitleyelim ve x’in degerini bulalim;

d
d_i: f, =2X-4=0——- Birinci tlrev (fX)

Ikinci tlrev (fxx)

bu noktada fonksiyonun (y ) degeri 2°ye esittir. Ikinci

2
tirevin degeri pozitif olduguna gore (% =f, |: 2>0) fonksiyon x =2 noktasinda
X

Bulunacak x deger1 2’dir

minimum deger alir. | jkinci tirev (fx) > 0 (pozitif)
oldugundan mutlak minimum % &




EKSTREMUMLAR (UC DEGERLER)

> Ekstremum bulmak === OPTIMIZASYON

» Fonksiyonda birden fazla maksimum veya
minimum varsa bunlara ekstremum (uc deger)
denir.




YEREL MAKSIMUM VE MINIMUM

» f(x) fonksiyonu (a, b) araligindaki bir x, degeri igin bu
araliktaki en buyuk degerini aliyorsa; (x,, f(X,)) noktasi,
f(x)'in yerel maksimum noktasidir

» f(x) fonksiyonu (a, b) araligindaki bir x, degeri igin bu
araliktaki en kuguk degerini aliyorsa; (X,, f(X,)) noktasi,
f(x)'in yerel minimum noktasidir




MUTLAK MAKSIMUM VE MINIMUM

» Bir fonksiyonun tanimli oldugu araliktaki en
buyuk degerini aldigi noktaya mutlak maksimum
noktasi, en buyuk degerine ise mutlak maksimum
degeri denir.

» Bir fonksiyonun tanimli oldugu araliktaki en kuguk degerini
aldigl noktaya mutlak minimum noktasi, en kuguk
degerine ise mutlak minimum degeri denir.




YEREL MAKSIMUM VE MINIMUM

yerel maksimum

mutlak maksimum

mutlak yerel minimum
minimum
| ' ' X
4 ‘ 4 6




EKSTREMUMLAR ICIN GEREKLI VE

YETERLI SARTLAR
Sartlar Maksimum Minimum
Birinci test (gerekli sart) dy _f =0 dy _f =0
dx dx
Ikinci test (yeterli sart 2 ?
(yeterli sart) d2'=fm<0 d¥=fxx>0
dx dx




TEK DEGISKENLI FONKSIYONLARDA UC

DEGERLERIN BULUNMASI

1.Asama

2.Asama

» Birinci turev alinir ve sifira esitlenir

3.Asama

f I[kinci tiirev alinir

| Birinci turevi sifir yapan «x» degerleri ikinci

4.Asama

turevde yerine konur

| Ikinci tirevin isareti (-) = Mutlak Maksimum

Ikinci tlrevin isareti (+) = Mutlak Minimum




IKI DEGISKENLI FONKSIYONLARDA UC

1.Asama

DEGERLERIN BULUNMASI

4

2.Asama

{

~ Birinci tarev alinir ve sifira esitlenir

— s [kinci tirev alinir

3.Asama

Birinci turevi sifir yapan «x» degerleri ikinci

turevde yerine konur

{

4.Asama

Ikinci tdrevin isareti (-) = Mutlak Maksimum
Ikinci tdrevin isareti (+) = Mutlak Minimum

{

5.Asama

— GCapraz kismi turev testi veya HessianMatrisi




CAPRAZ KISMI TUREV TESTI

fxy

|

Degiskenlerden birine (X) kismi turev uyguladiktan

+ sonra, elde edilen sonuca ikinci degiskene gore (Y)

uygulanan tireve CAPRAZ KISMI TUREV denir.

(fxx)(fyy)— fxy) > 0 (+) ise EKSTREMUM VARDIR

(fxx)(fyy)— fxy) < 0 (-) ise EKSTREMUM YOK




ORNEK

z=10x—x°* +10y — y°

fonksiyonunun ekstremumlarini arastiriniz.
Birinci sart ; birinci kismi tiirevler testi :

«——1 Birinci turev testi
oz 0z .

—=10-2x=0; ——=10-2y=0;

OX oy

X=5 y=>5

(5;5) noktas1 maksimum veya minimum olabilir. Bunu anlamak i¢in ikinci tiirevlerin ve
¢apraz tiirevin isaretlerine bakilmalidir.

oL . . i 0%z
Ikinci kismi tirevler testi : 2 - =

=) | Ikinci tiirev testi

Capraz kismi tiirev testi :

Capraz kismi tlrev (+) @ldugundan :
EKSTREMUM var. ikiw Capraz kismi
oldugundan MAKSIMUM (-2)(F2)=(8)2=(4>0 tirev testi

Capraz kismi tiirev testi pozitif, ikinci kismi tiirev testlerinin sonuglar1 negatif
oldugundan (5;5) noktasinda fonksiyonun maksimum degerine (50) ulastigina k
verilir =

A—

-
- -
- -
" -
-
-
%, &,
2
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3 ve DAHA FAZLA DEGISKENLI FONKSIYONLARDA
UC DEGERLERIN BULUNMASI

Degisken sayisi 3 ve daha fazla oldugunda

DOGRUSAL PROGRAMLAMA kullanihir




YOUNG TEOREMI

fxy = fyx

» Bu teoreme gore ¢apraz kismi tiirevlerde, tiirevin 6nce
hangi degiskene gore alindigi onemli degildir, her 1ki
durumda da c¢apraz turevler esit olacaktir.

» Capraz kismi tiirev testi basarisiz ise (sonu¢ negatif ise),
fonksiyonun ekstremumundan s6z edilemez.

» Capraz kismi tiirev testi sifir ¢cikarsa test, degiskenlerin
yakin degerler1 i¢in tekrarlanmalidir.




HESSIAN MATRISI (1)

BiRINCi ANA MINOR
H|l=|f Hessian matrisinin
‘ 1‘ o ‘ XX‘ \ determinanti

f. / IKINCI ANA MINOR

H|=

IKINCI ANA MINOR
f . f

XX Xy

‘HZ‘:




HESSIAN MATRISI (2)

YEREL MINIMUM SARTLARI

H,|>0 ve |H,|>0; H,|=f,ve |H,|=f,f, —(f,)°

YEREL MAKSIMUM SARTLARI

H,|<0 ve |H,|>0

EYER NOKTASI

5| =|H|=fof —(fy) <0




HESSIAN MATRISI (3)

z =10x — x* +10y — y*fonksiyonunun u¢ noktalarin1 Hessian matrisini kullanarak

arastiralim:
Kritik noktalarin bulunmasi ig¢in, fonksiyonun degiskenlere gore birinci mertebeden
tirevleri sifira esitlenir:

z, =10-2x=0

z,=10-2y =0

Elde edilen esitlik sistemini matris formunda yazalim:

g

Cozim vardir ve tektir, ¢clinkii matrisin determinanti tekil degildir:
‘— 2 0]

=40
0 -2

Degiskenlerin degerlerini Cramer kurali ile elde edelim:




HESSIAN MATRISI (4)

-10 O
_ ‘—10 —2‘
X, = 2 =
-2 -10
_ _‘ 0 —10‘
Yo = 2

Bulunan degisken degerleri z fonksiyonunda yerine konursa z(5;5) noktasinda

fonksiyonun degeri elde edilir:
Z, =10 (5) — (5)* +10 (5) — (5)* =50

Z (5;5) noktasinda fonksiyonun aldigi degerin maksimum mu, minimum mu

oldugunu anlamak i¢in Hessian determinantina bakalim:

HESSIAN MATRISI

H
(H,) > 0 oldugundan
Buradan [H,|=-2<0 ve |H,|=|H|=(-2)(-2)-(0)? MAKSIMUM

Buna gore z (5;5) noktasinda fonksiyonun bir maksimumu vardir. _.-'3‘-__




KISITLAYICI FAKTORLER ESLIGINDE EKSTREMUM

» LAGRANGE CARPANI

»CITLENMIS HESSIAN MATRISI




LAGRANGE CARPANI (1)

LAGRANGE CARPANI

/ -
L(x,y) = (%, y)+2[c=g(x,y)

A4

LAGRANGE FONKSIYONU

KISIT




LAGRANGE CARPANI (2)

@‘ fonksiyonunun, (X + 2y =100Jkisit1 altinda ekstremumunu bulunuz.

Oncelikle Lagrange fonksiyonunu olusturalim:

KISIT (ESITLIGIN SAGINA TASINIP

SIFIRA ESITLENDIGINE DIKKAT
L (x,Y) =@ﬂ EDINIZ!!

Birinci test; birinci kismi tiirevler:

a_L
OX
@

=L =2Xx-y-41=0

=L, =8y-x-24=0 — BIRINCI KISMI TUREVLER

oL
— =L, =100—-x-2y=0
PY IR y




LAGRANGE CARPANI (3) CRAMER KURAL|

VEYA LAPLACE
ACILIMI ILE BULUNUR
Bu iic esitlikten| y =25; x =50 ve A =75 Joulunur.

Ikinci test (ikinci kismi tiirevler ve capraz kismi tiirev): I-}FIUN;EI\TEI\IQI

Capraz kismi
turev testi

Capraz kismi tiirev testi ve ikinct tiirevler pozitif oldugundan, koordinatlari (50;25) olan

noktanin, fonksiyonunminimum noktast olduguna Karar Verilir. Bu noktada z = 3750

drr. Ikinci tlirev (+) Capraz kismi tdrev testi (+) -
oldugundan MINIMUM oldugundan ekstremum var 3=




CITLENMIS HESSIAN MATRISI (1)

CITLER (KISIT DEGISKENLERI BURAYA YAZILIR

HESSIAN MATRISI

CITLENMIS HESSIAN DETERMINANTI




CITLENMIS HESSIAN MATRISI (2)

fonksiyonunun, x =y/2 kisit1 altinda u¢ degerlerini

Lagrange fonksiyonunu olusturalim.

80x — 2x% — xy —3y*+100 +/1

LAGRANGE -
FONKSIYONU | |_ .

&:fxz80—4x—y+2ﬂ,:0 KISIT
%‘: f,=-x-6y+100-1=0
2—'/‘1: f,=2x-y=0

Bu 3 esitlikten fonksiyonun kritik noktasi (8.75;17.50) bulunur. Bu noktada
fonksiyonun aldig1 deger (1225) maksimum mudur, minimum mudur?




CITLENMIS HESSIAN MATRISI (3)

IKincl mertebe kismi tiirevleri alalim:

f, =-4
f, =-6 : .
CITLENMIS
1:xy = 1:yx =-1 HESSIAN
_ DETERMINANT]
Citlenmis Hesslan asagidaki gibidir: (+) oldugu icin
/0/@ ekstremum var.

Kisit katsayilari
(x=2, y=1) <@ 4 -1=32>0
HESSIAN

1 -6 MATRIS]

Buradan, kritik noktada fonksiyonun maksimuma ulastigx (z = 1225)
anlasilmaktadir.




TESEKKURLER




