Kuyruk Teorisi(Y. L.)
4. Hafta
Siirekli parametreli Markov zincirleri

Tamm. {X,, t =0 } , durum uzay1 E = {0,1, ... }olan siirekli parametreli bir
stire¢ olsun. Asagidaki 6zellik gecerli oldugunda bu siirece siirekli parametreli
Markov zinciri denir. Her bir

ve 0<t; <t, <<t <t veny,.. ,n, €EE i¢in

P(X,=j/X;,, =nq4,..X,, =1y ) = P(X, =j/X,, =1ny)
(1)

t >t icin

PX,=j/Xpu<th=PX;=j/Xe) (2)

Yukaridaki her iki esitligi de Markov 6zelligi denir. Bu tanima gére Markov
siirecinin herhangi bir t aninda durumu belli oldugunda bunun ge¢mis ve
gelecegi birbirinden bagimsizdir.

pij(t) = P(X;4¢r = j/X¢, = i) ifadesinin anlanm t' aminda i durumunda olan
siirecin t +t'  anmnda j - durumunda olmasi olasiligidir. Ozel olarak t' = 0
alimdiginda

pij(t) =PXy, =j/Xo =1) (3)
{X;, t =0} slireci homojen siire¢ olarak adlandirilir. (3) olasiligina i
durumundan j durumuna gegis olasiligi denir. Bunlar asagidaki &zellikleri

saglar.
Vi, j€Eicin

pj(t) =PX,=)), pj(t) =0, p;(@)=0, Xiiop;()=1
Kabul edelim ki ,

0, i#j

p;;j(0) =6;; = { 1, i=]. (4)

Varsayalim ki ,



pij(h) — p;(0)
h

aij = p’l](o) = }1]—1}(}

tiirevleri mevcuttur. a; ’ye i durumunda kalma orami , a;;(i #j) ye ise
i durumundan j durumuna ge¢is orani denir ve asagidaki 6zellikleri saglar.
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1)1:/:] icin ClijZO
2) i =j icin a; <0
3) Xjzoai; =0

Ispat.
C , : pij(h)—p;;(0)
1) i+ igin a;; =p';;(0) = limp_,o=———
- (h
_ i P
h—-0

Buradan pij(h) = a;jh +o(h)  bulunur. p;;(h) 0 ile 1 arasinda
oldugundan a;; = 0 elde edilir.

pij(h)—p;;(0)

2) i =j icin a; =p’;(0) =limy_, -

;i(h) —1
_ i PuM)
h-o0

pij(h) yine 0 ile 1 arasinda oldugundan a; < 0 bulunur.

3) Xjzopi(®) =1

Esitliginin t- ye gore tiirevi alinip
Yizobij (1) =0 ise

Daha sonra t =0 alinirsa,



Y0P (0) = a;; = 0.
Elde edilir.

Teorem. t; Markov zincirinin i durumunda kalma siiresi olsun. Bu
takdirde r, iistel dagilhma sahiptir.

Ispat. t;,t,, .. ler durum degistirme anlari olsun.
Nt
A
K Tk
J Tj
| T;
T, T4 T, T3 T, T
Sekil 1

P(t;>t+s/ 1;,>s) olasihgin1 géz Oniine alalim. Markov zincirlerinin

belleksizlik 6zelliginden dolay1
P(Ti>t+S/Ti>S)=P(Ti>t) (6)
ve kosullu olasiliktan dolay1

P(t;>t+s/1;>5)

P((r;>t+s)n(7;>5))
- P(t; > s)

P(t; >t+s)
" P(z; > 5)

Yukarida verilen bu iki denklemi birbirine esitlersek

P (Ti>t+5)=P(Ti>t)P(Ti>S)



denklemi elde edilir. F;(t) =P(r; <t) ve @;(t)=P(r;>t) alalim.
Yukaridaki denklem

q)i(t)q)i(S) = (Di(t + S).
®;(t + s) fonksiyonu tiirevlenebilir olsun.
D (t+s) — Pi(t) = ()P (s) — (D)
= ¢;(O)(@;(s) — D).
Bu esitlik s ye boliip limite gegilirse

(@i(s)-1)

= @;(t) limg_,q
®,(0)=1-P(1;<0)=1-P@)=1-0=1

@' (t) = P;(t)P';(0)
Buradan

Dri(t) _

®';(0) = —== [In(®;(®))]'

@;(t)
Bu ifade [ 0,t] araliginda integrallenirse,
In®;(t) — In®;(0) = &';(0)¢t- ';(0)¢t
Ind;(t) = d,(0)t veya D (t) = PO,
F(t) =1—e®©@t  ye
0; = —@';(0)
alimdiginda
Fi(t) =1—et, t>0
oldugu goriiliir. Sonug olarak Markov siirecinin i. durumda kalma siiresinin

iistel dagilima uydugu goriiliir. Ayrica beklenen deger ve varyans soyledir.
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Kolmogorov Denklemleri

t' >0 ve t =0 birbirini izleyen iki zaman aralig1 olsun. Ayrica Vi, k,j € E
olsun

t +t' zaman araliginda i durumundan j durumuna gegis olasiligi toplam
olasilik formiiliine gore

pij(t +t) = 2ker PXeqpr =1, X = k/Xo = 1)

P(Xeper =J, Xt =k, Xo = 1)
P(X, = 1)

PXeprr =1, Xe =k/Xy=1) =

PXter = J, Xe = k/Xo = 1)
=PXeyr =j/Xo =1, X = K)P(X; =k/Xo =1)
Belleksizlik 6zelliginden,
P(Xerer =J, Xe = k/Xo = 1)
=PXpyer = Jj/Xe = RK)PX = k/Xo = 1)
= pu )Pk (")
pij(t +t") = Yker ik (O)Dk; (t) (*)
Bu denklemin ¢ - e gore tiirevi almip ¢'=0 yazilirsa,
pij' (t) = Xker Dik (Op";;(0) = Lker Pir (D) ay; (1)
Benzer olarak (*) denkleminint ye e gore tiirevi alinip t=0 yazilirsa,

p’ij(t,) = YkeE QAikPrkj () (2)



elde edilir. (1) ve (2) denklemlerine sirasiyla Kolmogorov’un ileriye ve geriye
dogru diferansiyel denklemleri denilir. (1) denkleminde baslangi¢ durumu
dikkate alinmadiginda

P;' (1) = Xker Pr(D)ay; (3)
elde edilir.

Limit Dagilimi.

Stirekli parametreli Markov zinciri indirgenemez ise t — oo igin gecis
olasiliklar1 sabit bir degere yaklasir. Bu sabit olasilik baslangi¢ durumuna bagh
degildir. V; 1igin

Jim p; () = p;

Bu limit durumuna denge durumu (steady-state) denir. Elemanlari
pj » j=0,1,2,.. olan vektorii P ile gosterelim. Buna gore

P= [po, p1, ---] olur. P ye limit dagilimi1 ya da limit olasilik dagilimi denir. ( 3 )
ifadesinin her iki yaninin t ye gore limitini alip

lirnt—wo p’ij (t) = Zk limt—wo pik(t)akj )
Xk Praij =0

elde edilir. Bu esitlik kuyruk modellerinin kurulmasinda temel bir ifadedir.



