5.1. Kesikli Dagilimlar

5.1.1. Bernoulli Dagilimi

Onceki boliimlerdeki olasilik problemleri goz 6niine alindiginda her zaman istenen bir durum
veya olayin olasiligindan bahsetmek miimkiindiir. Eger bir deney i¢in basarili ve basarisiz olmak iizere
iki sonug¢ ortaya cikiyor ve bu deney aymi sartlar altinda tekrarlanabiliyor ise bu deneye James
Bernoulli’den dolayr Bernoulli denemesi denir. Bernoulli denemesi kesikli dagilimlarin temeli
niteligindedir.

Tanim 5.1. Bir tesadiifi deneme iki ayrik sonugtan birisine sahip ise, bu denemeye Bernoulli denemesi
denir. Bernoulli denemesinin sonuglari basarili basarisiz; saglam bozuk veya istenen istenmeyen
olarak ifade edilir. Bernoulli dememesine ait tesadiifi degisken basarili sonugta “1”, basarisiz
sonugta “0” degerini alir. Bu baglamda Bernoulli tesadiifi degiskenti,

{ 1, deneme basarili ise
X = .
0, deneme basarisiz ise

olarak ifade edilir.

Tamim 5.2. X Bernoulli tesadiifi degiskeninin olasilik fonksiyonu,

— ) = _{p*d, x=01
P =0 =p) = 0 7 (5.

bi¢imindedir. X tesadiifi degiskenine Bernoulli dagilimina sahiptir denir ve X~Bernoulli(p) ile
gosterilir. Burada p, dagilimin parametresi olup basari olasiligini ve g = 1 — p basarisizlik olasiligin
ifade eder. Bernoulli denemesine ait birkag 6rnek asagida verilmektedir.

1) Hilesiz madeni paranin bir kez havaya atilmasi denemesi.

2) Iginde m tane kirmizi ve n tane beyaz bilye bulunan bir kavanozdan tesadiifi bir bilye
cekilmesi.

3) Bir futbol maginda kullanilan her bir penalti atis.
4) Ozdes ve aym yasam siiresine sahip cihazlarin belli bir zamandan daha fazla yasamasi

Beklenen Deger ve Varyans
QO = ) xP(X =)
Dx

1

ECO = ) xp*(1=p)' =p

x=0

E(X?) = szP(X —x)

Dx

1

= szp"(l -p)F=p

x=0

Var(X) =EX?) - (E(X))2 =p-p*=pq



Moment Cikaran Fonksiyon

My(t) = ) e™P(X =x)

2
>

My(t) = ) e™p*q'™ = q +pe’

x=0
Olasilik Cikaran Fonksiyon
9x(s) = ) sTP( = %)

Dx
1

gx(s) = Z s*p*q** = q +ps

x=0

Ornek 5.1: Bir Bernoulli denemesinin ardisik olarak ii¢ defa basarisizlikla sonuclanmasi olasilig
binde 216 olarak hesaplanmistir. Buna gore Bernoulli denemesine ait tesadiifi degiskenin
varyansini bulunuz?

Coziim. A: “Bernoulli denemesinin ardisik ii¢c defa basarisiz olmas1” olay1 iken
P(A)=(1-p)>=0,216, p =04 ve
Var(X) =p(1 —p) =0,4.0,6 = 0,24

olarak hesaplanir..

Ornek 5.2: X Bernoulli tesadiifi degiskeninin olasilik fonksiyonu

X 1-x

px(x) = (%) (1—9 » =01
0 , d.d.

olsun. g(x) siirekli bir fonksiyon olmak tizere E (g(X)) = 0 olmas1 i¢in g(0) = g(1) = 0 olmasi
gerektigini gosteriniz.

Coziim.

1-x

£(o00) =Y a0} (1-3) o
x=0
~a0(1-2) racv () =0

1
= (5) s - g1+ g(© =0

esitliginin saglanmasi igin g(0) = g(1) = 0 olmasi gerekir.

5.1.2. Binom Dagilimi

Ardigik olarak bagimsiz Bernoulli denemelerinin yapildigini goz 6niine alalim. Yapilan bu denemeler
asagidaki ozellikleri saglar:

1) Her denemenin basarili ve basarisiz gibi iki sonucu vardir.

2) Her bir deneme igin basari olasilig1 p ve basarisizlik olasiligt



q =1—p degismez.
3) Deneme sayisi sabit olup denemeler tekrarlanabilir.

Binom tesadiifi degiskeni agagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 5.2. X tesadiifi degiskeni n tane bagimsiz Bernoulli denemesinin basarili olanlarinin toplam
sayist olsun. Yani i = 1,2, ..., n igin X;~Bernoulli(p) ve X = X; + X, + -+ + X, olmak lizere X
tesadiifi degiskenine binom tesadiifi degiskeni denir ve olasilik fonksiyonu

n
p*q"*,x=0,1,2,..,n

P(X =x) = (x) (5.2)
0 , d.d.

bi¢imindedir. X~Binom(n,p) ile gosterilir. Burada n ve p dagilima ait parametrelerdir.

Beklenen Deger ve Varyans

EX) = Z XP(X = x)
Dx

EX) = Z x (:) p*q"*
x=0

n—1! x—1,n-1—(x—1
pZ(x—l)'(n—x)'p gy

znpz< ) gn=D-(x-1)

=np(p+q)" "t =np

E(X?) = z x?P(X = x)

Dx
E(X?) Z(x(x—1)+x)( )p¥an

n

x(x —1n! X—2..2 . (n-2)
_ - ~2)-(x-2)
Z;x(x— Dx—2)mn—xiP P4 +np

n
n—2
=p?n(n—1) Z (x 3 2) pO=Dg=2-(x-2) }
x=2

=p’n(n-D@+q)" 7 +np
=p?n(n—1)+np

Var(X) = E(X?) — (E(X))°
Var(X) = p*n(n — 1) + (np)? = npq

olarak bulunur.



Moment Cikaran Fonksiyon

Mx(t) =E(e™)

= ) e*P(X =x)
2.

Dx

MX(t) — Z etx (Z) pan—x
Z (:) (etp)an—x

x=0

=P+

Beklenen deger ve varyans momentler cinsinden asagidaki gibi bulunur:

Mp(0) =EX) =mp
M{(©0) =EX?) =n(-1p?+np

Var(X) = npq

Olasilik Cikaran Fonksiyon

gX(S) =ZSxP(X =x)

Dx
- n

zz x X n—x
2 (,)p*a

n

= z (;l) (sp)*q"™* = (q +sp)"

x=0

Ornek 5.3: Her biri 10 puan olan 10 soruluk bir test sinavinda 4 secenek mevcuttur. Yanlis cevap
dogru cevabi gotiirmiiyor. Buna gore sinava giren bir 6grenci cevaplari rastgele isaretlediginde

Ogrencinin,
a) 50 puan almaolasiligi nedir?
b) Enaz 30 puan alma olasilig1 nedir?
c) En ¢ok 90 puan alma olasiligi nedir?
d) Tam not alma olasilig1 nedir?
e) 70 ile 80 arasinda puan alma olasiligi nedir?
f)  Higbir soruya dogru cevap verememe olasiligi nedir?
Coziim.
1 3
P=7 =7
a) 50 puan almasi i¢in 5 soruya dogru cevap vermesi gerekmektedir. Yani,
pa=5=(")(2) () = ooses
5/\4/ \4
b) En az 30 puan almasi i¢in en az 3 soruya dogru cevap vermesi gerekir.



P(X>3) =1-P(X<3)=1-P(X<2)

2 10 1 X 3 10—x
-1-2.(.)6) G)
x=0
=0,4744
a) Encok 90 puan almasi i¢in en fazla 9 soruya dogru cevap vermis olmasi gerekir.

P(X<9) =1-P(X>9)
=1-P(X =10)

1 (10)(1)1"(3)“_09999
- 10/ \4 4)

d) Tam puan almasi i¢in tiim sorulara dogru cevap vermis olmasi gerekir.

ri=10= (D))" 6 =) = oo

e) 70 ile 80 arasinda not almasi i¢in istenen olasilik:
P(7<X<8 =PX=7)+P(X=28)

-(E @ +()6E @

=0,0034

2

f) Hi¢ dogru isaretleme yapmama olasilig ise,
107 /100 /3310 /3010
pa=0=()() (3) =(5) =ooses
Ornek 5.4: Bir torbada 15 kirmizi, 5 beyaz bilye vardir. Iadeli olarak 3 bilye cekiliyor. X tesadiifi

degiskeni ¢ekilen kirmizi bilye sayisini, Y tesadiifi degiskeni ise beyaz bilye sayisini gostersin. Buna
gore:

a) 1 kirmiz1 2 beyaz bilye ¢ekilme olasiligi nedir?

b) En az bir tane kirmizi bilye ¢ekilme olasiligi nedir?

c) P(|X] < 1]|X < 3) olasiligini hesaplayiniz.

d) DKy (degisim katsayis1) nedir?.

e) X tesadiifi degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonunu bulunuz.

f) Y tesadiifi degiskeninin olasilik ¢ikaran fonksiyonunu bulunuz.
Coziim. X~Binom(3, 3/4), Y~Binom(3, 1/4) olmak tizere,

a)

ra=n-()E ¢ -2

PY=2)=PX=1= @ G)z @1 - %

veya,

b)



PX>1) =1-P(X<1)
—1-P(X=0)

0

-6 -4

plx|<1lx <3) = (CLl=X=Dn&X<3)

P(X <3)
_P(0O<X<1)
T 1-P(X=3)

_(PX=0)+P(X=1))
- (X =

1-(5)@ @

d)

DKy = 0.3333
oraninda bir degisim s6z konusudur.
e) X tesadiifi degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,
Mx () = (q+pe)"
o
4 4
f) Y tesadiifi degiskeninin olasilik ¢ikaran fonksiyonu,

gy(s) =(q+ps)"
3

_1+3) Is| <1
—<Z ZS’ s| <

(5.3)



