4.1.3. Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Tamm 4.3. (Q, 3, P) olasilik uzay1 ve X siirekli tesadiifi degiskeni bu uzayda tanimli olsun, V x €
Dy olmak iizere,

_ i P(x <X <x+ Ax) 47
fiC) = Jlim, Ax (&7)

fx(x) fonksiyonuna, X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu (0.y.f.) denir. X tesadiifi
degiskeninin dagilim fonksiyonu Fy(x) her yerde tiirevlenebilir ise,

fo) = 220 (4.8)

dx

fx(x)’e olasilik yogunluk fonksiyonu denir. (4.7) ve (4.8) esitlikleri birbirine denktir.

Olasilik Yogunluk Fonksiyonunun Ozellikleri

1) fx(x) 20

2| feoar=1

3)P(x; <X <x3) = f 2fX(x)dx = Fx(xz) — Fx(x1)

X1

D)Fy(0) = P(X < x) = f fe(s)ds

ozelliklerini saglar.
Ornek 4.2: X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida veriliyor.

2x, 0<x<1

fe@) = {§ d.d.

a) X tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonunu bulunuz.
b) Dagilim fonksiyonu yardimiyla asagidaki olasiliklart bulunuz.
P(0,20 < X £0,80), P(X<0,75), P(X>0,35)

Coziim. a)

Fy(x) =f fx(s)ds
0

X
Fy(x) = _[ 2sds = x?
0

0 , x<0
FX(x)={x2 ,0<x<1
1 , x=1

a)



P(0,20 < X < 0,80) = Fy(0,80) — F4(0,20) = 0,60
P(X < 0,75) = Fx(0,75) = 0,5625
P(X >0,35) =1— P(X < 0,35) = 0,8775

Ornek 4.3: Siirekli X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi veriliyor:
(1

P 0<x<1
=<2
fx () oo l<x<2
o , d.d.

a) k sabitini bulunuz.

b) Dagilim fonksiyonunu bulunuz.

c) P(X>1/2), P(X<3/2) ve P(1/2 < X < 3/2) olasiliklarini,
i) Olasilik yogunluk fonksiyonuna gére bulunuz.
ii) Dagilim fonksiyonunu kullanarak bulunuz.

Coziim.

a) Olasilik yogunluk fonksiyonunun 2. 6zelliginden,

0 1 2 +00
j fx(x)dx + f fx(x)dx + j fx(x)dx + fx(x)dx =1
—o0 0 1 2
0 0
11 2.2
2)d (F)ar=1=k=3
J;) (k) X +f1 X x =
b) Olasilik yogunluk fonksiyonunun 4. 6zelliginden
0 , x <0
_ x/3 , 0<x<1
@ =10 l1y3 © 1<x<2
1 ’ X =2
c) i) Olasilik yogunluk fonksiyonu yardimiyla,
11 22 5
P(X>1/2)=f —dx+f —dx =—
123 ;3 6
1 3/2 2 2
P(X<3/2) = —-d —dx ==
X <3/2) fo Sdx + fl Sdx =

1 3/2 1
P(1/2<X<3/2)=f —dx+f —dx ==
1723 ; 3 2

olarak bulunur.

ii) Dagilim fonksiyonu yardimiyla

P(X>1/2)=1-P(X <1/2)=1—Fx(1/2) :%



P(X <3/2) = Fx(3/2) = g

P(1/2 < X < 3/2) = Fx(3/2) — Fy(1/2) =%

olarak bulunur.

Ornek 4.4: X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi veriliyor:
2
xe */2 x>0
X) = ’

Sy (x) { 0, x<0
a) Fy(x)’ibulunuz.
b) Fx(x) yardimiyla P(X < 50), P(50 < X < 100) ve P(X < 100) olasiliklarint bulunuz.
Coziim.

xZ
a) fx(x) = {xe_T , x>0
0 , x<0
0.y.f.’nun son &zelliginden,
o s? x?

Fxy(x)=P(X <x) = fse_Tds =1—-e 2
0

0 , x<0

xZ
Fx)=31-e"7 , x>0
1 , X — 00

b)
P(X £50) = F4x(50) =1 — ¢~ 1250
P(50 < X < 100) = Fy(100) — Fyx(50) = e~1250 — ¢=5000
P(100 < X) =1—P(X < 100) = 5000

olarak elde edilir.

4.1.4. Olasilik Fonksiyonu

Tamm 4.4. (Q, 3, P) olasilik uzay1 ve X kesikli tesadiifi degiskeni bu uzayda tanimli olsun, V x € Dy
olmak iizere, X tesadiifi degiskeninin Dy’deki degerleri alma olasiliklarin1 gdsteren fonksiyona
olasilik fonksiyonu denir ve py(x) ile gosterilir. Yani,

px(x) = P(X = x)
olur.
Olasilik Fonksiyonunun Ozellikleri
1) Egerx & Dy ise px(x) =0,
2) Vx€Dyise 0<py(x)<1,
3) YxepyPx(x) =1,
4)  Fx(x) = Xnsxpx ()

big¢imindedir.



Ornek 4.5: X tesadiifi degiskeninin olasilik fonksiyonu asagida veriliyor.
il 1<x<20; x€Z"
px(0) =417220" ==
0, d.d.

a) Dagilim fonksiyonunu bulunuz?
b) Dagilim fonksiyonu yardimiyla asagidaki olasiliklart bulunuz.

P(10 <X <19), P(X <11), P(X>13)

Coziim. a) Fy(x) = X5_op(n)
X
v _Z n? x(x+1DRx+1)
x0) =2 15550 17220
n=0
0o , x<1
x(x+1)(2x+1)
Fy(x) = <x< . +
% (x) 5230 1<x<20;x€Z
1, x>13
b) P(10 < X < 19) = Fx(19) — Fx(10) = 0,72

P(X < 11) = Fy(11) = 0,13414
P(X>13)=1-P(X <13)=1— P(X < 12) = 0,22648

Ornek 4.6: X tesadiifi degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi veriliyor:

2 x—1

PX(X) — k(g) , X = 1, 2,
0o , d.d.

a) k sabitini bulunuz.
b) Dagilim fonksiyonunu bulunuz.

c) P(5<X), P(10 <X <100)ve P(X < 23) olasiliklarin1 bulunuz.
Coziim.

a)

Z:;lpx(x) =1

ve geometrik seri oldugundan,

bulunur.

b) Olasilik fonksiyonunun 6zelliklerinden



Fx(x) =P(X <x) = ZG) G)H _ @% L @)x

3
0 , x <1
ZX
Fy(x) = 1—(§> L ox=1.23,..
1 , X — o0
25
c) P(X>5):1—P(XS5):1—FX(5):(g)

100

P(10 < X <100) = Fx(100) — Fyx(10) = (;)9 - (%)

23

P(X < 23) = Fy(23) = (g)

Ornek 4.7: Bir torbada 5 beyaz, 10 kirmizi bilye vardir.

a) ladeli olarak ardi ardma ii¢ bilye cekildiginde X tesadiifi degiskeni beyaz bilyelerin sayisini
gostermek iizere X in olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz.

b) Iadesiz olarak ardi ardina ii¢ bilye ¢ekildiginde Y tesadiifi degiskeni kirmizi bilyelerin sayisini
gostersin. Bu durumda Y’nin olasilik fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu bulunuz.
Coziim.

a) ladeli ¢ekim yapildiginda X tesadiifi degiskeni beyaz bilyelerin sayisim gostermek iizere X
tesadiifi degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidadir:

3\ 1\ 2\
o =1)G) () xr=0123
0 , d.d.
veya
. ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
px (%) ‘ 8 ‘ 12 ‘ 6 ‘ 1
27 27 27 27

X tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonu asagidadir:

0, x<0
8 0<x<1
27’ =X
20
Fy(x) ={—, 1< 2
¥ (x) <27 x <
26 2<x<3
27 =X
\ 1, x=3

b) ladesiz olarak ardi ardma ii¢ bilye ¢ekildiginde Y tesadiifi degiskeni kirmizi bilyelerin sayisim
gostersin ve bunun olasilik fonksiyonu py(y) = P(Y = y) asagidadir:



(5)(3)

py(Y) = T y =0,1,2,3 icin
0, d.d.
veya,
Y=y | 0 | . | , ;
py () ‘ 10 ‘ 100 ‘ 225 120
Y tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonu asagidadir:
0, y<0
10/455, 0<y<1
F,(y) ={110/455, 1<y<?2
335/455, 2<y<3
U1, y=3



